

CALCULO 

DIFERBNCIAL E INTEGRAL 

Vol. I 




R. COURANT 

Professor de Matemofico da Uniyersidade de Hew York 


CALCULO D1FERENCTAL 
E INTEGRAL 



I VOLUME 


Traducao de 

ALBERTO NUNES SERRAO 

Engenheiro Civil 


Docente livre da cadeira de Calculo Infinitesimal, Geometria Ana- 
litica e No?oes de Nomografia da Escola Naciotial de Engenharta 
Professor de Matetnatica do Colegio Pedro II 


E 

RUY HON6RIO BACELAR 

Engenheiro Civil 


i. a edicao 

3. a impressao 



EDITORA GLOBO 

Rio de Janeiro - Porto Alegre - Sao Paulo 


«"■ V 








PREFACIO DA EDIC-AO INGLESA 


Quando colegas americanos insistiram comigo para que publicassc 
urn aedigao inglesa das minhas ligcies de calculo diferencial e integral, 
liesitei a principio, Verifiquei que, devido as diferengas entre os meto- 
dos de ensino do Calculo na Alemanha, Inglatcrra e America, lima 
simples tradugao estava fora de cogitagao, c que seriam precisas 
alteragoes fundamentals a fim de atender as necessidades dos estu- 
dantes de idioma inglfs. 

Minhas duvidas, contudo, foram resolvidas quando encontrei o 
competente colega, professor E. J. McSliane, da Universidade da 
Virginia, que estava a altura nao so de fazer a tradugao, mas tambern 
— apos entendinoento pessoal que com ele mantive — de efetuar as 
alteragoes e mclhoramentos necessarios para a edigao inglesa. 

Al'ora muitas questoes de minucias, as principais alteragoes foram 
as seguintes: (1) a edigao inglesa conteni um grande numero de exeni- 
plos classificados; (2) a divisao da materia dos dois volumes dil'ere 
algo da que se encontra no original alemao. Alem da exposigao deta- 
lhada da tcoria das fungoes de uma variavel, o presente volume aprc- 
senta (no capitulo X) um bosquejo da diferenciagao c integracao das 
fungoes de divevsas variaveis. 0 segundo volume trata inteiramente 
das fungoes de diversas variaveis independentes e inclui elementos 
de calculo vectorial. Ha, tambem, discussao mais sistematica das 
equagoes diferenciais e um apendice s6bre os fundamentos da teoria 
dos numeros reals. 

0 primeiro volume contem a materia para urn curso de calculo 
elementar, enquanto o segundo e mais avangado. No primeiro volume, 
entretanto, ha muitos assuntds que podcm ser omitidos num curso 
inicial. Estas segoes, destinadas, aos estudantes que desejam penetrar 
mais profundamente- na teoria, foram reunidas nos apSndices dos di- 
versos capitulos, de mode que o principiante podera estudar a mate- 
ria, omitindo ou deixando para mais tarde, sem inconveniente algum, 
a leitura destes apeudices. 
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0BSERVAC5ES iniciais 


Quando o estudante entra, pel a primeira vez, em contato com a 
matematica chamada superior, pode imaginar que existe certa des- 
continuidade entre a matematica secundaria e a universitaria. fiste 
sentimento repousa, em ultima instancia, sobre algo mais do que as 
circunstancias historicas que fizeram com que o ensino universitario 
diferisse tao profundamente do ensino ginasial. A verdadeira natureza 
da matematica superior, ou melhor, da matematica moderna, que se 
desen volveu durante os ultimos trcs seculos, distingue-a da matema- 
tica elementar, cuja materia de ensino, tomada quase diretamente 
da matematica dos antigos gregos, dominava inteiramente, ate ha 
pouco, os programas escolares. 

A caracteristica mais notavel da matematica elementar e a sua 
intima associagao com a geomelria. Mesmo quando a materia transpoe 
as fronteiras da geometria e entra no reino da aritmetica, as ideias 
fundamentais ainda permanecem geometricas. Outro aspecto da ma- 
tematica dos antigos e, talvez, a sua tendencia para concentrar-se nos 
casos particulares, Fatos que hoje em dia consideramos como cases 
especiais de fenomenos gerais, sao expos tos, confusamente, sem qual- 
quer relagao visivel entre si. A associacao intima com as ideias geo- 
metricas e a importancia que empresta a sutilezas particulares con- 
fere, & matematica dos antigos, um encanto todo particular. No inicio 
da idade moderna, tendencias diversas imprimiram um progresso defi- 
nitive a matematica, atuando como estimulo para uma grande ex- 
pansao da materia, a qual, a despeito dos progressos feitos nos deta- 
Ihes, marcara passo, em outro sentido, durante seculos. 
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A tendencia fundamental de to da a matematica moderna consiste 
na substituigao das discussoes isoladas dos casos particulares por 
melodos gerais cada vez mais sistematicos. E possfvel que tal processo 
nem sempre considere com inteira justica os aspectos individuals dos 
casos particulares, mas, gragas a sua evtensao e generalidade, sugere 
grande abundancia de novos resultados. Alem disso, o conceito de 
mimero e os metodos analiticos ocupam posigoes cada vez mais inde- 
pendentes, sobrepujando inteiramente as ideias geometricas. Esta 
nova orientagao para o desenvolvimento da matematica, sob diversos 
aspectos, e mostrada de maneira mais clara no surgimento da geotne- 
tria analitica, cujo progresso se deve, piincipalmente, a Fermat e a 
Descartes, e do calculo diferencial e integral, que geralmente se 
considera como criado por Newton e Leibnitz. 

Os tres seculos de existencia da matematica moderna viram pro- 
gresses tao importantes, nao so na matematica pura, mas, tambem, 
na imensa variedade de saas aplicagoes a ciencia e a engenharia, que 
as suas ideias fundamentals e, sobretudo, o conceito de fungao, se 
tornaram gradualmente conhecidos e, eventualmente, foram incluidos 
nos proprios programas secundarios. 

0 meu objetivo, ao escrever este livro, foi apresentar edesenvolver 
os pontos mais importantes do calculo diferencial e integral de tal 
maneira, que, ao concluldo, o leitor, embora nao ten ha tido antes 
qualquer conbecimento de matematica superior, esteja bem prepa- 
rado, por urn lado, para o estudo dos fundamentos da materia e dos 
seus mais adiantados ramos, e, por outro, para a manipulagao do cal- 
culo nos varios dominios onde o mesmo tem aplicagao. 

Gostaria de prevenir o leitor, especialmente, contra o perigo que 
se origina da descontinuidade mencionada no paragrafo inicial. 0 
ponto de vista da matematica secundaria pode tentar alguem a deter- 
se nos detalhes, perdendo, assim, a visao das relagoes gerais e dos me- 
todos sistematicos. Por outro lado, do ponto de vista ’’superior”, ha 
o perigo oposto, que consiste em por de lado as minucias concretas 
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ficando-se completsunente desamparado quando se defroutam os casos 
mais simples de dificuldade individual, porque no mundo subjetivo 
das ideias gerais esquecemo-nos de como aj us tar-nos firmemente a 
realidade objetiva. 0 leitor deve encontrar o caminlio por si mesroo 
para sair deste dilema. E somente sera bem sucedido excogitando, 
repetidamente, casos particulares, e adquirindo seguranga na aplica- 
gao dos principios gerais as ocorrencias individuais que surgirem, Nisto 
consiste a tarefa principal de quem deseja progredir no estudo da 
Ciencia. 
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Capitulo ! 

ENTRODUCAO 

Alem da ideia de nuraero, o caleulo diferencial e integral e ba- 
seado em dois conceitos fundamentais de import&ncia decisiva. Sao 
fries os conceitos de fanqao e de limile. Na verdade, tais conceitos 
podem ser reconhecidos aqui e ali, na maternatica dos antigos, mas 
foi somente a maternatica moderna que expos comp let amente o seu 
significado e o sen carater essencial. Neste capitulo initial procura- 
remos expor estes conceitos da maneira mais simples e clara possive!. 

1. A CONTINUIDADE DOS NUAIEROS 

A questao rcferente a natureza real dos numeros 6 das qae inte- 
ressam mais aos filosofos do que aos matematic-os, e aqueles ja se ocu- 
param muito com ela. Felizmente, os estudantes de maternatica podem 
dipensar os estudos preliminares sobre a natureza essencial do con- 
cetto de nnmero, do ponto de vista da teoria do conhccimento, e isto 
cotioorre para que a maternatica seja conservada cuidadosamente 
afastada dos conflitos entre as opinloes filosoficas. Admitiremos, pois, 
coino dados, os numeros e, em primeiro lugar, os numeros naturais 
1, 2, 3, assim como consideraremos conhecidas as regras com 
as quais operamos sobre estes numeros (1} . Lembraremos apenas, em 
breves linhas, a teoria que permitiu o desenvolvimento do conceito 
de numero inteiro e positivo (numeros naturais). 

(!) Estas regras sao: Primeira: (a + b) +- c =* a + (£ + e). Isto £, se adioionnmnos A soma da 
dois Ttuineros a e b, tun terceiro numero c, obteremos o mesmo rcsultado que se somarmos a 4 soma 
dc l e c. (Eata 6 a denominada lei associativa da adigao.) Segunda: a + b — b + a (lei comutativa 
da adigSo). Terceita: ( ab)c — a(iic) (lei associativa da multiplicacSo). Quarta: a b = ba (lei comuta- 
tiva da multiplicacao). Quinta: a(b c) = ab -j- ac (lei distributive da muitiplicasao). . 
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1. O conjunto dos immeros racionais e a necessidade de sna 
arnpliagao. 

No domfnio dos numeros naturais, as operagoes fundamentals de 
adicao e de multipiicagao podem sempre ser efetuadas, sem restrigao; 
isto e, a soma ou o produto de dois numeros naturais e sempre um 
numero natural. As operagoes inversas das precedentes, subtragao e 
divisao, porem, nem sempre podem ser efetuadas no dommio dos 
numeros naturais. Devido a isto, os matematicos, ha muito tempo ja, 
for am obrigados a inventar o numero 0, os numeros negativos e as 
fragoes positivas e negativas. A totalidade de todos estes numeros d 
usualmente denominada a classe dos numeros racionais, visto todos 
eles serem ob lidos da niesma unidade, pelo emprego das “operagoes 
racionais de ealculo”, adigao, multiplicagao, subtragao e divisao. 

Em geral, os numeros sao repre- 
■Tj l] £ J J 1 *" sentados, grafieamente, pelos pontos 
rig. i. — o eixo dos numeros de uma hnha reta, denominada “eixo 

dos numeros”, tomando-se um ponto 
arbitrario da linha como origem ou ponto zero, e um outro ponto, 
iguahnente arbi trario, como ponto um. A distancia entre estes dois 
pontos (comprimento do iniermlo unitcirid) serve, entao, como escala, 
com a qual determinaremos um ponto para cada numero racional, 
positivo ou negativo, sdbre o eixo referido. E costume marcar os nu- 
incros positivos para a direita e os negativos para a esquerda da ori- 
gem (fig. 1). Se, como e usual, definirmos o valor absoluto (tambem 
ebamado valor numerico ou modulo) j a j de um numero a , como sendo 
o proprio a quando a 0 (L) , e sendo — a quando a < 0, j a | indica 
a distancia, sobre o eixo dos numeros, do ponto considerado a origem. 

A representagao geonietrica dos numeros racionais por meio de 
pontos sdbre o eixo dos numeros, sugere uma importante propriedade 
que, em geral, e enunciada da seguinte forma: o con] unto dos numeros 
racionais e denso. Isto significa que em qualquer intervalo do eixo 
•numerico, tao peqneno quanto se queira, ha sempre numeros racionais. 
Geometricamente, quer dizer que no segmento do eixo numerico limi- 
tado por dois pontos racionais quaisquer, tao proximos quanto se 
desejar, ha sempre pontos ' correspondentes a numeros racionais. A 

( l ) O siaal S indica que deve ser usado o smrd > ou o siaal O mesmo fica estabelecido 
para os smais =±= e que scrao empregados posterioernente. 
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nogao de densidade dos numeros racionais torua-se clara se partirmos 

do fato de que os numeros . . . , ... ficam cada vez me- 

nores e aproximam-se de zero a medida que n cresce. Se dividirmos o 
eixo dos numeros em partes iguais de comprimento 1/2", comeganc’o na 

12 3 1A 

ongem, os pontos extremos ~, — , — , ... destes intervalos repre- 

sentam numeros racionais da forma m/2"; neste caso, ainda, temos o 
numero n & nossa disposigao. Se agora fixarmos urn intervalo tao 
pequeno quanto quisermos, sobre o eixo dos numeros, somente preci- 
samos escollier n tao grande que 1/2" seja menor que o comprimento 
do intervalo. Desta maneira os intervalos da subdivisao efetuada sao 
bastante pequenos para que possamos afirmar que, no minimo, um 
dos pontos da subdivisao ml 2" esta coatido n6Ie. 

Todavia, a despeito dessa propriedade de densidade, os numeros 
racionais nao sao suficientes para representar todos os pontos do eixo 
dos numeros. Os matematicos gregos ja haviam reconhecido que ha 
intervalos cujos comprimentos nao podem ser representados por nu- 
meros racionais, em eomparagao com um segmento linear de compri- 
inento unitario; sao os chamados segmentos income ns uraveis com a 
unidade, Assim, por exemplo a hipotenusa de um triangulo retangulo 
isosceles, com catetos iguais a unidade de comprimento, e incomen- 
suravel com a mesma unidade. Pelo teorema de Pitagoras, o quadrado 
deste comprimento l, deveria ser igual a 2. Mas, se l fdsse um numero 
racional, por conseqiiencia igual a pi q, onde peg sao inteiios e dife- 
rentes de 0, teriamos p 2 — 2 q~. Admitimos que peg nao tern fatores 
comuns, pois, se os tivessem, eles poderiam ser reduzidos de inicio. 
De acordo com a equagao acima, p 2 e um numero par e o proprio p o 
deve ser, isto e, p = 2 p' . Substituindo este valor teremos 4 p' 2 = 2g 2 , 
ou g 2 = 2 p' 2 ; conseqiientemente g 2 6 par', e g tamb&n o deve ser. 
Os numeros peg sendo ambos pares, devem ter o fator comum 2, o 
que contraria a hipotese de serem primos entre si. Assim, a hipotese 
de que a hipotenusa pudesse ser representada pela fragao pjq leva a 
contradigao, sendo, portanto, falsa. 

0 raciocinio acima, que e um exemplo caracteristico de “prova 
indireta”, mostra que o simbolo V2 nao pode corresponder a nenbum 
numero racional. Vemos, pois, que se insistirmos em que cada ponto 
do eixo dos numeros tenha um numero correspondente, uma vez fixado 
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o intervalo unitario, seremos forgados a expandir o dominio dos nu- 
meros racionais pela introdugao de novos numeros “irracionais”. 0 
conjunto de numeros racionais e irracionais, no qual a cada ponto do 
eixo corresponde um so numero e a cada numero corresponde um so 
ponto sobre o eixo, e denominado conjunto dos numeros reais (1) . 

2. Numeros reais e decimals infinitas. 

A exigencia da correspondence de um ponto do eixo a cada nu- 
mero real nada indica, a priori, sobre a possibilidade de calcular com 
fetes numeros, do mesmo modo que com os numeros racionais. Esta- 
beleceremos o direito de proceder assim, demonstrando que o que foi 
exigido e equivalente ao seguinte fato: a total idade de todos os nume- 
ros reais e representada pela totalidade de todos os numeros decimals 
finitos e infinitos. 

Inicialmente recordaremos, o que e conbecido da matematica ele- 
mental que qualquer numero racional pode ser representado por uma 
decimal finita ou por uma dizima periodica; inversamente, tdda a 
decimal dfese tipo representa um numero racional. Mostraremos que 
a cada ponto do eixo dos numeros podemos atribuir uma unica deci- 
mal determinada (geralmente infinita), de modo a podermos repre- 
sentar tanto os pontos como os numeros irracionais por decimals infi- 
nitas. (De acSrdo com esta observagao, os numeros irracionais serao 
representados por decimals infinitas, nao periodicas, por exemplo, 
0 , 101 101 110 . . .). 

Suponliamos que os pontos correspondentes aos inteiros estejam 
indicados sobre o eixo dos numeros. Tais pontos subdividem o eixo 
em intervalos ou segmentos de comprimento 1. Na exposigao que 
segue, diremos que um ponto do eixo pertence a um intervalo, quando 
estiver no seu interior ou for um dos seus pontos extremos. Seja P 
um ponto arbitrario do eixo dos numeros. De acordo com o que dis- 
semos acima, fete ponto pertencera a.um ou a dois intervalos, se for 
um ponto de divisao. Se convencionarmos que no segundo caso esco- 
lheremos o intervalo que se encontra a direita, teremos, em qualquer 
hipotese, um intervalo com os pontos extremos g e g 4- 1, ao qual o 
pouto P pertence, sendo g um numero inteiro. Dividiremos, agora, 
este intervalo em 10 subintervalos iguais, por meio dos pontos cor- 

(*) Ass5m chamac-a para se distinguireaj do coujuato doa numeros complexes, obtidos por meio 
de uma outra extensSo. 
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respondentes aos numeros g + — , g -j- — , . . ., g + — , e numerare- 
mos tais subintervalos 0, 1, 2, . . 9, na ordem natural, da esquerda 


para a direita. 0 subintervalo a ter a, mtao, os pontos cxtremos g tr: 

X 

e j 4- — . 0 ponto P devera estar contido nam desses subinter- 
valos. (Se P for um dos novos pontos de divisao, pertencera a dois 
intervalos consecutivos; como no caso anterior, escolheremos o da 
direita.) Denominaremos o intervalo assira determinado, por a\. Os 

seus pontos extremos corresponderao aos numeros g + e g + 


Podemos, novamenle, dividir este subintervalo cm dez partes iguais, 
determinando aquela que contem P. Como ja fizeinos antes, se P 
pertencer a dois intervalos, adotaremos o da direita. Obteremos, assim, 

, ^ , , a i , , a.i , ao , 1 

um intervalo com os pontos extremos g+ — + y--s e9 + ifi T To= + 

onde a 2 e um dos dig it os 0, 1, . . 9. Subdividircmos este subintervalo 
e continuaremos repetindo o proeesso. Ap6s n operagoes, ehegaremos 
a um subintervalo contendo P, com o compriinento 1/10", cujos pontos 
extremos correspondent! aos numeros 

(X n , Gl (l 2 , tZ rt . 1 


, «1 , «2 
9+ 10 + 10 2 ' 




®L . (I’l 
10 + 10 2 e 9 ' 


Q-n j _ 

" 10" ~ t ~ 10"' 


Nesta expressao cada a represents algum dos numeros 0, 1, 9- 

Mas 

_Oi _j_ _£>2_ , , a, 

10 ' 10 2 + + 10 " 


e a fragao decimal 0,aia 2 . . . a„. Os pontos extremos do intervalo po- 
dem, portanto, tambem scr escritos sob a forma 

g + 0, aia- 2 . . . a n e g+ 0,aia 2 . . ■ a n -f- — . 

Se imaginarmos o proeesso acima repetido indefinidamente, obte- 
remos uma decimal infiniia O^g^. . . , que tem o seguinte significado. 
Interrompendo a decimal em uma ordem qualquer, digamos na ene- 

1 

gesima, o ponto P estara no intervalo de comprimento — , cujos 
pontos extremos (pontos de aproximagao) sao 

g + 0,aia 2 . .^ejl O.eqas. . .a„ + — . 
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Em particular, o ponto correspondente ao numero racional g-\-0,aia 2 ...a n 
encontrar-se-d arbitrariamente proximo de P, desde que n seja sufi- 
cientemeute grande. Por esta razao os pontos g-\-0.aia 2 . . ■ a n , sao de- 
nominados pontos de aproximagao. Podemos , pois, afirmar que a decimal 
infiniia g+0,ai<i2- . . e o numero real correspondente ao ponto P. 

Queremos sallentar a hipolese fundamental de que podemos calcu- 
lar, na forma habitual, tanto com os numeros reais, como com as 
fragoes decimals. E possivel demonstra-lo empregando, somente, as 
propriedades dos numeros inteiros como ponto de partida. Estaprova, 
porem. nao e tarefa facil; e antes de permitir que nosso progresso 
sofra embaragos logo de irncio, preferimos admitir que as regras co- 
mmas de calculo se aplicam aos numeros reais como urn axioma, sobre 
o qual basearemcs todo o calculo diferencial e integral. 



Inserimos aqui uma observagao sobre a possibilidade de, em certos casos, 
podermos escolher o iatervalo do esquema do desenvolvimento acima, de duas 
maneiras. Da construgao deduz-se que os pontos de divisao obtidos no processo 
repetido de subdivision, e so men to Sates pontos, podem ser representados peias fra- 
goes decimals finitas g 4- 0,mas. . .ao. Supoahamos que o ponto P aparega, pri- 
meiramente, como ponto de divisao na n subdivisao. De acordo com o que esta- 
belecetnos, escolhemos, na fase de ordem n da subdivisao, o intervalo a direita 
de P. Nas subdivisoes seguintes devemos escolher urn subintervalo dSste intervalo. 
Dm intervalo de tal especie, porem, deve coDter P como ponto extremo da esquerda. 
Nestas eondigoes, em todas as fases subseqiientes da subdivisao, devemos escolher 
o priraeiro subintervalo, isto e, aquele que cornega por 0. Entao, a decimal intinita 
que corresponde a P i g + 0,ajO2. . . a-OCrO. . . . Se, por outro Jado, tivessemcw 
escolhido na fase de ordem n o intervalo da esquerda que contem P, entao em 
todos os outros estagios posteriores da subdivisao, deverfaraos escolher os subin- 
tervalos mais afastados para a direita, os quais tem 9 como ponto extremo da direita. 
Obtenamos, assim, um desenvolvimento decimal para P em que todos os digitos, 
a partir de ( n + 1), sao noves. A dupla possibilidade de escolha na construgao que 
imaginamos corresponde, portanto, ao fato de que, por exemplo, o numero M pode 
ser escrito 0,250 000 . . . e 0,249 999 .... 

3. Expressao dos numeros em sistemas de base diferente da 
decimal. 

Na representagao dos numeros reais atribulmos um papel especial 
ao numero 10, visto termos subdividido cada intervalo em dez partes 
iguais. A unica razao para tal se encontra no uso generalizado do 
sistema decimal. Poderiamos, de modo analogo, ter considerado p 
subintervalos iguais, onde p e um numero inteiro axbitrario, supe- 
rior a unidade. Teriamos, neste caso, obtido uma expressao da forma 
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0 + “? + ~2 + . . onde b e urn dos numeros 0, 1, . . p- 1. Neste 

r r* 

caso, novamente, os numeros racionais, e somente eles, tem desenvoivi- 
mentos periodicos ou finitos dessa especie. Com finalidades teoricas, 
convera, muitas vezes, escolker p — 2. Obtem-se assim o desenvolvi- 
mento binario dos numeros reals, 

g + 2 + 2 * + ■ ' •* ? 

onde cada b representa 0 ou 1 {1) . I 

Nos calculos numericos e costume exprimir-se o inteiro g que. por I 

simplicidade, admitimos ser positivo, no sistema decimal, isto e, sob 
forma 

a m 10 m 4* T . . . + ctjlO + ao, J 

onde cada a v representa um dos dlgitos 0,1, ..., 9. Em lugar de 

g + 0 ,QjG 2 • • -i podernos, entao, escrever sirnplesinenle 

• 4 

. .aiQ-o , 0 iG 2- • • 

Analogamente, o numero inteiro positivo g pode ser escrito de um.i 
e somente de uma maneira, na forma 

8kP k 4* 8k~iP k ~ l 4" • • • 4- Pip 4- An 

onde cada um dos numeros (3 representa alguns dos numeros 0, 1, . . 
p-1. Isto. com a expressao que determinamos, da o seguinte resul- 
tado; todo o numero real e positivo pode ser represen tado sob a forma 

b b 

8kP k + iSfc-rP^" 1 4- ... 4- PiP 4~ A 4" ^ did ...» 

onde 8, e b , sao numeros inteiros compreendidos entre 0 e p-1. 

Assim, por exempio, o desenvolvimento bindrio da fragao 21/4 e 

^ = 1 X 2 2 4- 0 X 2 4- 1 4- | + p- 

O) Mesmo parn os o&lculos numericos. o sistema decimal oao 6 o melhar. O sistema sexagesimal 
U> » 601. com o qua! os babilOnios oalculavam. apreseuta a vantagera de que oSle. ama propurcSc ■- 

reiativameate grande de numeros racionais. cujas expressoes decimals sao mfinilas, possuem deaea- 

Tolvimentos finitos. ji', 


&- 
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4. Desigualdades. 

0 caiculo com as desigualdades desempenha papel muito mais 
importante a a matematiea superior do que na matematiea elernen- 
tar. Recapitularemos, por isso, breyeroente, algumas das regras mais 
simples referentes as mesmas. 

Se a >b e c > d, segue-se que a 4- c > b + d, mas nao que 
a - c > b - d. Aleru disgo, se a > b segue-se que ac > be, desde que 
c seja positivo. Multiplicando-se uma desigualdade por um nurnero 
negativo, o seu sentido e invertido. Sea >b >0ec>d>0, segue-se 
que ac > bd. 

As seguiutes desigualdades sao verificadas para os valores abso- 
lutos dos numeros: 

|a=b&|S=|a|-f-|&|, |a±6[^|a|-|6j. 

0 quadrado de qualquer numero real e maior que ou igual a zero. 
Sc x e y forem numeros reais arbitrarios, teremos, portanto, 

(X - y ) 2 = + J2 - 2 Xy S 0, 

ou 2 xy y2. 

5. Desigualdade de Schwarz. 

Sejam ai, a 2 , - - . , a n e b j, b 2 , . - - , b n , numeros reais quaisquer. 
Fagamos as seguintes substitutes ua ultima desigualdade (1) 


para i = 1, i = 2, . . . , i = n sucessivamente e somemos as desigual- 
dades resultantes. A direita obteremos a soma 2, porque 

+ • • • + 

+ ... + 

Se dividirmos ambos os membros da desigualdade por 2, vira 
1 Qi&i I ~t~ I a-jbs j -F . . . + 1 a n b n I < 

+ ■ • • + ci/t 2 ^bi z -j~ ... + b n 2 

0) O simbolo V z, onde z > 0, represent?! o ntimoro positivo cujo quadrado 6 x. 




aAi“ -f- b 2 2 -f- . . . Hr b n 2 


^ aj.2 -j- a 2 2 + . . . -f- a n ~ 
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ou fmalmente 

I a ibi | + | u-zbz | + • • - + I a-rfin 1 S ^ fti “ + . . . + a n 2 ^bi 2 + . . . + b n 2 - 
Como os dois merubros desta desigualdade sao positivos, podemos 
eleva-los ao quadrado e omit.ii' os sinais dos modulos: 

(Gi6i + 0,2^2 +-. ■+ Q-n At) 2 = (®1 2 + <2,C) (A 2 + ■ • .+ At 2 ). 

Esta e a desigualdade de Cauchy-Schwarz. 

Exempuos ( l ) 

1 . Demonstrar que os numeros seguintes sSo irracionais: (a) V 3 . ( b ) n, desde 
que n nao seja quadrado perfeito. (c) V3. (d)* 2; = V2 4 - "^ 2 . ( e )* x = V3 4 - \ 2 . 

2* Os pontos que, num sistema usual de coordenadas retangulares, tern ambas 
as coordenadas represen fadas por numeros iuteiros, sao deuominados pontos reti- 
culares. Provar que urn triangulo cujos vertices sao pontos reticulares, nao pode 
ser eqiiilatero. 

3 . Verificar as desigualdades: 


(a) x 4 - - ^ 2 , x > 0 . 
x 


0 b ) x +- < -2, z< 0. 
x 


(e) 


® + - & 2, x 4 = 0. 


4 . Demonstrar que se a > 0 , ax" + 26 a: + c S 0 para qualquer valor de x, 
desde que, unicamente, 6 2 — aa g 0, 

5 . Verificar as desigualdades seguintes: 

(a) x" + xy 4- y 2 S 0. 


( 6 )* 


4 - a: 80 ' 1 / + x 7 11 2 y 2 4 - 


4- £ o. 


(c)* I 1 - 3 x 3 4- 4 a 2 - 3 a + 1 g 0. 

6 . Verificar a desigualdade de Schwarz, consideraudo a expressao 

(ape 4 - 60 s 4 - (<a>a 4 - W 3 4 - ■ • • + (a*x + 6 0 ) 2 , 
reunindo os termos e aplicando o Ex. 4 . 

7 . Demonstrar que 0 sinal de igualdade na desigualdade de Schwarz se veri- 
fies, e somente neste caso, se os a e os 6 forem proporciouais, isto e, se ca>- + db v = 0 
para v qualquer, desde que c e d sejam iadependentes de v e nao simultaneamenle, 
nulos. 

8. Para n = 2, 3 , achar a iaterpretagao geometrica da desigualdade de Schwarz. 

9 . Os ntimeros yi 072 sao os co-senos diretores de uma linha, isto e, 7i 2 + yd 1 — 1. 

Da mesma forma, j^ 2 4 - n^ 1 = 1 . Demonstrar que a cquagao 71?), + = 1 hn- 

plica as equagoes 71 = Vi e 72 = 172. 

10 * Verificar a desigualdade 


•^(a.-hO 2 + ... + (a 0 -6a) 2 Sa V ai 2 4 - ... +a a " +'!b l 2 4 - ... + bp 
e estafaelecer sua interpteragao geometrica. 


i) Os exemplos mais dificeia b5.o indicadoa por um aaterisoo. 


i 


\ 





! 
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2. CONCEITO DE FUNQAO 


1. Exemplos. 


(a) Se um gas ideal for comprimido em um recipiente por meio 
de um pistao, conservando-se a temperatura constante, a pressao p 
e o volume v sao ligados pela relagao 

pv = C, 

onde C e uma constante. Esta fdnnula, denominada lei de Boyle, nada 
estatui relativamente as quantidades p e t em si mesmas, mas tem 
o seguinte significado: se p tiver um valor definido, arbitrariamente 
escolhido em uma determinada soquencia (seqiiencia esta determinadn 
Hsica, mas nao matematicamente), v pode ser determinado, e, inver- 
samente: 

C C 

t> = — > p = — • 

P o 

Dizemos, entao, que v e fungao de p ou, no caso inverso, que p e fun- 
gao de v. 

(b) Se aquecermos uma barra de metal, de comprimento l 0 a tem- 
peratura 0°, ate a temperatura 6°, o seu comprimento l sera fornecido 
pela seguinte lei, em face das hlpoteses mais simples da fisica 

l = lo (1 + 08). 

Nesta formula, /3, o “coeficiente de dilatagao” do metal, e constante. 
Diremos, novamente, que l e fungao de 9. 

(c) Suponhamos dados os comprinientos de dois lados, a e b, de 
um triangulo. Se atribuirmos ao angulo 7, compreendido entre estes 
dois lados, uin valor avbitrario, inferior a 180°, o triangulo fica com- 
pletamente determinado; particularmente, o terceiro lado c pode ser 
calculado. Neste caso diremos que, se a e b forem dados, e e uma fun- 
gao do Sngulo 7. Como sabemos da trigonometria, esta fungao e re- 
presentada pela formula 

c = Va 2 4- ir — lab cos 7. 

2. Estabeleeimento do conceito de fungao. 

Com 0 fito de dar uma definigao geral do conceito matematieo de 
fungao, fixaremos ideias sobre um intervalo definido do eixo dos nu- 
mcros, digamos 0 intervalo compreendido entre os numeros a e b, e 
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consideremos a totalidade dos numeros x pertencentes a fete inter- 
valo, isto e, que satisfazem a relagao 

a g x S b. 

Se considerarmos o numero x como designando, a vontade, qual- 
quer dos numeros deste intervalo, chama-lo-emos nma variavel (conli- 
nua ) no intervalo. 

Se, a cada valor de x neste intervalo, corresponder um unico valor 
definido para y, e se x e y f'orem ligados por uma lei qualquer, dire- 
mos que y e uma fungao de x e escreveremos, simbolicamente, 

y = /(*)> y = F(x), y = g{ x), 

ou outra expressao semelhante. Chamaremos, entao, x de variavel inde- 
pendents e atribuiremos a y a denominagao de variavel dependent, ou 
diremos que x e o argumento da fungao y. 

Deve ser observado que, em certos casos, nao & indiferenle incluir- 
se os pontos extremos do intervalo entre a e b, como fizemos acima, 
ou exclui-los; na ultima hipotese, a variavel x e coudicionada pel as 
desigualdades 

a < x < b. 

Para evitar qualquer engano, chamaremos o primeiro tipo de in- 
tervalos (incluindo os pontos extremos), de intervalo fechado, c o se- 
gundo tipo, do intervalo aberto. Se unicamente um dos extremos lor 
incluido (por exemplo, a < x is b), dizemos que se trata de um inler- 
valo aberto num extremo (neste caso o extremo a). Finaimente, pode- 
mos eonsiderar intervalos abertos que se estendem sem Iimite, em 
uma ou ambas as diregoes. Diremos, entao, que a variavel x pereorre 
um intervalo injiniio (aberto) e escrevemos, simbolicamente, 

a < x < a> ou —oo < x < b OU - 

Ao estabelecer o conceito geral de uma fungao definida num intervalo, nada 
f ii esclarecido sobre a natureza da relagao que permits que a variavel depeadente 
seja delerininada, uma vez conhecida a variavel independentc. Tal relapao pode 
ser tao complicada quanto quisermos e, nas investigates teoricas, esta generali- 
dade constitui uma vantagem. Nas aplicagoes, por4m, e em particular no c&lculo 
diferencial e integral, as fungoes com as quais lidarmos, nao sao as de maior gene- 
ralidade; ao contrario, as leis de correspondSncia pelas quais um valor de y e de- 
termiuado para cada valor de a, sao sujeitas a certas restrigoes simpIiOcadoras. 
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3. Representagao grafica. Continuidade. Fungoes monotonas. 

Quando consideramos a relagao existeute entre o conceito geral 
de fungao e a geometria, ocorrem restrigoes naturais sobre o mesmo. 
A ideia fundamental da geometria analitica 6, efetivamente, dar uma 
representagao analitica caracterlstica das curvas definidas por alguma 
propriedade geometrica, referida a uma das coordenadas retangulares, 
digamos v, como uma fungao y = j{x ) de outra coordenada x; por 
exemplo, a parabola e representada pela fungao y = a: 2 , o circulo de 
raio 1, com c entre na origem, pelas duas fungoes y = V 1- x- e 
v = — Vl — x-. No primeiro exemplo a fungao e definida no inter- 
valo - ® < x < co ; no segundo podemos nos restringir ao intervalo 
— 1 ^ £ 2s 1, por isso que, fora do mesmo, 
a fungao nao tem significado (quando j ej 

y forem reals). 

y •. Inversamente, se em lugar de partirmos 

] de uma curva geometrieamente determinada, 

oj x r x considerarmos uma fungao dada, y = f(x ), 

Fig. 2 — Eivos rctaoguiares podemos represeutar graficamente a depen- 

dence de y em relagao a x, empregaudo um 
sis tenia de coordenadas retangulares da maueira usual (fig. 2). Se, 
para cada abscissa x, determinarmos aordenadacorrespondentey =f(x), 
obteremos a representagao geometrica da fungao, A restrigao que 
imporemos agora, ao conceito de fungao, e: a representagao geomc- 
Irica da fungao deve assumir a forma de uma curva geom6trica “plau- 
sivcV’. E verdade que isto implica mais em uma vaga ideia geral do 
que, propriamente, em uma estrita condigao matematica. Cedo, po- 
rem, formularemos tais condigoes, como a continuidade, a derivabi- 
lidade e outras, que farao com que 0 gr&fico da fungao possua 0 carater 
de curva plausfvel, visualmente, de representagao geometrica. De 
qualquer forma, excluiremos fungoes como a seguinte: para cada valor 
racional de x, a fungao tem 0 valor 1; para cada valor irracional de x, 
0 valor de y e 0. Esta definigao atribui a y um valor definido para 
cada valor de x, mas, em cada intervalo de 2 , por menor que seja, 
o valor de y salta de 0 a 1 e vice-versa, um numero infinite de vezes. 

A nao ser que o contrario sejaexpressamente enunciado, suporemos, 
6empre, que a lei que atribui um valor da fungao para cada valor de x, 
atribui, tambem, sdmente um valor de y para cada valor de x, como, 
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por exemplo, y = x* ou y = sen x. Se iniciarmos com uma curva 
geometrica, pode acontecer, como no caso do circulo, x 2 + y 2 = 1, 
que o desenvolvimento completo da curva nao seja dado por uma 
unica fungao (de um so valor), porem requeira diversas fun goes — 
no caso do circulo, as duas fungoes y = V L-x 2 e y — — 1 Vl - x 2 . 
0 mesmo se verifica para a hiperbole y 2 - z 2 = 1, que e representada 
pelas duas fungoes y = Vl + xs e y = - V 1 + a:s. Tais curvas, 
pois, nao determinam as fungoes correspondentes de forma unica. 
Conseqiientemente, diz-se, algumas vezes, que a fungao correspon- 
dente a cui’va e plurivoca. As fungoes distintas que represent am a 
curva sao denominadas ramos uniuocos relatives a mesma. Por uma 



Fungoes plurivocas 

questao de clareza, usaremos, doravante, a palavra funqao para signi- 
ficar uma curva umvoca. Assim, pois, o simbolo Vr (para x S; 0) 
indicara, sempre, o mimero nao-negatioo, cujo quadrado e x. 

Se a curva for a representagao geometrica de uma fungao, ela 
podera ser cortada, por uma paralela ao eixo dos y, no maximo em 
um pouto, visto que, a cada ponto x, contido no intervalo da defini- 
gao, corresponde um valor de y. De outro modo, tal como acontece 
no calculo, que e representado pelas duas fungoes 

y = V l-x 2 e y = — VI — x*, 

tais paralelas ao eLxo dos y poderao cortar a curva em mais de um 
ponto. Os segmentos da curva correspondentes a diferentes ramos 
umvocos, estao, algumas vezes, ligados de tal modo, que. a curva com- 
pleta e uma figura simples que pode ser descrita de uma so- vez, como, 
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por exemplo, o clrculo (fig. 3), on podem resultar completamente 
separados, como na biperbole (fig. 4), 

y+ ^ Apresentamos aqui alguns exemplos sobre 

a representacao grafica das curvas. 

(a) y — ax. 

y e proporcional ax 0 grafico (fig. 5) € 

uma linha reta passando pela origem do sistema 

0 2 de coordenadas. 

(i) y = ax + b. 

Fig. 5. — Funcues lincares 

y e uma funcao linear de x. 0 grafico e 
uma linha reta que passa pelo ponto x — 0, y = b, a qual, se a 0, passa tam- 
bem pclo ponto x — - 6/a e, se a = 0, e horizontal. 

(0 y = 

3 


oi i r 


— ■> 
x 


Fig. 6. — Dcscontmuidades infinitas 


y e inversamente proporcional a z. Se, em particular, a « 1, de modo qne 


1 

y = . 

X 


achamos, por exemplo, que 

y ~ d para x = 1; y ~ 2 para x «=» \4.‘ y — }/§ para x = 2. 
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0 grafico (fig. 6} 6 uma curva, uma hiperbole equilatera, simStrica em relagao 
as bissetrizes dos Sngulos formados pelos eixos coordenados. 

Esta ultima fungiio, evidentemente, nao e definida para o valor 2=0, visto 
que a divisao por zero nao tem significado. 0 ponto exceptional x — 0, em cuja 
vizinhanga ocorrem valores arbitrariamente grandes da fuugao, tan to positivos 
como negativos, e o exemplo mais simples de uma d&sconlinuidade infinila, assuuto 
do qua! trataremos mais tarde (pag. 51). 



As curvas que acabamos de ver e seus respectivos graficos, reve- 
iam uma propriedadc da maior iinportancia na discussao das fungoes, 
a saber, a propriedadc da conlinuida.de. Mais tarde (§ 8, pag. 49) 
analisaremos este conceito com mais dctalhes; intuitivamente, porem, 
ele significa que uma pequena mudanga em x somente acarreta uma 
pequena alteragao em y e nao um salto brusco em seu valor; quer di- 
zer, a curva nao e quebrada. Mais exatamente, pode-se dizer que a 
alteragao de y se mantera inferior a qualquer numero positivo, arbi- 
trariamente escolhido, desde que a mudanga de x seja corresponden- 
temente pequena. 

Uma funcao que, para todos os valores de x em um certo in- 
terval o, tem o mesmo valor de y = a denomina-se conslanle. A sua 
representagao grafica 6 uma linha horizontal. Uma fungao y — f(x) 
tal que, no intervalo para o qual e definida, um acr&cimo no va- 
lor de x sempre ocasione um acrescimo no valor de y, e denomi- 
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Assim, quando for dada uma fungao arbitraria y = f(x), podemog 
procurar determiuar x como funcao de y, ou, como diremos, substituir 
a fungao y — /(sc) pela fungao inversa x = 

0 sigoificado geometrico do que acabamos de expor e o seguinte: 
a curva e obtida construindo-se os pontos simetricos do grafico de 
y~j{x ) em relagao a bissetriz do angulo formado pelos eixos dos x e 
dos y positives (1) (fig. 10). A construgao nos da a representagao grafica 
de x como fungao de y, ou seja, a fungao inversa x = 4>(y). 

Estas consideragoes geometricas, entretanto, mostram imediata- 
rnente que a fungao y — f{x), definida em um intervalo, nao possui 



Fig. 10. — Invcrsao de uraa funcao 


fungao inversa monotona, salvo se forem preencbidas certas condigoes. 
Se o grafico da fungao for cortado pela linlia y = c, paralela ao eixo 
dos x, em mais de um ponto, o valor x ~ c corresponded a mais de 
um valor de x, dc sorte que a fungao nao pode admitir funcao inversa 
um'voca. Este caso nao ocorrera se y = /( x) for continua e monotona. 
A figura 10 mostra que para cada valor de y no intervalo yiyyz ha 
somente um valor correspondente a sc no intervalo X\ZXz, e da figura 
deduzimos que uma fungao continua e monotona num intervalo admile 
sempre fungao inversa univoca, a qual e, iambem , continua e monotona . 
(Para uma demonstragao rigorosa, ver pag. 67.) 


0) Em lugar dc rtflelir os pontos do gr&fico dgste modo, poderfamos girar, primeiramente, os 
eixos coordenados e a curva y - /(a), de um Angulo reto e, depois, refletir o gr&fico em relacao ao 
eixo doa x. 
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3 . EsTIIDO MAIS PORMENORIZADO DAS FUNgOES ELEMENT ARES 
1. Fungoes racioriais. 

Passeraos agora breve revista nas fungoes elementares que o Ieitor 
ja encontrou nos seus estudos anteriores. Os tipos mais simples de 
fungoes serao obtidos pela aplicagao repetida das operagoes eiemen- 
tares: adigao, multiplicagao e subtragao. Se aplicarmos estas opera- 


1 \\ 


y y/. 

^ -aA/a 

Mj* 



-£ 


Fig. 31. — Potfincias de i 


goes a uma variavel independente x e a numeros reais quaisquer, 
obteremos as / uncues racioriais inieiras ou politiomios : 

y — Oo d~ djx d - - • • d - a n x n . 

Os polinSmios sao as fungoes mais simples e, de certo modo, basicas 
da analise. 

Se formarmos o quociente destas fungSes, isto e, expressoes da 
forma 

_ a o d~ a L x d~ . . , d~ a«x n 
bo -f b\X d - . . . -f- b m x m 

obteremos as fungoes racionais gerais ou fungoes racionais fraciona- 
rias, definidas em todos os pontos em que o denominador for diferente 
de zero. 

A fungao racional inteira mais simples e a fungao linear 

y => ax d* 6. 
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Ela & representada, gridicamente, por uma linlia reta. Tod a junQao quadralica da 
forma 

y = ax 2 + bx + c 

6 representada por uma parabola. As curvas represea tativas das fungoes racionais 
inteiras do terceiro grau 

y = ax s + &r 3 + cr + d 

sao, ocasionalmente, denominadas parabolas de terccira ordem, e assim sucessiva- 
mente. 

Como exemplos, damos os graficos da fnnguo y *= x” para os expoentes 
n — 1, 2, 3, 4 (fig. 11). Yemos que, para os valores pares de n, a fungao y = x° 
satis faz a equagao /(— ac) = /(x), sendo, portanto, uma fungao par. Para os valores 
itnpares de n a fungao proposta satisfaz a/( - x) = -/(z), sendo, entao, uma-fungao 
Irripar. 

O exemplo mais simples de uma fungao racional nuo polinotnica e z = 1/z, ja 
lueacionada na pag. 13. O seu grafico e uma hiperbolc retangular. Outro exemplo 
e a fungao y = 1/z 2 (fig. 12). 

2. Fungoes algebricas. 

A consideragao do problema da formagao das fungoes inversas das 
fungoes racionais leva-nos, de imediato, para fora do domlnio destas. 
Q exemplo mais frisante deste fato e a introdugao da fungao ^ x . 
Partimos da fungao y — x n , que, pai'a x S 0 e monotona. Nestas 
condigoes ela possui inversa monotona, a qual representamos pelo 
simbolo x = ”'y, ou, trocando as letras usadas para as variaveis'de- 
pendente e independente, 

y — tIx — x lln . 

De acordo com a definigao, esta raiz e negativa. No caso de valores 
xmpares de n, a fungao x n e monotona para todos os valores de x\ 
inclusive os negativos. Conseqiienteinente, para valores impares de n 
podemos definir V x de forma unica para todos os valores de x ; neste 
caso yj x 6 negativa para os valores negativos de x. 

De urn modo mais geral, podemos considerar 

y = 

onde R(x) e uma fungao racional. Chegaremos a outras fungoes de 
tipo semelhante, aplicando as operagoes racionais a uma ou mais destas 
fungoes. Por exemplo, podemos formar as fungoes 

m — m- 

y — vx + Vss +1, y — x,+ Va ;2 -f 1 . 

Estas sao casos especiais de f unroes algebricas. (0 conceito geral de 
fungao algebrica nao pode ser definido aqui; ver cap. X). 



24 


INTRODUCED 


[Cap. 


3. Fungoes trigonomctricas. 

En quanto as fungoes racionais e algebricas que acabamos de con- 
siderax foram definidas e deduzidas dir et anient e das operagoes elemen- 
tares de calculo, a geometria e a fonte da qua) obtemos os primeiros 
conhecimentos sobre outra especie de fungoes, as denominadas /undoes 
transcendenies elementares C1) . Consideraremos as fungoes Iranscendenles 
elementares, especialmente as fungoes trigonomctricas, as fungoes ex- 
ponential e logaritmicas. 

Em todas as investigates analiticas de ordem superior em que 
ocorrem angulos, 6 usual medi-los, nao em graus, minutos e segundos, 

mas em radianos. Situaremos o an- 
gulo a medir com o vertice no centro 
de iim circulo de raio 1, e mediremos 
^ o angulo pelo comprimento do arco 
da cir confer enci a interceptado pelos 
seus lados. Assim, o angulo de 180° 
equivale a um angulo de x radianos 
(isto e, em radianos vale x), um an- 
gulo de 90° mede x/2 radianos, um 
dngulo de 45° vale x/4 radianos, um 

Fig. is. Fungoes trigonomGirioas angulo de 360° equivale a 2 t radia- 
nos. Inversamente, um Sngulo de I radiano, expresso em graus, vale 

180° 

, ou aproximadamente, 57° 17' 45". 

X 

Daqui por diante, sempre que nos referirmos a um angulo x, ima- 
ginaremos um angulo cuja medida e x radianos. 

Depois destas consideragoes preliminares, relembraremos sucinta- 
mente ao leitor o significado das fungoes trigonometricas sen x, cos x, 
tg x, cotg x A figura 13 representa estas fungoes, nas quais o angu- 
lo x e medido a pai'tir do raio OC (de comprimento 1), considerando-se 
positivos os angulos descritos no sentido oposto ao do movimento dos 
ponteiros de um relogio. As coordenadas retangulares do ponto A dao 

f 1 ) A palavra “transcendente” nao significa algo particnlanneate profundo ou misterioso. Su- 
gcrc, apenas, que a definigao dessas FungSes por mcio daa operagSes elementares de calculo 6impossIvcl. 
“Quod algebrae vires tratlacendit, ,, 

t 2 ) Kb vgzes & convenient© a introdugSo das fungoes sec z =■ 1/cos x, oo-sec x — l/scna:. 
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imediatamente as fungoes sen x e cos x. Os graficos das fungoes sen a:, 
cos x, tgx e cotg x estao representados nas figures 14 e 15. 


y \ 



n*. 15 


4. Fungoes exponencial e login- itmica. 


Juntamente com as fungoes Lrigonometricas, a fungao exponencial 
de base posiliva a, 


y = a x , 


assim como a sua inversa, o logaritmo de base a, 

x = log tt y, 


sao tambem considerados como fungoes transcendentes elementares. 
Na malematica elementar e costume por de Iado certas dificuldades 
inerentes a definigao destas fungoes, e n6s tambem adiaremos a sua 
discussao precisa, ate que disponhamos de m6todos mais apropriados 
(cap. Ill, § 6, pags. 166-177, e tambem pag. 191). Podemos, entre- 
tanto, estabelecer, desde ja, a base da sua definigao. Se x — p/q for 
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um niimero racional (onde p e q sao inteiros e positivos), admitindo 
que o mumero a seja positive — definimos a T como V a p — a plq , onde 
a raiz, de acordo com a convengao estabelecida, deve ser considerada 
como positiva. Yisto que os valor es racionais de x x sao densos em 
qualquer ponto, e natural estender esta fungao a x de modo que ela 
seja contiaua tambem para os valores irracionais de x, atribuindo a 
a x valores coutmuos, quando x for irrational, como os ja definidos 
para x racional. Esta consideragao origina a fungao contlnua y = a*, 
a fungao exponential , que, para todos os valores racionais de x da o 
valor de a T acirna determinado. Admitimos, por enquanto, que esta 
extensao 4 de fato possivel e que pode ser efgtivada de lima so maneira; 
entretanto, nao esquegamos que devemos prom-Io ainda. A fungao 

x = log u y 

pode ser definida para y > 0, como o inverso da fungao exponential. 

Exemplos 

1. Construir o grafico de y = x 3 . DSste, sem qualquer outro calculo, deduzir 
o grafico de y = \ x. 

2. Desenhar os graficos seguintes, verificaudo qaais as fungocs pares e quais 
as liapares: 

(a) y = sen 2x. 

(b) y = 5 cos x. 

(c) y — sen x + cos x. 

(d) y — 2 sen a: + sen 2x. 

(e) y = sen (x -f r). 

(f) y = 2 cos (js + 

(ff) y = tg x - x. 

3. Desenhar os graficos das fungoes seguintes, verificando quando as f undoes 
sao (1) moactonas ou nao, (2) pares ou imparcs: 

(а) y — x" ( — to < x < «»). 

(б) y = x 3 (0 ^ x g 1). 

(c) y = a(-l | i i 1). 

(d) y = |sj_(~l g i 5 1). 

(e) y = V x- ( - 1 i i S 1). 

(/) y — I x - 1 ] ( - » < x < m). 

(g) y - I X* + 4a + 2 1 (-4. g X ^ 3). 

(ft) y = [x] ( - to <x < to), onde [x] representa o maior inteiro que nao 
excede x; isto e, [x] :£ x S [x] -f 1. 


(ij Ver pSgs. 70 e 173. 
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\ 

b, 

\ 


(i) y — x - [x| ( - “ < x < cd). 
j) y~^lx — [x\( — 03 <x< co ). 

(k) y = x + - [a:] ( - oo < a; < »). 

(/) y-|af-l| + |* + ll -2(-5|i^5). 

(m)y = |x-l|-2la:i + |a: + l|(-co< 2 < co). 

Quais destas duas fungoes sao identicas ? 

4. Um corpo cai com velocidade aproximada de 4,90 t- metros em t segundos. 
Se uma bola cair de uma janela de 7,70 m de altura acima do solo, tragar um grafico 
da altura em fungao de t para os primeiros 4 segundos apos o initio da queda. 

4, FuNQOES DE VARIAVEIS INTEIRAS. SEQUENCIAS DE NUilEROS 

Ate agora consideramos a variavel independente como contmua, 
isto e, variando num intervalo completo. Entretanto, oeorrem inume- 
ros casos era matematica onde uma quantidade depende so de um 
inteiro, um numero n, o qual pode assumir os valores 1, 2, 3, 

Tal fungao e denominada fungao de uma variavel inteira. Esta con- 
cepgao sera inais facilmente apreendida por meio de exemplos. 

1. A soma dos primeiros n inteixos, 

Si(n) = l + 2+ 3 + 4 + ...+n = Mn(n + 1), 
e uma fungao de n. Da mesma forma, a soma dos primeiros n quadrados 

S 2 (n) = l 2 + 2= + 3 s + . . . + nr, 
c, tambem, uma fungao f 1 ) do inteiro n. 

(>) Esta ultima s:iraa pode ser f it oilmen le representada como uma expressuo rational simplea 
i m n, do seguinte modo. Partimos da formula 

+ + X) 3 - ?3=3^ + 3„ + l, 

(screvendo esta equagao para v — 0, 1, 2, . . ., n, e somando, obtemos 

(n + l} 3 = 3S2 + 3Si + n + l; 

Mibstituiudo a expressao detercninada por Si, teremos 

3S 2 - (n + 1)[ (n + l) 2 - 1 - |n] = (n + 1) ( 

de modo que = 6 "t 1) (2n 4 1). 

Por um processo anfdogo, as funcoes 

SsWi = l 3 + 23 + . . . 4- n 3 , 

&(n) = 1* 4 2* 4 . . . + n*. 

podem ser represeatadas como funcoes racionais de n. 
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2. Outras fungoes simples de inteiros sao as expressoea 

n! = 1.2.3. ..n 

t os coeficieutes binomials 

f TL\ _ n(n - 1) . . . (n - fe + 1) _ nl 

\kj ~ kl 1 

para valoies fixos de k. 

3. Todo numero inteiro n > 1 que nao for primo e divisivel por mais de do is 
inteiros positives, ao passo que os numeros primes sao apeoas divisiveis por si 
mesmos e pela unidade. Evidentemente, podenios considerar o numero T(n) de 
divisores de n, como uma fungao do proprio n. Para os primeiros numeros, esta 
fungao e dada pela seguinte tabela: 

n=123456 789 10 11 12 

T(n) = 122324243 4 2 6 

4. Uma fungao deste tipo, de grande importancia na teoria dos numeros. 
e -(n), isto e, o numero de primos menor que n. A sua investigagao detalhada 
constitui um dos problemas mais interessautes e atraentes da teoria dos numeros. 
Mencionaremos, aqui, apeuas o resultado principal destas invesLigagoes: o numero 
ir(n) 6 dado aproximadamente, para grandes valoies de n, pela fungao (') n/log n, 
na qual por log 7i indxcamos o logaritmo da “base natural” e, a ser definido mais 
adiante (pags. 168, 174). 


As fungoes de variaveis inteiras ocorrero, normalniente, sob a forma 
das chamadas seqiitncias de numeros. Por seqiie.nr.ia de numeros enten- 
demos um conjunto infinito de numeros a.-i, a>, . . a n , ( nao 

necessariamente lodos diferentes ) } ordenados segundo uma lei qualquer. 
Em outras palavras, trata-se simplesmente de uma fungao a da va- 
riavel inteira n; a unica diferenga esta no fato de usarmos a notacao 
por meio de Indice a n em lugar de a(n). 


Exemplos 

1. Demonstrar que l 3 4- 2 3 4- . . . + n 3 = (1 + 2 + ... + n) 3 . 

2. Deduzir a formula l 2 + 2 2 + 5 2 + ... + (2n + 1) = de l 2 + 2 2 + . . . + n 3 . 

3. Demonstrar as seguintes propriedades dos coeficientes binomials: 

w 00-C-*)» s, «-®G-i) + G)-Cfc I ) lpar * k ' °- 
» i+ (£) + G) + - + G-0 + C)-* 1 - 


(*) Isto 6, o tjuociente do numero x(n) por rc/log n difere arbitr^riamente pouco de I, desde que n 
i&ja suficientemente grande. 
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4. Calcular as somas seguintes: 

la) 1.2 + 2.3 -f . . . + n(n + 1). 

X _L i_. 

(b) 1.2 + 2.3 + ' + n(n + 1) 

3 a 2n+ 1 

(c) li 2 , + 2 , ga +•■•+• „ 2 ( n l )>' 

5. Uraa sequencia e dertominada progressao aritmetica de primeira ordem sa 
a diferenga entre os termos sucessivos for constante. E denorainada progressao 
aritmetica de segunda ordem se a diferenga entre os termos sucessivos formar uma 
progressao aritmetica de primeira ordem; e, em geral, e chamada progressao arit- 
metica de ordem k se a diferenga entre os seus tSrmos sucessivos formar uma pro- 
gressuo aritmetica de ordem {k - 1), 

Os numeros 4. 6, 13, 27, 50, 84 sao os primeiros seis termos de uma progres- 
sao aritmetica. Qual e a sua ordem ? Qual e o oitavo termo ? 

6. Demonstrar que o termo n de uma progressao aritmetica de segunda ordem 
pode ser escrito sob a forma an 2 + bn +■ c, onde a, b e c sao independentes de n. 

7* Demonstrar que o termo n de uma progressao aritmetica de ordem k pode 
ser escrito sob a forma an v + bn 11 " 1 -f • • . + pn 4- q, pode a, b, . . p, q sao inie- 
pendentes de n. 

Determiuar o termo n da progressao do exemplo 5. 

5. Concetto de limite de uma sequencia 

0 conceito fundamental sobre o qual se baseia t6da a Analise e, 
etn ultima instancia, o de limite de uma sequencia. Esclaxeceremos 
esta afirmativa, considerando, inicialmente, alguns exemplos. 

i 1 

1 . a n = — . 

n 

Cousideremos a sequencia 

1 1 l 

— 1 , Uo — - , CEj — , * . Gc " , - , 

•~i o n 

Nenhum mimero desta sequencia e nulo; vemos, porem, que quanto maior for n 
tauto mais perto de zero estara o numero a n . Se, portanto, fixarmos, em toruo de 0, 
urn intervalo. tao pequeno quanto desejarmos, a partir de uni fndice determinado 
em diante, todos os numeros a „ cairao neste intervalo. Exprimiremos tal estado 
de coisas dizendo que, a medida que n cresce, os numeros a„ tendem para 0, ou 
que tais numeros possuem a limite 0, ou que a sequencia a u a 3 , a 3 , . . . converge 
para 0. 

Se representarmos os numeros pelos pontos de uma linha, isto significa que 
os pantos 1/n se acumulam cada vez mais perto de 0, a medida que n cresce. 
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0 mesroo se verifica com a seqiiencia 

1 1 I c-ir 1 

1 j *,> ^4 • • - 1 

Z d 4 Tt 

A.q-jd, tambem, os numeros tendem para zero & medida que n cresce; a unica, 
diferenga e que os numeros a„ sao, as v§zes, maiores e, outras, menores do que o 
limite 0; files oscilam, como dizemos, em torno do limite. 

A convergence das seqiiencias para 0 e usualmente expressa de 
forma simbolica, pela equagao 

lim a n = 0, 

ft — ■» co 

ou, as vezes, pela abreviagao 

a n - 0 . 


2 . (lim 


1 

? £12 m— 1 

in 


2 m.* 


Nos exemplos precedentes o valor absolute da diferenna entre a a e o limite 
torna-se cada vez menor, a medida que n cresce. Isto, entretanto, uao e absoluta- 
mente neeessario, como mostra a seqiiencia 

1 1111 

Oj — 1, a s = a e — , . . . ; 

sto e, para valores pares, n = 2m, o a = = I'm, e para valores impares, n = 2m-l 

a 0 = = l/2 m . Esta seqiiencia tambem tern o limite zero, pois cada iutervalo 

em torno da origem, tao pequeno quanto se queira, contera todos os numeros a n a 
partir de urn determinado valor de n em diante. Nao e, porem, verdade que cada 
numero esteja situado mais perto do limite zero do que o precedente 


3 . «„ 


n 

n -f- 1* 


Consideremos a seqiiencia 
1 



n 


onde o indice inteiro n assume todos os valores 1, 2, 3, .... Se escrevermos 
1 

— 1 ~ ^ - ■" constatamos que, a medida que n cresce, o numero a„ se aproxima 

eada vez mais de 1, de tal maneira que, se marcarmos qualquer intervalo em torno 
do ponto 1, todos os numeros m que seguem um certo a n , cairao no seu interior. 
Escrevereraos entao, 

lim an = 1. 

n—> a 
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A seqiiencia 


n 2 + n + 1 


comporta-se de maneira semelhante. Esta secpiSncia tende, tambem, para um 
limite, desde que n cresga, na realidade, para o limite 1, ou, era simLolos. lim a u = 1. 
Vemos isto mais simplesmente se escrevermos n—><= 


a a = 1 - 


re + 2 

n? + n + 1 


= 1 - 


tornando-se preciso, apenas, mostrar que os numeros r, tendem para 0, desde que n 
cresga. Efetivamente, para todos os valores de n maiores do que 2, temos n -J-2 < 2n 
e n 2 -f- n + 1 > n 3 . A expressao do resto sera, pois, 

2 n 2 

0 < r„ < - = - (n > 2), 
n- n 

no qual constatamos imediataniente que r 0 tende para 0, desde que n cresga. A 
diseussao permite, ao mesmo tempo, estabelecer uma avaliagao dc quanto o mi- 
mero a a (para n > 2) pode, no maximo, diferir do limite 1. Esta diferenga, com 
efeito, nao pode exceder 2 jn. 

O exemplo considerado ilustra o fato que, alias, deverfamos esperar natural- 
mente, dos termos com os expoentes mais elevados predominarem, tanto no nume- 
rador como no denominador da fragao correspondente a a=, para os grandes valores 
de re, determinando, ao mesmo tempo, o limite. 

4. a n = ™p. 

Seja p um detenninado numero positivo. Consideremos a seqiiencia u„ a 2 , 
a 3 , . . a u , . . . , onde 

in 

a. t = "V p. 


Afirinamos que 


lim ci„ ^ lim \ p = 1. 


Podemos dcmonstrar muito facilmente a assergao, utilizando um lema que 
servira, ainda, para outras f inalidades. 

Se 1 + h jar um numero positivo ( isto e, se h > — 1), e n for um inleiro maior 
do que 1, teremos 

(1 4- h)» > 1 + nh . (1) 

Suponhamos que a desigualdade (1) ja tenlia sido demonstrada para um eerto 
valor de m > 1. Multiplicando ambos os membros por (1 + it), obtercmos 
(1 + /t) m+1 > (1 + mh ) (1 + h) = 1 + (m + l)?t 4- mh~. 

Se omitinnos o termo positivo mh 2 a direita, a desigualdade continua valida. Obte- 
mos entao 

(1 + /t) mTl > 1 + (m + 1 )k. 

Esta, entretanto, S a desigualdade para o expoente m 4- 1- Segue-se, pois, que 
se a desigualdade se verificar para o expoente m, tambem se verificara para o ex- 
poente m + 1. Como ela se verifica para m = 2, valera, tambem, para m — 3 
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e, portanto, para m = 4, e assim sueessivamente, verificando-se para qualquer 
erpoeate. 0 exemplo ilustra uma demonstragao por induQao matematica, tipo de 
prova que 6 empregado muitas vezes. 

Voltando a nossa seqiiencia, distmguiremos os casos p > 1 e p < 1 (se p = 1, 
terfamos p tambem igual a 1 para qualquer valor de n, e o nosso enunciado tor- 
nax-se-ia trivial). 

Se p > 1, tercoios ^ p tambem maior do que 1. Fagamos yl p = 1 -f- in, 
onde hr. e uma quantidade positive dependente de n. A desigualdade (1) nos da 


p = Cl + KY > 1 + nh„ 


donde decorre imediatamente 


0 < K < 


P ~ 1 


Vemos, pois, que, a medida que o numero n cresce, h a tende para 0, provando que 
os numeros tendero para o limite 1, como asseveramos. Ao mesmo tempo, dispo- 
mos de um meio para avaliar a proximidade de qualquer a u , do limite 1. A dilerenca 
entre a, el nao podera ser maior do que ( p - 1 )/n. 

Se p < 1, v/ p sera menor do que 1 e, portanto, podemos igualar a 1/(1 -f- h,,). 
onde ft n e um numero positivo. Dai se conclui, empregando-se a desigualdade (lj. 


(1 + h„y 1 + nU a ' 

(Tornando o denominador cada vez menor, fazsmos crescer a fragao). Temos entao 


e, portanto 


1 + n!t„ < 

P 

, , Up ~ 1 


Verificamos, assim, que, desde que n cresga, in converge para 0. Como recfproca 
de uma quantidade que tende para 1, a propria V p converge para 1. 

5 . On — Oi n . 

Consideremos a seqiiencia a* = a*, onde a 6 determinado e n assume os valo- 
res da seqiiencia dos numeros inteiros positivos. 

Primeiramente, seja a um nthnero positivo menor do que 1. Podemos escrever 
a = l/(ft -r 1), onde ft e positivo, e a desigualdade (1) da 

1 1 1 

a = ■ < < — . 

(1 + ft)" 1 + nJi nh 

Visto que os numeros ft e, conseqiientemente, 1/ft, dependem, unicamente, de a 
e nao se alteram quando n cresce, vemos que, a medida que n aumenta, a* con- 
verge para 0: 

lim a" = 0 (0 < a < 1). 
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A mesma relagao se verifica quando a e nulo ou negativo, porem, maior do que - 1. 
Isto e claro porque, em qualquer caso, lim | a |“ = 0. 

n — ► «= 

Se a = 1, ser& a” sempre igual a 1, e teremos considerado o numero 1 coino 
Hmite de a”. 

Se a > 1, faremos a — 1 -p h, onde h e positivo, e vemos imediatamente, 
partiodo da desigualdade (1), que, quando n cresce, a" nao converge para Iimite 
deEinido, mas cresce alem de qualquer Iimite. Dizemos, entao, que a” iende para 
o infinilo & medida que n cresce, ou que a n torna-se injinilo. Em simboios, 

lim a" =* to (a > 1). 

n — ► 

Nao obstante, como devemos salientar, o s'mbolo nao indica um numero com o 
qual possamos calcular, como qualquer ouiro. Equates ou enunciados que exprimam 
que uma quantidade 4 ou se torna infinita, nunca tem o mesmo sentido que uma 
relagao entre valores definidos. Apesar disso, tais maneiras de expressao e o em- 
prego do sfmbolo <*> sao extremamente convenientes, como veremos muitas vezes 
nas paginas seguintes. 

Se a =» - 1, os valores de a” nao convergiiao para qualquer Iimite, mas, a 
medida que n for percorxendo a seqiiencia dos inteiros positivos, eles assumirao 
as formas + 1 e — 1 alternativamente. Da mesma maneira, se ex. < — 1, o valor 
de a” crescera, numericamente, alem de 
qualquer Iimite, mas o.sinal respsctivo sera, 
alternadamente, positivo e negativo. 

6. Representagao geometrica dos 
limites de a" ex/ p. 

Se considerarmos as curvas y = x° e 
y = x l!a = x x, e nos restringirmos, por 
uma questao de convenicncia, aos valores 
nao negativos de x, os limites precedentes 
estao ilustrados nas figuras 16 e 17, res- 
pectivamente. No caso das curvas y = x“ 
observamos que no intervalo entre 0 e 1 
elas se aproximam cada vez mais do eixo 
dos x, a medida que n cresce, ao passo que, 
fora do intervalo citado, se elevam conti- 
nuamente e seus graficos tendem a confun- 
dir-se numa linha paralela ao eixo dos y. 

TSdas as curvas passam pelo ponto de Fig. 16.— 2 ° a. medida qua n cresce 
coordenadas x = 1 , y = 1 , e pela origem. 

No caso das fungoes y = x l, ° = V x, as curvas aproximam-se cada vez mais 
de uma linha paralela ao eixo dos x, a distancia 1 acima dele. Por outro lado, todas 
as curvas devem passar pela origem. No Iimite, portanto, as curvas se aproximam 
da linha quebrada formada pela parte do eixo dos y compreendida entre os pontos 
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y = 0ey = lea paralela ao eixo dos x, y = 1. Ademais, e claro que as duas fi- 
gures estao intimamente relacionadas, como se poderia esperar do fato de quo as 
funcoes y = V x sao, efetivameute, as fungoes iuversas das potencias n de x. De- 
duzimos, dai, quo uma figura se transforma na outra, mediante reflexao segundo 
a linha y ~ x. 



7. Series geometricas. 

Um exemplo de limite, mais ou ruenos familiar na matematica elementar, 
6 a serie geomelrica 

1 + q + q 2 + ... + S' 1 ' 1 = S u ; 

o numero q e chamado razao comum da serie. 0 valot desta soma, como sabe- 
mos, pode ser expresso sob forma 





desde que q 4= 1; podemos obter esta expressao multiplicando a soma S a por q 
e subtraiudo a equagao assim obtida da equagao original, ou podemos verificar 
a formula por meio da divisao. 

Agora, surge a pergunta: que acontece a soma, quando n cresce indefinida- 
mente? A resposta e a seguinte: a soma S\ tern um limite definido S, se q se man- 
tiver entre - 1 e t 1, excluiudo-se Sstes valores extremos. Entao, 6 verdade que 

S = lim S n = 

n « ■ 1 — q* 


A fim de verificar tal afirmativa, escrevemos os numeros 
1 — q" 1 <?“ 

S a = . Ja mostramos que, sendo 1 q I < 1 

L-ql-ql-q 


S n sob a forma 
a quantidade q B , 
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? n 

e, corn ela , convergem para 0, a medida que n cresce; logo, de acordo com 

1 - ? 

a hipotese acima, o numero S a tende, como fora on undado, para o limite 


1 ~ g 

1 


, a medida que n cresce. 


A. passagem ao limite lim (1 + q + q* + . . . 4- q"' 1 ) = e usual men te 

n — » 1 — 5 

expressa dizendo-se que, quando j q | < 1, a serie geometrica pode ser estendida 

ao infinito e que a soma da serie gcomelrca injinila e . 

1-9 

As somas £>„ das series geometricas finitas sao tambem denominadas somas 
parciais das series geometricas infinitas 1 4- q + q 3 + . . . (devemos distiaguir com 
clareza as seqilencias de numeros S 1} S 2 , . . . , 5„, . . . , das series geometricas). 

0 fato das somas parciais das series geometricas convergirem para o limite 


1 — q 

S — — — a medida que n cresce, pode tambem ser expresso, 

sdrie geometrica inlinita 1 -j- q + g 2 + - • • converge para a soma 
I 9 I < 1. 


dizendo-se que a 

S — quando 

1 - q 


8. a n =ylri. 

Demonstrarernos que a seqiiencia de numeros 

Qi = 1, <r 2 = V 2, a 2 - ^ 3, ..., «„ = V 1 n, 

tende para 1 dosde que n cresca, isto t', 

lim ^1 n — 1. 


Ernpregaremos, para esta demonstra^Ho, urn pequeno artlficio. Em Iugar da se- 
qiiSncia a a = ^1 n, considerarcmos a serie £i„ = V a n = V fyn = V n. Quando 
n > 1, o termo b a e, tambem, rnaior do que 1. Podomos, portanto, escrever l+d,„ 
sendo /r„ positivo e dependenle de n. A desigualdade (1), pag. 31, permite escrever 

Vn - (6J- = (1 + h„)° & I + nh a , 

de modo que h a g — — - 1 ^ . 

n n v n 


Temos, agora, 

2 1 

1 ;§> 'a a = bj — 1 -j- 2 A„ +■ /r„- S 1 + , b — 

V n n 


0 segundo membro desta desigualdade, evidentemente, converge para 1, o mesmo 
devendo acoutecer com 
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9. a n — V n -\~ 1 — V 


7t. 


Afirmamos que lim (V n + 1 — V n) =0. 

Tl—> ® 

Para demonstra-Io. basta escrever a expressao sob a forma 


V n + 1 - V n 


— (V n -j - 1 V n) (V ~f 1 4~ rc) 


V n + 1 + V n 


V n + 1 4- V n 

vendo-se, em seguida, que a expressao tende para 0, a medida que n cresce- 

10. a n - 


Seja a um numero maior do que 1. Aiirmamos que, a medida que n cresce, 
# n 

a sequSacia de mmieros a = — converge para o liniite 0. 

<2” 

» 7 if • 

Como no case anterior de v n, consideraruos a seqiiencia 

V n 

v 

(V a) D 

Faremos V a - 1 + ft. Neste caso /i > 0, visto que « e, portanto, V <* e major do que 1. 
A. desigualdade (1), pag. 31, nos da 

V a° = (1 + h) a > 1 + nh, 

I — V n V n V n 1 

de modo que V a„ = — ^ — — j S — = 7T=. 

(1 + A" 1 -j- nh nh h V n 

1 


Logo 


a, ^ 


n/i 2 


Como a„ e positivo e o segundo inembro desta equa^ao teade para 0, concluimos 
que a n deve tambem convergir para 0. 


Exemplos 


n? + n — 1 1 

1. Demonstrar que lim = Determ inar um N tal, que para 

n — < a 3n 2 + 1 3 

n 2 4- n — 1 1 i 

e - seja (a) naenor do que rr (6) menor do 

3n 2 + 1 3 i°- 


n > N, a diferenca entre 


que ~ (c) menor do que 




2. Determinar os limites das seguintes expressoes, quando n 


co; 
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cada termo e menor que o anterior ( sequencia monStona decrescenle) , 
e particularmente facil responder se elas eonvergem para um limite. 
Temos o seguinte teorema: 

Toda seqiiencia monotona crescenie cujos termos tenham limite supe- 
rior ( isio e, inferiores a um numero fixo), pos.rni limite-, da mesma forma, 
toda sequencia monotona decrescenle cujos termos jamais ficarn, abaixo 
de uma cota fixa, c limitada. Consideremos estes resultados como 
obvios, por enquanto, recomendando simplesmente ao leitor a de- 
monstragao rigorosa do ap^ndice (pag. 61). Uma sequencia monotona 
crescente deve, portanto, convergir para um limite qne e maior do 
cpre qualquer dos termos da seqiiencia, ao passo que nas seqiiencias 
monotonas decrescentes os numeros tendem para um limite que e 
menor que qualquer dos termos considerados. Assim, por exemplo, os 
numeros 1 jn formam uma sequencia monotona decrescenle com o limite 
0, enquanto que os numeros 1 - 1/n constituem uma sequencia monolo- 
na crescente com limite 1. 

Em muitos casos e conveniente substituir a condigao do cresci- 
mento monotono das seqiiencias pela condigao mais geral de que os 
seus termos nunca decresgam; em oulras palavras, permitir que os 
numeros sucessivos sejam iguais uns aos outros. Neste caso, teremos 
as seqiiencias monotonas lido decrescentes ou seqiiencias monotonas cres- 
centes num sentido mais amplo. 

4. Operagoes com limites. 

Concluiremos com uma observagao relativa ao calculo com os li- 
mites. Da definigao de limite decorre, quase imediatamente, qne po- 
demos realizar as operagoes elementares de adigao, multiplicagao, 
subtragao e divisao, de acordo com as regras seguintes: 

Se ai, a 2 , ... for uma sequencia com o limite a, e b lt b 2l ... outra 
com o limite b, a seqiiencia dos numeros c„ — a n T b n tambem tem 
limite, e 

lim c n — a + b. 

71 

A sequencia dos numeros c n = a n b n converge da mesma maneira, e 

lim c n — ah. 

n 03 

Semelbantemente, verifica-se a convergencia de c„ = - b n e 

lim c n = a ~ b. 
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Desde que o limite b seja diferente de 0, os numeros c n = ~ tambem 
convergent, tendo por limite 

lim c n = 

n-+ w O 

Em palavras: podemos permular as operagocs racionais de calculo, 
com o processo de formagao dos limites; isto e, obtemos o mesmo 
resultado executando, primeiramente, a passagem ao limite e, depois, 
uma operagao racional, ou procedendo de maneira inversa. 

Para demonstragao destas regras simples 6 suficiente dar um excm- 
plo; usando-o como rnodelo, o leitor podera estabelecer os outros cases 
por si mesmo. Consideremos, pois, a multiplicagao dos limites. As 
relacoes a n -* a. e - * b significam o seguinte: se escolhermos um 
numero positivo qualquer c, necessitaremos apenas tomar n maior 
do qme N, onde N — N(t) e um numero suficientemente grande que 
depende de e, a fim de termos, simuLtaneamente, 

| a - a n | < e e | b - b n j < e. 

Se escreyermos ah — a n b n = b(a — a n ) + a„.(b — b n ), lembran do-nos que 
existe um limite positivo M, independente de n, tal que ’ a n \ < .1/. 
obteremos 

| ab - aj) n | S | 6 | | a - a„ | + | a„ | | b - b n \ < (| 6 | + M)e. 

Ja que a quantidade (| b \ + A'/)t pode ser tao pequena quanto dese- 
jarmos, pela escollia do e suficientemente pequeno, vemos que a dife- 
renga entre ab e a n b n torna-se, efetivamente, tao pequena quanto 
quisermos para todos os valores suficientemente grandes de n, o que 
e, precisamente, a afirmagao contida na equagao 

ab = liraa,,^. 

n—* as 

Por meio destas regras podem-sc avaliar inumeros limites com faeilidade; por 
exemplo 


n- - 1 n- 

Iim = lim = 1, 

n-» n n 3 -)- u -j- 1 M— K » 1 1 

1 H Y -- 

n n- 

visto que, na segunda expressao, a passagem ao limite, tan to no numerador como 
no denominador, pode ser feita diretamente. 

Existe outra regra simples e obvia, digna de mengao. Selim a„ = a 
e lim b n = b, e se, alem disso, a„ > b„ para cada n, teremos a b. 


1] 


DISCUSSAO ULTERIOR DE L1MITE 


43 


Entretanto, de modo algum podemos espcrar que, em geral, a seja 
maior do que b , como se mostrou no caso das seqiiencias a n = 1 jn, 
b n = l/2n, para as quais a = 0 = b. 

5. O numero e. 


Como primeiro exemplo da geragao de nm numero, cujo valor 
nao pode ser estabelecido a priori como limite de tuna sequencia de 
numeros conhecidos, consideremos as somas 


5n = 1 + l! + 2! + -" + «!* 


Afirmamos que, d medida que n cresce, esses numeros S n convergem 
para um limite definido. 

A fim de demonstrar a existencia do limite, observemos que as 
somas S n crescem monotonamente, a medida que n cresce. Para todos 
os valores de n temos tambem 


S„Sl + l + |+^ + ...+ 


On-1 


1_A 

9 ft 

1 + ~ < 3. 


1 — 


L 


Os numeros >S„ tem, portanto, para limite superior 3 e, sendo a sequen- 
cia monotona crescente, possuem limite, que designai'emos por e: 

e — lim 

n—* «> 

Alem disso, afirmamos que o numero e, definido como o limite aei- 
ma, e, tambem, o limite da sequ&ncia 


t -=( i+ 0' 

A demonstragao e simples e, ao mesmo tempo, constitui um exem- 
plo instrutivo de operacoes com limites. De acotdo com o teorema 
do binomio, que consideramos conhecido, 


r -( i+ D’ 


1 n(ra-l)l ,n(n- l)(ra-2)... 1 1 

I + % +— 2r~* + "- + : 


+ s( 1 ~£) 0~!)- O-'-tr) 
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Nemos imediatamente que T„ g S„, e que os T n formam tambem uma 
seqiiencia monotona crescente ( l ), donde se deduz a existencia do 
limit e lina T n — T. Para provar que T = e, observemos que 

n— * 


T m > X + 1 + 


2i( 1 "m) + + n!( 1 "m)---( 1 ' ri 7n 1 )’ 


desde que m > n. Se fixarmos n, deixando m crescer alem de qualquer 
limite, obteremos, a esquerda, o numero T e, a direita, a expressao S n , 
de modo que T § S n - Estabelecemos, assim, a relagao T n s? S n § T n , 
para todos os valor es de n. Podemos, agora, deixax n crescer, de tal 
sorte que T n teudapara T. Da dupla desigualdade segue-se T = limS„ = e, 
o que representa o enunciado que queriamos provar. 

Alais adiante (cap. Ill, § 6, pag. 172) trataremos uovamente do 
numero e, porexn, sob outro ponto de vista. 


6. O numero w como limite. 

Um processo de limite que, na sua essencia, remonta a antiguidade 
classica (Arquimedes) e o que permite a definigao do numero ir. Gco- 
metricamente, ir representa a area do circulo de raio 1. Aceitaremos, 
pois, a existencia deste numero como intuitiva e admitiremos como 
evidente que tal area possa ser representada por um numero (racional 
ou irracional), o qual sera designado, simplesmente, por -tv. Esta defi- 
nigao, contudo, nao sera de grande auxilio, se desejarmos calcular o 
numero com relativa precisao. Nao temos, portanto, que escolher o 
numero, mas sim representd-lo, como limite de uma seqiiencia de 
numeros conhecidos e facilmente calculaveis, isto e, por meio de um 
processo de limite. 0 proprio Arquimedes empregou este processo no 
seu metodo de exaustao, pelo qual chegava cada vez mais perto do 
circulo, partindo de poligonos regulares com numero crescente de 
lados, que se iatn adaptando mais e mais a circunferencia. Se desig- 
narmos a area de um poligono regular de m lados, inscrito no circulo, 


(0 Podemos obWjc T a + 1 de Ta, suhstituindo oa fatores 1 — Ifn, 1 — 2 fn, , . . pelos fatores maiores 
1 2 

1 - — t“t, 1 —> . . . e, [inalmente, somaudo um tSrmo positWo. 

n t I n -j- l 
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por f m , a area do poligono inscrito com 2m lados sera dada pela formula 
(demons trada na geometria elementar) 


2 

Sim = 


]/: 2-2]/i_^J. 


Fac,am.os, agora, m variar, nao segundo a sucessao de todos os intei- 
ros positlvos, mas, sim, conforme a seqiilncia das potencias de 2, 
isto e, m — 2 a : em outras palavras, formemospollgonos regulares cujos 
vertices sao obtidos pela bissegao repetida da circunferencia. A area 
do ci'reulo sera, entao, dada pelo limite 

7T = lini/ 2 ' 1 . 

ft — * CD 

A representapao de x como limite serve, efetivamente, de base para os cal- 
culos numericos. Partindo, por exemplo, de um valor / 4 = 2, podemos calcular 
os termos da seqiiencia. que converge para x. A avaliapao da precisao coin que 
qualquer tlrmo f 2 “ representa x, pode ser constatada pela construpao das linhas 
que tocam o circulo, paralelas aos lados do poligono inscrito de 2° lados. Tais linhas 
formam um poligono circunscrito, semelhante ao inscrito de 2“ lados, tendo suas 

dimensoes majoradas na proporpSo 1 : cos — — . A area F 2 - do poligono circunscrito 

2° 1 

e, portanto, dada por 


U f » A 2 
V 2 "-‘7 


Como a area do poligono circunscrito <5, evidentemente, maior do que a do circulo, 


/a" < x < F t ‘ = 


( r Y 

( cos 1 

V 2“-‘y 


Consideramos o leitor mais ou menos familiaxizado com estes as- 
suntos. 0 que, porem, desejamos salientar e que o calculo de areas 
por meio de exaustao de areas de figuras retilineas facilmente calcu- 
laveis, constitui o conceito basico da integral, o qual sera introduzido 
no proximo capitulo (pag. 76). 


Exempuos 

I* (a) Substituir o enunciado a “seqiiencia a„ nao 4, em absolute, limi- 
tada”, por outro equivalente, sem empregar as palavras “limitada’’ ou. “ill* 
mitada”. 

(6) Substituir o enunciado “a seqiiencia a„ e divergente” por outro equi- 
valente, nao envolvendo as palavras “convergente" ou “divergente". 
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2* Sejain a : e b , dois numeros positivos e cq < b,. Definamos a 2 e Z> 3 por meio 
das equa^oes 


0- 2 — x ^2 — 


a, 4- fc, 


j- 

Da raesma forma, sejarn a a = va 2 6 2 , & 3 = — — — , 


e, em geral, 


oEd ^ b a 



2 


Demonslrar (a) que a seqtiSncia c t , a 3 , . . converge, (6) que a sequencia 6„ 6 5l . . . , 
converge, (c) que as duas sequeucia tem o mesrao limite. (Este limite e denominado 
a media arilmclico-gearnelrica de a, e b,). 

3. * Provar que, se lim a n — f, Urn u, == i, sendo <r a a media aritmelica 

/I — » co n. — * cd 

(a, +o. t ... + aJIn. 

4. Se Sim a„ = 4, moslrar que a media aritmelica das medias aritmeticas a. 

n-+ to 

tende para 4. 

1 1 

5. C.alcular o Srro cometido quando se empTega S.= 1 -I h . . . H , coiao 

It nl 

oproximac-5.0 de e, Determioar e corn cinco decimals exatas. 


7. CoNCBITO DE LIMITE QUANDO A YAHIA.VEL E CONTJNUA 

Ate aqui consideramos os li mites de seqiicincias, isto e, das fungoes 
de uma variavcl inteira n. A nogao de limite, entretanto, ocorre fre- 
qiientemente relacionada eom os conceilos de variavel contmua x e de 
fungao f{x). 

Estabelecemos que o valor da funcao fix) tende para um limite l, 
a medida que x tende para £, ou,. em sfmbolos, 

lim f(x) = Z, 

x->% 

se todos os valores da funcao f(x), para os quais x esta situado bastante 
perto de diferireni arbilrariamente pouco de l. Esta condigao e 
expressa mais precisaoieute da forma seguinte: 

Dadci uma qmniida.de positiva e, arbitrdriamenie pequena , podemos 
delerminar , em torno de um inlermlo j x - £ j < 5 iao pequeno que, 
para cada ponto x desle inlermlo, diferenie do proprio i, verifica-se a 
desigualdade | f(x) — l \ < e. 

Exclmmos, express amen te, a igualdade entre x e £, assim proce- 
dendo para maior simplicidade e para obtermos ' a definigao sob o 
aspecto mais conveniente para as aplicagoes, por exemplo, no caso em 
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que j(x) nao estiver definida no ponto £, embora o esteja para todos 
os outros pontos vizinhos de £ (pag. 159). 

Se a fungao for definida, on considerada apenas em um determi- 
nado intervalo, por exemplo, Vl - x 2 para - 1 ^ar SI, devemos 
restringir os valores de a: a §ste intervalo. Assim, se £ designar um ex- 
trema do intervalo, x aproxima-se de £ por meio de valores situados 
somente de um lado de £ (limite a partir do interior do intervalo ou 
limite unilateral). 

Como decorrencia imediata desta definigao, temos 0 seguinte: se 
lim/(a:) = l, e xi, x%, x 3 , . . x n , ... lor uma seqiiencia de numeros, 

X-i 

todos diferentes de £, mas aproximando-se dele como limite, entao 
lim f(x n ) = l. 

n—* ® 

Seja e um numero positivo qualquer. Mostraremos que, para todos 
os valores de n maiores do que um determinado n a , tem-se a desi- 
gualdade 

1 /(*„) -Z| <«• 

Por definigao, existe um 5 > 0 tal que, sempre que | x - £ j < 5, a 
desigualdade 

I m-l\< e 

e verdadeira. Yisto que x n -* 1, a relacao ] x n - £ | < S e satisfeita 
para todos os valores de n suficientemeute grandes. Para tais valo- 
res, | /(z re ) - 1 1 < e, como queriamos provar. 

Procuremos, agora, esclareeer esta definipao abstrata por ineio de eseraplos 
simples. Consideremos, primeiramente, a fnnraio 

sen x 

j( x ) = , 

x 


definida para x 3= 0. Afirinamos que 

sen x 

lira = 1. 

*-.0 x 

Nao podemos provar o enunciado proposto pela simples passagem ao limite do 
numerador e denominador separadamente, porque eles se anulam para x = 0 e o 
simbolo 0/0 nada significa. Efetuaremos a demonstrapao da maneira seguinte. 
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Acomparagao etas areas dos triangulos OAB e OAC e do setor OAB da figura 18, 
tnostra que, se Q < x < s-/2, 

sea x < x <tgx. 

Daf decorre que, se 0 < | x [ < w/2, 

x 1 

1 < < . 

sen x cos x 

y 

b / , sen x 

Logo, o quociente fica situado entre os numeros 

/x\ x 

s' Vy ole cos x. Sabemos que cos x converge para 1 a rnedida 

/ tf \\ . sen x 

s' S \\ que x -> 0, e isto quer dlzer que o quociente — — pode 

,A_ l A diferir arbitrSriamente pouco de 1, desde que x esteja 

bastante proximo de 0. fete 6 o significado exato da 
Flff ' 18 equagao que devia ser demoastrada. 

Do resultr.do obtido deduz-se que 

tg x sen x 1 

lim = urn lim — 1, 

x—o x x— <o x x . — » o cos x 


e, tambem, 


1 - cos x 

lim = 0. 

x— *0 X 


Esta relagao decorre da formula, valida para 0 < J x | < -r/2, 

1 — cos x (1 - cos x) (1 + cos x ) 1 — cos 2 x 

x x(l + cos £) x(l 4- cos r) 


x 1 + cos x 

A medida que x 0, o primeiro fator da direita tende para 1, o segundo para 
e o terceiro, para 0, convergindo, pois, o produto para 0, corno foi enunciado. 
Dividindo-se a mesma formula por x, obtemos 

1 - cos x /sen x"\ 2 1 


cos x /senx"\ 2 1 
X 2 V X J 1 -j- cos X 


1 - cos x 
lim 

x— 0 X- 


Finalmente, consideremos a fungao V x\ definida por todos os valores de x 
Esta fungao nunca e_negativa, sendo igual a x para x 0 e a — x para x < 0. Em 
outras palavras, V aP = | x |. Conseqiientemente, a fungao Vx=/ x, definida para 
todos os valores de x, diferentes de zero, tem o valor 4- 1 quando x > 0 e - 1 quando 
x < 0. E, portanto, irapossivel a existencia do limite Km V x*/x, visto que podemos 


f 



I] 


LIMITE DE UMA FUNCAO 


49 


encontrar valores de x arbitrariamente perto de 0 para os quais o quociente e + 1 
e outros para os quais elc vale — 1. 

Coneluindo a discussao sobre limites relativos as variuveis coatmuas, obser- 
vemos que e, efetivamente, possivel coasiderarmos processos litnites nos quais a 
variavel continua x cresce alem de qualquer limitagao. Por exemplo, o significado 
da equagao 


+ 1 

bra 

X— > a> X 2 1 — 1 


1 


1 +- 



x 2 


toma-se claro, sem necessidade de discussao. Eic indica que a fungao da esquerda 
difere arbitrariamente pouco de 1, desde que x seja suficientemente grande. 


Nestes exemplos, procedemos como se as operagoes com limites, no 
caso de variaveis continuas, obedecessem as mesmas leis que as se- 
qiiencias. 0 leitor podera fazer a verificagao por si mesmo, visto que 
as demonstragoes sao essencialmente as mesmas que para os limites 
das sequencias. 


Exemplos 

1. Determiner os limites seguintes, dando, em cada caso, o teorema que o 
justifica: 


x 2 + 2x - 1 


(a) 

lim 3x. 

(c) lim — - — — — 

2 — 2 

£->l 2x + 2 

(i & ) 

lim ix + 3. 

(d) lim Vo + 2i J , 

x—*2 


2. Demonstrar que 
s n — 1 

(a) lim = n; 

2—0 x — 1 


( b ) lim 
x—>ir 


sen x 


IT — X 


= 1; 


(c) lim 
*->0 


sen (t-) 
x 


= 0. 


3. Verificar se os limites seguintes existem ou nao, e, no caso afirmativo, de- 
terminar os seus valores: 

(a) lim V1 ~ x i (6) lim — (c) lim + X T.^ 1 ~ 

£-+0 X X x — >0 X 


8. Conceit o de continuidade 

1. Definigoes. 

Ja ilustramos a nogao de continuidade no § 2 (pag. 19) pormeio 
de exemplos. Agora, com o auxilio da ideia de limite, estamos em con- 
digoes de precisar tal definigao. 



mm 




50 INTRODUQAO [Cap. 

Consider amos o grafico de uma fungao continua em urn inter valo 
como sendo uma curva constituida de am segmento inteiro; estate- 
lecemos ainda que a mudanga na fungao y deve permanecer arbitra- 
riamente pequena, contanto que a variagao da vaiiavel independente 
x { que restringida a urn intervalo suficientemente pequeno. Estas 
hipoteses sao usualmente formuladas como segue, com maior prolixi- 
dade, porern, com maior precisao Diz-se que uma fungao j(x) e con- 
tiuua no pouto £, se o valor de /(£) for se aproximando, com um grau 

de precisao <=, preestabeleeido, 




de todos os valores de /(a), para 

%J‘ e , 1 i~ os quais x estiver suficientemen- 

i te proximo de £. Em outras pa- 

f <$> I lavras, J(x) e continue em £, se 

f(U-e Si- 1 - para qualquer numero positivo 

* | J e, arbitrariamente pequeno, pu- 

i I der ser determinado outro nu- 

j r - mero positivo S = 8(e), tal que 

i !/(z) “/(£) I < e (fig. 19) para 

***■ 19 todos os pontos x para os quais 

| x — £ | < o. Ou ainda: a 
eondigao de continuidade requer que a equagao entre limites 

lim/(a:) = /(£) 

x-* £ 

seja vcrificada para o pouto £. 0 valor da fungao no pouto £ e o mesmo 
que o limite dos valores de J(x n ) para urua seqiiencia arbitraria qual- 
quer, x n , de numeros que convergem para £. 

E importante observar que a eondigao acima encerra duas afirma- 
goes diferentes: (1) a existencia do iimite lim f(x), e, (2), a coincidencia 

deste limitecom /(£), isto 6, o valor da fungao no pouto £. 

Definida a continuidade de uma fungao /(m) num ponto £, estabe- 
legamos o que entendemos por conlinmda.de de uma fungao f(x) num 
intervalo. Esta definigao pode ser obtida, facilmente, do modo seguinte: 
a fungao j(x) e continua num intervalo se for continua em cada ponto 
deste intervalo. De uma maneira precisa, tal afirmagao requer que, 
se f6r dado um numero positivo e, exista, para cada ponto x do inter- 
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valo, am numero positivo 8, dependente, em geral, de e e de x, tal que 
|/(x) - fix) | < € se \ x-a | < 8, 

estando x situado no intervalo a i x ^ b. 

Intimamente ligado com este, ha o conceito de continuidade uni- 
forme. A fungao /(r) e uniformemente continua no intervalo a £b 
se, para cada numero positivo e, houver um numero positivo corres- 
pondente 8, tal que, para cada par de pontos Xi, x 2 do intervalo cuja 
distancia j x\ - x s | e menor do que 8, se verifique a desigualdade 
I f(xO — fix*) I < c* Tal conceito difere do estabelecido acima, porque 8, 
na definigao da continuidade uniforme, nao dep n le de x, sendo igual- 
mente valido em relagao a todos os valores de x. Dai o nome de con- 
tinuidade uniforme. 

E claro que uma fungao uniformemente continua e, necessaria- 
rnente, continua. Inversamente, podc ser demonstrado que toda fun- 
gao f(x), continua no intervalo fechado a ^ x Ss 6, e tam hem unifor- 
memente continua. Deixamos esta exposigao para o apendicc (p%. 61) 
e, embora o Ieitor nao queira estuda-Ia no momento, ser-lhe-a util 
examinar os exemplos apresentados no inicio do apendice I, § 2, 
n.° 2 (pag. 65). Contudo, mesmo antes de estudar a demonstragao, 
admitiremos que, sempre que mencionarmos uma fungao continua 
num intervalo fechado, nos referimos a continuidade uniforme. 

2. Pontos de descontinuidade. 

0 conceito de continuidade e mais facilmente apreendido, quando 
estudamos o seu oposto, o conceito de descontinuidade. Os tipos mais 
simples de descontinuidade ocorrem nos pontos onde a fungao da um 
salto, isto e, nos quais apresenta limites defiuidos e diferentes, con- 
forme x se aproxime do ponto, pela direita ou pela esquerda. A forma 
ou a inexistencia de definigao da fungao no ponto de descontinuidade 
nao altera o problema, 

Por exemplo, a fungao j{x) definida pelas equagoes 

j (i) = 0 para £2 > 1, j(x) — 1 para x'- < 1, j(x) - M P&ra is = 1 

tem descontinuidadcs nos pontos £ — 1 c J - - 1. Os limites, quando nos apro- 
ximamos dSstes pontos, tanto pela direita como pela esquarda, diferem de 1. Os 
valores da fungao coincidem nao com qualquer liraite, nestes pontos, por6in sao 
iguais a media aritm£tica dos dois limites. 
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Notemos, de passagem, que a fungao pode ser representada, utilizando-se a 
ideia de limite, pela expressao 

1 

j(x) = lim — — — . 
n— o 1 + x-°. 


Se x 2 < 1, isto e, se x ficar compreendido no intervalo - 1 < x < 1, os numeros 
x-° terao o limite 0, e a fungao assumira o valor 1. Se, entretanto, x- > 1, a medida 
que n cresce, x 2 “ crescera alein de qualquer limite e a funcao tera o valor 0. Final- 


'J*. 




• 

o 

0 

X 


Fig. to 


mente, se 2 = = 1, Isto e, para i = + les=-l, a fungao admite simplesmente 
o valor Yi (fig 20). 

Outras curvas deseontfnuas (com saltos), estao representadas nas figuras 21a 
e 21b. Elas traduzcm fungoes com descoutinuidades evidentes. 

Nos casos de desco ntinuidades desta natureza existem limites tanto & direita 
como a esquerda. Passaremos, agora, & consideragao de descoutinuidades em que 
nao se verificam tais limites. As mais importantes sao as descoutinuidades injinilas. 
Sao descontinoidades como as apresentadas pelas tangoes 1/s ou 1/s 2 no ponto £ = %. 



A medida que x — > £ o valor absolute | jf(z) | da fungao cresce alem de qualquer limite. 
No caso de 1/s, a fungao cresce, numericamente alem de tSda a limitagao atraves 
de valores positivos e uegativos, respectivamente, a medida que x se a pro vim a 
da origem pela direita ou pela esquerda. Por outro lado, a fungao 1/s 2 tem, para 
s = 0, uma descontuinidade infinita, na qual o valor da fungao se torna positiva- 
mente infinito a partir de ambos os lados (fig. 6, pag. 18, e fig. 12, pag. 22). A fua- 
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Cuo y = — desenhada na figura 22, tem descontinuidades infinitas tanto em 

a* - 1, 

x — 1 como era x = - 1. 

Finalmente, xlustraremos por meio de um exemplo, outro tipo de desconti- 
nuidade, no qual nao existem limites, nem a direita, nem a esquerda. Seja a fungao 

1 

y = sen 

x 

definida para todos os valores diferentes de zero. Esta fungao admite qualquer 



Fig. 22. — Kuni’Srj com ties- Fig. 23. — Fungao oscilante 

cominuidadog infinitas com descontinuidade 


valor entre — 1 e + 1, quando 1/x varia entre (2n - J^)ir e (2n + J/Q-r, qualquer 

o 

que seja o valor do inteiro n. Nos pontos x — ■ — — a fungao Valeri — 1 e, 

(4n - 1) 7T 

2 

nos pontos x — tera o valor + 1. Vemos, portanto, que a fungao oscila 

(4 n + l)7r 

para a frente e para tras, cada vez mais rapida.mente, entre os valores + 1 e — 1, 
a medida que x se aproxima mais e mais do ponto x = 0, e que, na vizinhanga 
imediata de x = 0, ocorre um numero infinito de oscilagoes (fig. 23). 

E interessante observar que, em contraste com o exemplo acima., a fungao 
y = x sen 1 lx (fig. 24) permanece continua no ponto x = 0, se lhe atribuirmos o 
valor 0 em tal ponto. Esta continuidade e devida ao fato de que, a raedida que nos 




aproxirnamos da origeta, o fator x amorteee as oscilagoes do seao. Contudo, na pro- 
ximidade da origem, a fungao y = x sea 1/sc nao passu do crescimento para o de- 
crescimento monotono um numero jiniio de vSzes. Peio contrario, ela oscila para 
a frente e para tras um numero infinite de vexes, tornando-se a amplitude destas 
oscilagoes tao pequena quanto quisermos, a medida que nos aprod mamas da 
origem. Este exeiuplo mostra que, rnesmo a ideia simples de continuldade, per- 

mite toda a sorte de possibilldades nota- 
/' - veis, estranhas a intulcdo comma. 

/■ji'&'-S 

J' Ha um fato imporlante que cleve 

/ ser considerado quando quisermos 

/7 dar maior precisao as nossas ideias. 

/ I Pode acontecer que, num certo pon- 

/ j to, a fungao nao seja definida 

__ /f] \ [ t pela lei primitiva, eorno, por exem- 

^ -& * plo, no ponto x = 0, nos dois ulti- 

'V mos exemplos apresentados. Pode- 

\ roos, entao, estender a definigao da 

\ fungao, dando-lhe o valor que qui- 

f serrnos era tal ponto. No ultimo 

Fie. 21 . — f uncao oontioua osciiante exemplo, entretanto, podemos es- 
tender a definigao de tal modo que a 
fungao se mantenha continua no ponto considerado, fazendo y = 0, 
quando x ~ 0. Isto pode ser feito sempre que existirem ambos os limi- 
tes a esquerda e a direita e quando forem iguais entre si. Basta, entao, 
fazermos o valor da fungao igual a estes limites, de modo a torna-la 
continua, no ponto considerado. Com a fungao y — sen 1/x, tal nao e 
possivel. 
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APENDICE I AO CAPITULO I 

Observaqoes pbeliminabes 

Na matematica dos gregos encontramos uma exiensa aplicagao do 
princfpio de que todos os teoremas devcm ser demonstrados de forma 
logieamente coerente, mediaiite sua redugao a uni conjunto de axio- 
mas, em numero tao pequeno quanto posstvel, os quais nao sao pro- 
vados. Este metodo axiomatico de aprescntarao, que serviu como 
criterio para o rigor da investigagao, foi considerado, no iincio da 
era moderna, como modelo para outros rarnos do conliecimento. Por 
exemplo, na filosofia, homens como Descartes e Espinosa acredita- 
vam ter tornado suas investigagoes mais convincentes apresenlando-as 
axiomaticamente ou, como eles proprios diziam, “geometricamente”. 

0 mesnio, porem, nao aconteceu com a matematica moderna, 
que comegou a desenvolver-se quase ao mesnio tempo quo a nova 
filosofia. Em matematica, o principio da redugao a axioinas 6 fre- 
quentemente posto de lado, surgindo a prova intuitiva, ein cada 
caso isolado, como o metodo favorito de demonstragao. Mesnio no 
caso de cientistas de primeira categoria encontramos operagoes com 
estes novos conceitos, baseados, principalmeute, sobre a intuigao de 
resultados corretos, nem sempre livres do associagoes misticas — par- 
ticularmeute no caso das nefastas “quantidades infinitamente peque- 
nas"’ ou “infinitesimais”. Fe cega na onipotencia dos novos metodos 
eonduziu o investi gador por caminhos que nunca teria podido percor- 
rer, caso estivesse sujeito as limitagoes impostas por um rigorismo 
puro. E nao nos deve admirar que somente o instinto seguro de um 
grande mestre pudesse evitar os erros erassos, precavendo-se contra 
eles. 

Felizmente, as correntes antagonicas que surgiram no seculo XVIII 
e atingirain pleno desenvolvimento no seculo XIX, nao intentaram 
por a prova o desenvolvimento da matematica moderna, mas limi- 
taram-se a estabelecer e estender os seus resultados. A necessidade, 
porem, de uma investigagao critica e da consolidagao dos progresses 
feitos cresceu, gradativamente, de tal modo, que a sua realizagao, no 
seculo XIX, e justamente considerada como uma das maiores faga- 
nhas da matematica. 



No caJculo diferencial e integral a obra critica de Cauchy foi 
particularrnente importante. Formulando os conceitos fundamentais 
de modo claro c satisfatorio, Cauchy desenvolveu, em varias diregoes, 
a obra iniciada no secuio XVIII, relativa a apresentagao da analise 
superior de forma inteliglyel, livre de duvidas e incertezas devidas 
ao uso dos infinitesimals. 

0 mais importante que restava fazer era substituir as conside- 
ragoes intuitivas, nas demonstrates e discussoes, por consideragoes 
de analise pura, baseadas, unicamente, sobre numeros on sobre 
operagoes que podem ser efetuadas com os numeros — como dizemos 
atualmente, era preciso “aritmetizar” a analise. Na realidade, 
os esplritos preparados para a critica sentetn que ha algo de insa- 
tisfatorio no npelo a intuigao em demonstrates anallticas. Nao lie- 
cessitamos penetrar no arnago da questao relativa a “pi'ecisao ! ’ ou 
“imprecisao” da intuigao ou da existencia da “intuigao pura a priori" 
no sentido estabelecido por Kant, para reconhecer que o pensameuto 
intuitivo comum inclui muitas imprecisoes que impcdem o acesso ri- 
goroso as provas exigidas pela analise. Nos capltulos seguintes esta 
constatagao nos aparecera de modo cada vez mais claro. Menciona- 
mos aqui, como exernplo, a dificuldade que exisLe em apreender, in- 
tuitivameute, o conceito de curva continua. Uma curva continua nao 
necessita, de modo alguma, possuir uma diregao definida em cada 
ponto. De fato, existem curvas continuas que nao possuem diregao 
em nenhum ponto e curvas continuas a que nao podemos atribuir 
qualquer comprimento. Em face de tais resultados, mesmo o princi- 
piante scntira a necessidade de uma analise “aritmetica” Q). 

Todavia, nao nos devemos csqueccr que foi posslvel urn secuio de 
brilhante e frutlfero desenvolvimento da matematica antes que tais 
exigencias fossem satisfeitas. Apesar de todos os seus defeitos,' a in- 
tuigao continuara sendo a forgo. propulsora mais importante da des- 
coberta matematica, e sdmente ela pode construir a ponte que Iiga 
a teeria as aplicagoes. 

Seguiremos Bolzano e Weierstrass no desenvolvimento das dire- 
tivas de pensameuto que deram como resultado as rigorosas e com- 
pletas demonstragoes dos teoremas que formulamos, por processos 
intuitivos, no primeiro capltulo. 
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1. PbDN'CIPIO DO PONTO DE ACUMULAgAO E SUAS APLICACOES 
1. Principio do ponto de acumulagao. 

Na discussao rigorosa dos fundamentos da analise, a parte prin- 
cipal e representada pelo principio do ponio de a umulagao de Weier- 
strass. Do ponto de vista intuitivo, este principio importa, simples- 
raente, na exposigao de urn fato comum; mas, justamente porque re- 
sume um estado de coisas que ocorre freqiientemente, ele e tuo im- 
portanle quanto uma pequena alteragao ua vida diaria. 0 principio 
sc enuncia da forma seguinte: 

Se am intervalo Jinito coniem uma injinida.de de numeros, isles pos- 
suem ao menos urn ponio de acumulagao islo e, ha, no mmimo, um 
ponio £ lal que, em cada inlervalo, por menor que esle seja, em iorno 
de £, exisle uma injinidade de numeros dados. 

A fim de provar aritmeticamente o principio do ponto de acumu- 
lagao, admitiremos, de inicio, que o intervalo dado seja o de 0 at6 1. 
Dividiretnos, agora, este intervalo em 10 partes iguais, por meio de 
pontos 0,1, 0,2, . . ., 0,9. Ao menos um destes subintervalos deve con- 
ler uma infinidade de pontos. Suponkamos que o intervalo que coiuega 
com o numero 0,a L seja aquele (ou um daqueles se houver varios) que 
tem a propriedade meucionada. Subdividiremos, agora, §ste intervalo 
cm dez partes iguais, empregando os pontos de subdivisao 0.g l 1, 0.a 2 2, 
.... 0.a : 9. Novamente sera verdade que, no mmimo, um desses subin- 
tervalos deve couter uma 'nfinidade de pontos; admitamos que seja 
o subintervalo que comega com o ndmero 0,a 1 a 2 - Mais uma vez o 
subdividiremos em dez partes — notando que uma dessas partes deve 
conter tuna infinidade de pontos — e continuaremos o processo. Con- 
sideremos, agora, o numero decimal 

£ = 0,aia 2 a 3 .... 

E claro que este representa um ponto de acumulagao para o nosso 
conjunto de nfuneros. Cada intervalo, por menor que seja, em cujo 
interior estiver situado o ponto £, contera subintervalos do nosso 
sistema de subdivisao com um certo grau de precisao em diante, e 
estes subintervalos contem uma infinidade de numeros do conjunto. 

Se o intervalo considerado, em lugar de ser o intervalo desde 0 a 1, fdsse, 
digamos. o intervalo desde a ate a -f h, nada de essencial seria alterado no ra- 



clocimo acima. O ponto de acumulagao e, pois, representado, simpiesmente, por 
um numero da forma 

a + h X 0, a,a 2 a 2 . . . . 

2. Limites das seqiiencias. 

As consideragoes acima projetam nova luz sobre o conceito de Iimi- 

te das seqiiencias infinitas de numeros ai, a-?, a 3 a„ Em pri- 

meiro lugar consideremos o caso exceptional em que uma infinidade 
de numeros da seqiiencia saoiguais entresi, e estenderemos nossa defini- 
Qao, aplicando, tambem, a denominagao de “ponto de acumulagao” a este 
ponto (ou a estes pontos). Se existir uma infinidade de numeros dife- 
rentes na seqiiencia, e admitirmos que os sens numeros a n sao “ilimi- 
tados”, isto e, que ha um numero M tal que a desigualdade \a n \ < M 
se verifique para todos os valores de n, os termos de seqiiencia for- 
mam um conjunto infinito de numeros mim intervalo finito, visto 
estarem todos situados entre —Me M. files devem, portanto, possuir 
pelo menos um ponto de acumulagao (£). Se existir sdmente um ponto 
de acumulacao, 6 facil demonstrar que a seqiiencia e convergente e 
que o seu limite e £. Marquemos um intervalo, arbitr&riamente pe- 
queno, em torno do numero £. Se houvesse uma infinidade de pontos 
da seqiiencia fora do intervalo, ties teriam outro limite, diferente de f, 
o que e contrario a Iiipotese. Portanto, somente um numero finito de 
ttiroos da seqiiencia e exterior ao intervalo e, assim, por definigao, a 
seqiiencia converge para £. Se, por outro lado , existirem diversos pontos 
de acumulagao, a seqiiencia nao converge para limite algum. A existen- 
cia do limite e a unidade do ponto de acumulagao das seqiiencias 
limitadas sao, pois, ideias equivalentes. 

A inexistSncia de limite deve ser considerada antes como regra do que coino 
excegao. Por exemplo, a seqiiencia com 03 tSrmos a 2n = 1 /n, a JO _i = 1 — 1 In 
(n ~ 1, 2, . . .) tern dois pontos de acumulagao: 0 e 1. 

0 conjunto dos numeros positivos e racionais pode ser conside- 
rado como uma sequencia de numeros, na qual a ordenagao pela gran- 
deza foi, de fato, completamente destruida. Chegaremos mais facil- 
mente a um arranjo desta natureza numa seqiiencia se, primeiraniente, 
escreverraos os numeros racionais como esta indicado na pagina 60 e, 
depois, compusermos o esquema como indicam as setas, desprezando 
os numeros que ja tenham sido encontrados (tais como 2/4). 0 sistema 
de numeros racionais contein, evidentemente, todos os pontos racio- 
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nais e irracionais, como pontos de acumulagao, constituindo, assim, 
urn exemplo simples de seqiiencia com um numero infinite de pontos 
de acumulagao. 

Por iutemiedio do conceito de convergencia sera possivel estabe- 
lecermos o principio do ponto de acumulagao sob forma notavel, a 
qnal encontra ainpla aplicagao. 

Em qmlquer conjunto infi- 7 / 5 ”7 . 5 ~TS , 7 ~ ' 

nilo de numeros, e possivel esca- - 'fAy 3 * * 

Iher urn a seqiiencia injinita ai , 1 / | / | / is is » 
a 2 , aa,... c onvergente para urn ± S ± S ± S 4 , , 

limite definido Para tal, hasta 5 \/ 5 y 5 / 4 
que tomemos am ponto de aeu- \ y \ 
mulagao £ do conjunto nurneri- T \y 2 

co e um nuinero a x , cuja distrui- 7 * * & u««tib to .too. 

eiade £ seja menor do quel/10; * racisms 

em seguida, um nuinero a 2 , cuja 

distancia de £ seja menor do que 1/100, mais um terceiro numero a ?I , 
cuja distancia de £ seja inferior a 1/1000, e assim sucessivamente. 
Vemos, imediatamente, que esta seqiiencia converge, de fato, para o 
limite £. 


3. Demons I ra gao do criterio de convergencia de Cauchy. 


Voltemos, novamente, as seqiiencias convergentes, isto e, as seqiien- 
cias limitadas que tern apenas um ponto de acumulagao. O criterio de 
eonvergencia de Caucliy, expos to no § 6 (pag. 40), reduz-se, agora, 
quase que a uma banalidade. Efetivamente, admitamos que \a m — a n I 
seja arbitrariamente pequeno, quando men forem suficientemente 
grandes. Os numeros a n , neste caso, situam-se todos num intervale 
finite e, portanto, possuem, no mini mo, um ponto de acumulagao £. 
Se existisse um segundo ponto de acumulagao % a distancia deste 
ponto a £ seria | | — jj [ — a, quantidade positiva. Dentro de uma 
distancia ai-bitrariamente pequena de £, digamos, menor do que a/3, 
existiriam infinitos a n e, portanto, em particular, uma infinidade de 
numeros a n para os quais n > N, por maior que fosse 0 N escolhido. 
Da mesma maneira, dentro de uma distancia arbitrariamente pequena 
do ponto 77, digamos, menor do que a/3, existira uina Infinidade de nu- 
meros a n da seqiiencia, em particular, infinitos a n , para os quais m > N. 


t 

f 
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Para os valores a n e a m verifica-se | a m ~a n | > a/3, porem, esta rela- 
gao e incomp ativ el com a hipotese feita, isto e, para valores suficien- 
temente grandes de N, a diferenga 1 a m - a n ) e arbitr&riamente pcquena, 
desde que n e m sejam, ambos, maiores do que N. Conseqiientemente, 
nao ha dois pontos distintos de acumulagao, o que demonstra o cri- 
terio de Cauchy. 

4. Existencia de limites das seqiiencias mondtonas restritas. 

E igualmente facil verificar que uma seqiiencia monotona restrila, 
crescente ou decrescenle, deve possuir limite. De fato, suponhamos que 
a seqiiencia 6 monotona crescente, e seja £ um ponto de acumulagao; 
fete ponto de acumulagao existira, certamente. Neste caso, £ deve ser 
maior do que qualquer numero da seqiiencia porque, se um termo a t 
fosse igual ou maior do que £, cada nuxnero a n para o qual n > l 1 
satisfaria a desigualdade a n > a i+1 > a t S £. Desta forma, todos os nume- 
ros da seqiiencia, exceto o primeiro (l + 1), no maximo, estariam si- 
tuados fora do intervalo de comprimento 2 (a J+1 - £), cujo ponto medio 
e £. Isto, entretanto, contraria a hipotese estabelecida de ser £ um 
ponto de acumulagao. Logo, nao existem termos da seqiiencia, e, a 
fortiori, pontos de acumulagao, situados alern de £. Se exislisse um 
ontro ponto de acumulagao rj, deverlamos ter i) < £. Mas, se repet, Lr- 
mos o raciocinio acima com j?, em lugar de £, encontrariamos £ < -rj. 
o que e uma contradigao. Assim, somente um ponto de acumulagao 
pode existir, ficando, pois, provada a convergence. Raciocinio ana- 
logo aplica-se as seqiiencias monotonas decrescentes. 

Como na pag. 41, podemos ampliar os enunciados relativos as seqiiencias 
monotonas, mediante a inclusao do caso limite em qne os tiutneros succssivos 
da seqiiencia sao iguais uns aos outros. Neste caso, sao mais convenientes as de- 
signagces, sequSncias monotonas nao-decrescentes e seqiifincias monotonas nao- 
crescentes, respect! vamente. 0 teorema relative a existencia do limite continue 
valido para tais seqiiencias . 

i 

5. Ponto de acumulagao superior e inferior; limites superior 

inferior de conjuntos numericos. 

Na construgao da pagina 58, que nos conduziu ao ponto de 
acumulagao £, tiahamos, a cada instante, que escolher um subinter- 
valo que contivesse uma infinidade de pontos do conjunto. Se escolhfe- 
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semos sempre o ultimo subintervalo que contivecse urn numero iul'i- 
aito de pontos, serfamos levados a um determinado ponto de acumu- 
Iacao p. Este ponto de acumulagao p e denominado ponio de acumu- 
laccio superior ou limite superior do conjunto de numeros, e e repre- 
sentado, abreviadamente, por Him. E o ponto de acumulacao da se- 
qiiencia que fica a direita, sendo perfeitamente possivel que um 
numero infinite de pontos estejam acima de p, porem, escolhido um 
numero positivo e, tao pequeno quanto quisennos, ndo iiavera um 
numero infinite de pontos acima de /3 + e. 

Se, na eonstrugao da pagina 58, tivessemos escolhido sempre o 
primeiro dos intervalos que contivesse um numero infinite de pontos 
da seqiiencia, teriamos novaxnente ckegado a um ponto de aeumula- 
gao definido a. Este ponto a e chamado ponto de acumular/to inferior 
ou limite inferior da seqiiencia, sendo representado por iim. Pode 
existir uma infinidade de numeros do conjunto abaixo de a, porem, 
por menor que seja o numero positivo e, ha somente um numero fi- 
nite abaixo de a - e. A demonstragao desse fato pode ser reservadn 
ao leitor. 

Tanto o limite superior P, como o inferior a, nao precisam, neces- 
sariamente, pertencer ao conjunto que limitam. Por exemplo, para a 
seqiiencia a? r . = 1 jn, a 2 „_i = 2 — 1 /n, estes limites sao, respectivamente, 
a = 0 e (3 — 2, porem, os proprios numeros 0 e 2 nao ocorrem no con- 
junto. 

Neste exemplo, nao ha neahum numero da seqiiencia acima de 
P = 2. Dizemos, entao, que jS — 2 e, tambern, o limite superior do con- 
junto, de acQrdo com a seguinte definicao: M § denominado limite 
superior minima, ou, simplesmente, limite superior de um conjunto 
numerico, se (1) nao houver na seqiiencia terrnos superiores a M, mas 
(2) para cada numero positivo e deve existir um numero do conjunto 
maior do que M - e. 0 limite superior mioimo pode coincidir com o 
limite superior, como evideneia o exemplo acima. Mas a seqiiencia 
a n = 1 -f 1 In (n — 1. 2, . . .), mostra que nem sempre isto se verifies, 
pois, neste caso, M ~ 2 e fi = 1. 

Todo o conjunto restrito de numeros tem limite superior rninimo. 
Seja B tal limite. Com efeito, ou nao existem numeros do conjunto 
maiores do que p, ou existem tais numeros. Se nao existirem, B e o 
limite superior minimo, pois nao ha numeros acima dele, mas existem 
outros menores, arbitrariamente proximos de j3. No segundo caso, 
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seja a um numero do conjunto maior do que (3. Existe apenas urn nu- 
mero finito de termos da seqiiencia iguais ou maiores do que a, vis to 
que de outro modo existiria um ponto de acumulagao acima de j3, o 
que e impossivel. Precisamos, pois, apenas escolher o maior destes 
numeros; ele sera o limite superior do conjunto. 

Em qualquer caso, porem, vemos que M ^ e deduzimos: 

Se o limite superior do conjunto nao coincidir com o valor superior, 
ele pertence ao conjunto, como um ponto isolado da seqiiencia. 

Propriedades correspondentes se verificam para o limite inferior m; 
e sempre igual ou menor do que «e, semen nao coincidirem, m per- 
tence a seqiiencia, sendo um ponto isolado da mesma. 

2. Teoremas sSbre as EUwgoES coktintjas 

1. Valores mfiximo e minimo das fungoes continuas. 

Um conjunto infinito e delimitado de numeros deve possuir, pelo 
men os, um limite superior minimo M e um limite inferior maximo m. 
Como vimos, porem, estea numeros Mem nao preeisam, necessaria- 
mente, pertencer ao conjunto ou, como dizemos, a seqiiencia nao 
precisa ter, obrigatoriamente, valores maximo ou minimo. 

Em vista disso, o teorema seguinte sohre fungoes continuas nao 
6, de forma alguma, tao claro quanto parece a simples intuigao: 

T6da a funQao f(x), contlnua num inleroalo fechado a 5= x Ss b ad- 
mile um valor m&ximo ao menos uma vet, ou, como podemos dicer, possui 
um valor maximo e um minimo. 

A afirmativa pode ser demonstrada facilmente. Os valores admi- 
lidos pela fungao continua fix') no intervalo a Si S6 constituem 
um conjunto restrito de numeros que, como sabemos, possui um 
limite superior mini m o M, visto que, de outra forma, existiria uma 
seqiiencia de numeros £i, &>• • • £ n! - ■ ■, no intervalo considerado, para 
a qual /(£„) cresceria alem de qualquer limite. Tal seqiiencia teria, ao 
menos, um ponto de acumulagao £ no intervalo em aprego, de forma 
que, arbitrariamente perto de £, haveria sempre numeros £ ft da nossa 
seqiiencia, para os quais a expressao | /(£) — /(£„) j seja maior que 1 
(e, na realidade, 6 arbitrariamente grande), isto e, a fungao seria des- 
contfnua no ponto £. Assim, existe ao menos um limite superior M 
e, ou ha um ponto £ tal que /(£) = M, o que provaria o enunciado. 
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ou existe urn a seqliencia de numeros Xi, x 2l . x n> . . . no intervalo, 
para o quaL 

lim /(x„) = M. 

n— 

De acordo com o principio do ponto de acumulagao fomulado na 
pagina 60, podemos escolher uma subseqiiencia de numeros x n que 
tenda para o limite £. Cliamemos tal subseqiiencia • • ■ , 

de modo que 

lim = f. 

n— 

E, entao, certo que 

lim/(y = ilR 

71—* 00 

Por outro lado, a fungao e continua no intervalo. por hipotese, e par- 
ticularmente em £, de tal modo que 

lim/(£ n ) -f- /(£)• 

n-»«j 

Logo, /(|) = M. 0 valor M e, pois, admitido pela fungao no ponto 
definido £, no interior ou sobre o contorno do intervalo, como foi enun- 
ciado. Discussao, em tudo semelhante, e aplieavel ao valor minimo. 

0 teorema relativo aos valores maxi mo e minimo das fungoes con- 
tinuas nio e, em geraS, verdadeiro, exceto quaudo se estabelece, ex- 
pressamente, que o intervalo e fechado, isto e, a menos que se faga 
a hipotese de que a continuidade inclui, tambem, os pontos extremos. 
Por exemplo, a funcao y = 1/x e continua no intervalo aberto 0 < x < <» . 
Ela nao admite valor maximo, mas tem valores arbitrariamente gran- 
des nas proximidades de x = 0. Da mesma forma, a funcao nao ad- 
mite valor minimo, mas torna-se arbitrariamente pequena para valo- 
res suficientemente grandes de x, sera jamais atingix 0. 

2. Continuidade uniforme. 

Como ja vimos (pag. 54) e veremos posteriormente, a continuidade 
da fungao j{x) no intervalo fechado a 2s x ^ b deixa margem para 
inumeras possibilidacles, as quais, entretanto, nao aparecem intuitiva- 
mente. Por tal razao, apresentaremos demonstragoes logicamente rigo- 
rosas de certas conseqiiencias da ideia de continuidade, que, partindo 
de um ponto de vista simples, apresentam-se inteiramente claras. A 
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definigao de continuidade estabelece, simplesmente, que, partindo da 
relagao lim x n = obtera-se lim f(x n ) = /(£). Podemos ainda expri- 

n— tco 

mir este fato da maneira seguinte: para cada ponto £ correspondera, 
a cada c > 0, um numero 5 > 0 tal que |/(x) -/(£) | < e sempre que 
| x - £ | < <5, desde que todos os numeros x eonsiderados estejam in- 
eluidos no intervalo a g x g b. 

Por exemplo, no caso da fungao y — cx (onde c 4 1 0), um numero 5 de tal 
especie 6 dado pela relagao a — «/| c |. Para a Fungao y — x podemos determinar 
tal numero, admitindo que a = Oei = le indagando quao perto de £ deve ficar 
o numero x a fim de que a expressao [ x 2 - £ 2 j possa ser menor do que e. Para este 
fim, escrevemos | r 2 — t 2 1 = | x - | [| x 4- £ I g 1 x - £ ] (1 + £). Se, portanto, esco- 
Ihermos S e/(l + {), podemos ter certeza de que [ a: 2 — f 2 | < e. Vemos, neste 
exemplo, que o numero 5 encontrado desta maneira depende nao somente de e, 
mas, tambera, do ponto do intervalo no qual se invesliga a continuidade da Fungao. 
Mas, se desistirmos de fixar a melhor escolha possivel de 5 para cada t, podemos 
eliminar a dependencia de 5 em relagao a £. Para tanto basta substituir £ por 1, 
a direita, obtendo, entao, a expressao e/ 2 para B, que e menor do que o valor ante- 
riormente determinado, mas que serve igualmente bem para todos os pontos £. 

Surge, agora, a pergnnta se algo semelhante nao sucedc a todas as 
fungoes contmuas num. intervalo fechado. Isto 4, indagamos se 4 ou 
nao possivel determinar, para cada e, um 8 = 8(e) dependente somenie 
de f e nao de £, de tal modo que a desigualdade 

I M -/(£)] < « 

se verifique desde que [ x- £ | < 5, para todos os valores de £ ao mes- 
mo tempo (ou, melhor, uniformemeute em relagao a £). Na realidade, 
isto 4 possivel como consequencia da definigao geral de continuidade, 
sent qualquer hipotese adicional. Este fato, que despertou atengao, pela 
primeira vez, em fins do secuio XIX, 6 denominado teorema da conti- 
nuidade uniforme das /lingoes coniinuas. 

Demonstraremos o teorema indiretamente. Isto 4, mostraremos 
que a existencia de uma fungao continua, mas nao uniforme, num 
intervalo fechado a <i x g b nos leva a uma contradigao. Continuidade 
uniforme significa que, se desejarmos tomar a diferenga | /(«)—/(») | 
menor do que um numero positivo arbitrariamente escolhido e, sendo 
u e v tornados no intervalo fechado a g b. precisaxemos apenas 
escolher a e v bastante proximos um do outro, isto e, separados por 
uma distancia menor do que 5 = 8(f). 0 lugar do intervalo onde for 
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escolliido o pax de valores u e v, nao tern importancia. Se f(x) nao 
fosse uniformemeate continua, existiria um numero positivo (talvez 
muito pequeno), a com a seguinte propriedade; a cada numero S n de 
uina seqiiencia arbitraria S 2 ,... de numeros positives, que tender 
para zero, correspondera um par de valores u n , v n , do intervalo, para 
o qual | u n - v n | < S„ e | /(u n ) -/(«„) | > 8. De acordo com o principio, 
os numeros u n devem ter um ponto de acumulagao £, o mesmo aconte- 
cendo com os numeros v n . Se marcarmos um intervalo arbitrariamente 
pequeno [ x - { | < 3 em torno destes poatos £, havera uma infinidade 
de pares de numeros u„, v n , contidos neste intervalo. Isto, porem, 
contraria a lripotese admitida da continuidade de fix) no ponto £ per- 
que requer, de acordo com o criterio de convergeneia de Cauchy, que 

I fix i) ~ /( x 2 ) | < a, 

para pontos x L e x 2 suficientemente proximos de £. A uniformidade 
da continuidade esta, portanto, deruonstrada. 

Nesta demonstracao frisamos, especialmente, que o intervalo eon- 
siderado e fechado E, na realidade, o teorema da uniformidade 
da continuidade nao se verifica para intervalos abertos. 

Por exemplo, a fungao 1/r e continua no intervalo semi-aberto, 0 < 2 )S 1 , 
mas nao e uniformemente continua, porque, por rnenor que seja o comprimento 
eseolhido l ( < 1) de um intervalo, a fungao assumira valores que diferem por 
utn numero fixo qualquer, digamos 1, no intervalo, se este for tornado bastanto 
proximo da origem, por exemplo, 8/2 < x < 38/2. A nao uniformidade da conti- 
nuidade e, efetivaraente, devida ao fato de que, no intervalo fechado 0 S i £ 1, 
a fungao e descontinua na origem. Se tivessemos considerado y = x- em todo o 
intervalo (aberto) — <» < x < «>, em lugar de nura intervalo fechado, nao haveria 
continuidade uniforme. 

3- Teorema do valor mtermcdi&rio. 

Outro teorema constantemente empregado na Analise e o seguinte: 

Uma fungao f(x), continua num intervalo jechado a Six §b, nega- 
liva para x = a e positiva para x — b (ou vice-versa ), admite o valor 0, 
ao menos uma vez, no intervalo. 

Geometricamente este teorema e trivial, pois estabelece, apenas, 
que uma curva que comeqa abaixo do eixo dos x e termina acima dele, 


f 1 } De outro modo, o ponto de acumulagao £ nao teria necesaidade de pertencer ao intervalo. 
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desde que X\ e 2* 2 sejam numeros distintos do intervalo. Se k for um s 

numero positivo raenor do que b - a, a fungao 

!/(« + h) ~f(x) j 

sera continua no intervalo fechado a £ a £ h- h. No ponto £ el a atinge, 

portanto, o valor mininio |/(£ -T h ) -/(£) | = a(_h), que, de acordo com 

as observacoes precedentes, nao e nulo (1) . Partindo destas premissas, 

eoncluimos que se aq e x 3 forem dois poutos do intervalo pai'a os quais 

\ xi~ x 2 \ S h, verificar-se-a | ffa) - f(x 3 ) | 5 a(/i). Isto implica, po- 

rem, na continuidade da fungao inversa. Se | yi — | cair embaixo do * 

numero positivo a(h), devemos ter | sci — | < A e, portanto, se fdr i 

dado um numero positivo e, necessitaremos apenas escolher S igual a 

u(e), a fim de assegurar que | 4>(yi) — <p(y- 2 ) [ < e se verifique para to- 

dos os valores de y para os quais | yq — y | < 5. 

Ficou estabelecido, assim, o teorema seguinte: Se a fungao y = f(x) 
for contlrma e monoiona no intervalo a Ss x 21 b, e f(a) = a, f(b) = /J, 
hanerd uma fungao unlvoca inversa x = 4>(y), o: = y = que, por sua 
vez, sera lambem continua. e monoiona. 

5. Outros teoremas sobre fungoes continuas. 

Deixamos ao lei tor a demonstragao do seguinte: uma fungao con- 
tinua de uma fungao continua e, ela propria, uma fungao continua. 

Isto 6, se ©(re) for uma fungao continua no intervalo a A x ^6 e seus 
valores estiverem contidos no intervalo a 'S<p 5/3, e se, alem disso, 
f(4>) for uma fungao continua de <f> neste fdtimo intervalo, entao/(<£(a:)) 
representara uma fungao continua de x para a 2s x S b. (Teorema da 
continuidade das fungoes continuas.) 

Ja foi mencionado na pag. 54 que a soma, diferenca e produio das 
fungoes continuas sao outras tanias fungoes continuas, e que o quocienle 
de tais fungoes sera fungao contlrma sempre que o denominador for dife- 
renle de zero. 

3. ObSERVAQOES SOBBE AS FUNgOES ELEMENTARES 

No Cap. I admitimos, tacitamente, que as fungoes elementarea 
sao continuas. A demonstragao e muito simples. Em primeiro lugar, 
a fungao /(a) = a e continua, logo x~ = x.x & continua, pois e o pro- 
duto de duas funcoes continuas, o mesmo aconteccndo com qualquer 

3 ■ 
t 

l 


{*} Tendo-ao em vista a contimudade de fix), o pr6prio «(/t) tend® para 0, juntamente com Ju 
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potencia de x. Assim, qualquer polinomio e uma fungao continua, vist.o 
representar a soma de fun goes continuas. Toda a fungao racionai fra- 
cionaria e, igualmente, uma fungao continua, como quociente de fun- 
goes contanuas, era todo o intervale em que o denominador nao for 
nulo. 

A fungao x n 6 continua e monotona, logo, a raiz n sendo a fungao 
inversa da potencia n, e continua. Pelo teorema da continuidade das 
fungoes de fungoes continuas, a raiz n de uma fungao racionai e con- 
tinua (exceto nos casos em que o denominador e nulo). 

A continuidade das fungoes trigonom6tricas, com as quais o leitor 
deve estar familiarizado desde a matematica elementar, poderia ser 
facilmente demonstrada empregando-se os conceitos desenvolvidos 
acima. Nao apresentamos, poretn, esta discussao aqui, vislo cla de- 
correr naturalmente da derivabilidadc, como teremos oportunidade de 
verificar no cap. II, § 3 (pag. 97). 

Faremos, simplesmente, algumas observagoes sobre a definigao e 
continuidade da fungao exponencial a x , da fungao-potencia geral x“ e 
da fungao logaritmica. Suporemos, como no § 3, pag. 25-26, que a 
e urn numero positivo, digamos maior do que I, e se r = p'q for uin 
numero racionai positivo (peg sendo inteiros), a r = a plq significant o 
numero positivo cuja potencia q e a p . Se a representar urn numero 
irracionai qualquer e ri, r 2 , ..., r,,„. . . uma seqiiencia de nuineros 
racionais que se aproximam de a , podemos afirmar que lim a r °' exist e; 

771 — * CQ 

chamaremos entao este limite de a". 

Para ijrovar a assergao pelo criterio de Cauchy, basta mostrar que 
j a ra - a rm [ e arbitrariamente pequeno, desde que ft e m sejam sufi- 
cientemente grandes. Suponhamos, por excmplo, que r„ > r m , isto e. 
que r n — r m = 5, onde 6 > 0. Teremos 

a rc - a r “ — a rm (a 5 - 1). 


Desde que a!'™ e limitado, prccisamos apenas provar que 

| a s ~l | = a 5 - 1 

e arbitrariamente pequeno, quando os valores de n e m forem sufi- 
cientemente grandes. Mas <5 e um numero racionai, e, certamente, po- 
demos torna-Io tao pequeno quanto quisermos, desde que os valores 
de n e m sejam suficientemente grandes. Logo, se l for urn inteiro 
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positivo, arbitrariamente grande, 8 < l/l se n e m forem suficiente- 
mente grandes. As relagoes 5<l//ea>l dao a) 

1 < a s < a 1 ' 1 , 

e, desde que a vl tende para 1 a medida que l cresce (pag. 31), nossa 
afirmagao decorre imediatamente. 

0 leitor podera demonstrar, seguindo o racsmo raciocinio, que a 
fungao a~, estendida aos valores irracionais, e, tambem, conlinua e, 
mais ainda, que e uma fungao monotona. Para os valores negativos 
de x esta fungao sera naturalroente definida pela equagao 



A medida que x varia desde - “ ate + , a x assume todos os valores 

cornpreendidos entre 0 e + <*> . Conseqiientemeate, a equagao possui 
fungao inversa, contmua e monotona, a qual e denominada logarilmo 
de base a. Da mesma forma poderiamos provar que a potencia geral x a 
6 uma fungao contmua de x, sendo a qualquer numero dado, racional 
ou irracional, e x variando no intervale 0 < x < <» ; se a 0, x a tam- 
bem e uma fungao monotona. 

A discussao “elementar” das fun goes exponencial, Iogaritmica, e 
potencia de x aqui delineada serd substiluida, oportunamente, por ou- 
tra que e, em prindpio, muito mais simples (cap. Ill, § 6, pdg. 167). 


Exemplos 

1. Deterraiuar os valores maxi mo e mmimo e os limites superior e inferior 
das seguintes seqiiencias, dizendo quais deles pertencem ao conjunto: 


6" 

(a) n ~ 1, 2 

nl 


{ ~ 1 °) 

(b) 0, n = 1, 2 

nl 


( - l) c n 

( c ) -f - , n — 1, 2 

W n 2n + 1 


„ (-1)' ( — l)“n 

(d) 1 + + r-~, n ~ 1> 2, . . . , 


n 


2n + 1 


1 1 

(e) — ; + m, n = 1, 2 

m i n- 


(>) Porque. quando a > X, a potencia a™ ,n 6 maior do que 1 se min £3r positivo. Isto 4 da.ro. 
visto que, sc o B>,n fSsse menor que 1, a” 1 = representaria o produto de n fotSrcs, todos menores 

qua 1, teudo porlonto, valor in Ter tor a 1. Coutruriameiita porfim, a"C ‘0 produto de m fatdres, todos 
matores quo 1, sendo, assim, major que 1. 
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2. * Provar que se j(x) e continua para a g x b, para cada e > 0 exist e uma 
fungao poligonal <p(x) (isto e, uma fungao continua cujo graiico consiste em um 
numero finito de segmentos retilineos, que se encontram nos vertices) tal que 
| j{x) - <p(x) j < e para qualquer valor de x, contido no intervalo (*). 

3. Mostrar que qualquer fungao poligonal <p{x) pode ser representada pela 
soma <p{ x) = a + bx + Sci [ x — xi |, onde xi sao as abscissas dos vertices. 

Determinar uma formula desse tipo para a fungao j{x) definida pelas equagoes: 

j(x) = 2a: - 1 (0 S x S 2). 
j{x) = 5-i(2Sa;S3). 
j(x) « * - 1 (3 ^ i S 5). 
j(x) = 4 (5 g z g 7). 

4. Determinar um 5(e), tal que \f(x,)-J(x t ) [ < e desde que ( x t - [ < 5(e), 

para as fungoes seguintes, empregando as dedugoes do § 1, N.° 2, pag. 65: 

(a) f(x) - 2x\ - 1 ^ x S 1. 

(i 6 ) f(x) = r* , - a g rga. 

*(c) /(i) = ll-i ! ,-lgigl. 

5* A fungao y = sen Vx nao tern descontinuidade no intervalo 0 < x < 1. 
Provar que ela nao e umformemente continua neste intervalo aberto. 

6. Uma fungao j{x) e definida por todos os valores de x da seguinte maneira: 

j(x) — 0 para todos os valores irraciouais de x\ 
j(x) = 1 !q para x racional e igual a p!q, 

sendo p[q uma fragao irredntfvel (assim, para x = 16/29, j(x) =» 1/29). 

Demonstrar que f(x) e continua para todos os valores irraciouais de x e des- 
continua para todos os valores racionais de x. 


AP END ICE II AO CAPITULO I 

I. COORDENADAS POLARES 

No capitulo I estabelecemos o coneeito de fungao e representamo- 
la, geometricamente, por meio de curvas. Entretanto, convem re- 
cordar que a geometria analitica segue processo inverso, iniciando 


p) Ver tarnbem p&g. 16 . 
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com a curva definida por alguma propriedade geometrica e represen- 
tando-a por iraia fcngao, por exemplo, por uma funcao que exprima 

a dependgncia de uma das coordenadas 
de um ponto da curva em rela^ao a ou- 
tra. Este ponto de vista nos leva natu- 
ralmente a considerar, alem das coorde- 
nadas retangulares, as quais nos restrin- 
gimos no capitulo I, outros sistemas de 
coordenadas qne sejam mais adequados 
para representar as curvas dadas geome- 
Fi S . 25.— Coordenadas poiares tricamente. 0 exemplo mais importante 

e o das coordenadas poiares r, 9, que sc 
relacionam com as coordenadas retangulares x. y de um ponto P pelas 
equates 

V 

x — r cos 6, y — r sen 6, r 2 — x~ j 2 , tg 8 = 

X 

e cuja interpretagao geometrica e explicada na figura 25. 




Consideremos, por exemplo, a kmniscala. Esta curva 6 definida, geometrica- 
mente, como o lugar de todos os pontos P para os quais o produto das distancias 
r, e c, « dois pontos fixes l'\ e F.,, de coordenadas retangulares x — a, y — 0 e 
x =s — a, y = 0, respectivamente, tem o valor constante a’ (fig. 26). Como 

V = (»- a) 2 -f- y 5 , r 2 - = (x = a)- + y-. 


um calculo simples proporciona a equagao da lemniscata sob a forma 


( x - + y 2 )- -2a-{x- -y)" = 0. 


Se, agora, introduzirmos as coordenadas poiares, obtevemos 


r* - 2 a 2 r 2 (cos 2 t) -sen' 8) = 0; 
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e, se dividirmos tudo por r 2 e usarmos uma formula trigonometrica simples, vira 

r 2 = 2a 2 cos 26. 

Vemos, assim, que a equagao da lemniscata e mais simples era coordenadas 
polares do que em retangulares. 

2. OBSERVAgOES SOBRE os numeros complexos 

As consideragoes que faremos a seguir serao baseadas, principal- 
mente, sobre a classe dos numeros reais. Nao obstante, tendo em 
conta as discussoes dos capitulos VIII, IX e XI, lembraremos ao leitor 
que os problemas algebricos conduziram a uma extensao ainda mais 
ampla do conceito de numero, exigindo a introdugao dos numeros 
complexos. A passagem dos numeros naturais para a classe de todos 
os numeros reais surgiu do desejo de eliminar fenomenos excepcionais 
e tornar certas operagoes, como a subtragao, a divisao e a correspon- 
dencia entre pontos e numeros, sempre possivel. Da ruesma forma 
fomos compelidos, pela exigencia de que toda a equagao do segundo 
grau e, na realidade, toda equagao algebrica, tenha solugao, a intro- 
duzir os numeros complexos. Se, por exemplo, quisermos que a equagao 

x 2 + 1 = 0 

tenha raizes, seremos obrigados a introduzir os novos slmbolos i e —i 
como raizes desta equagao. (Como e demonstrado na algebra, este 
fato e suficiente para assegurar que ioda equagao algebrica tem uma 
solugao.) <u 

Se a e b forena dois numeros reais ordinarios, o numero complexo 
c = a + ib designa urn par de numeros (a, b), cujos calculos sao efetua- 
dos de acordo com a seguinte regra geral: somam-se, multiplicam-se e 
dividem-se numeros complexos (entre os quais estao incluldos os nu- 
meros reais como casos especiais, em que b — 0), considerando o slm- 
bolo i como quantidade indeterminada, simplificando todas as expres- 
soes com o emprego da equagao i 2 — -I para eliminar as potencias 
de i superiores a primeira, e obtendo-se uma expressao final da forma 
a -f ib. 

Admitimos que o leitor possui certo grau de familiaridade com os 
numeros complexos. Todavia, salientaremos uma relagao particular- 

O) O teorcma fundamental da 6Igebra afirma que tSda equacao algebrica possui raizes reais 
ou complexas. 
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mente inrportante que desenvolveremos juntamente corn a represen- 
tagao geometrica ou trigonometries dos numeros complexos. Se c = z-riy 
for um numero de tal especie, representa-lo-emos, em um sistema de 
coordenadas retangnlares, pelo ponto P, cujas coordenadas sao x e y. 
Introduzimos, entao, as coordenadas polares, red, por meio das 
equagoes x = r cos 6 e y — rsen 6 (pag. 72), em lugar das retangir 
lares, x e y. Entao, r = Vr-j-/ea distaacia do ponto P a origem, 
e 8 o angolo formado pelo segmento positivo do eixo dos x e o seg- 
mento OP. 0 numero complexo c sera, entao, representado sob a forma 

c = r( cos 6 + i sen 9). 

0 Angulo 8 e o argumenio do numero complexo c, a quantidade reo 
seu valor absoluto ou modulo, que ainda pode ser representado por j c |. 
Ao niimero complexo “conjugado” c — x - iy corresponde, natural- 
men i.e, o mesmo valor absoluto, porem (exceto no caso de valores 
reais e negatives de c), o aEgulo - 6. Assim 

r~ — \c\ - = cc — x- -f- y. 

Empregando-se esta representagao trigonometrica, a multiplicagao 
dos complexes assume forma particularmente simples. Entao, 

c.c' — r( cos 8 + i sen 6 ) . r' (cos d' + i sen 8' ) 

= rr' (cos 9 cos d' - sen 8 sen 8 ' ) 

+ i(cos 8 sen 6' -f- sen 8 cos O’). 

Sc recordarmos os teoremas da adigao das fungoes trigonometricas, 
vira 

c.c' — rr 1 [cos (8 + 6' ) + i sen ( 8 + #')]. 

Portanto, para se multiplicarem numeros complexos, multiplicam-se 
os seus valores absolutes e somam-se sens argumentos. A formula no- 
tavel 

(cos 9 -f i sen 8) (cos 8' + i sen O') — (cos 0 - j- 8') ~f i scn(6 -f- O') 

e usualmente denominada leorema de De Moivre. Ela nos leva, imedia- 
tamente, a relagao 

(cos 8 + i sen 0)" = cos nJ + i seu nd, 
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que perrnite a resolugao da equagao x n — \ para n inteiro e positive 
cujas raizes (denominadas raizes da unidade) sao 


ej. — e — cos 


2 IT 


2i r 

n 


+ i sen — , e 2 — e 2 ~ cos 


4ir . 4 tt 

f- i sen — , ...» 

n n 


= € n 1 = COS 


(n — 1 )tt 


n 


i sen 


(n-lV 


= e" = 1. 


n 


Alem disso, se imaginarmos a expressao do primeiro membro da 
equagao (cos 6 + i sen 6) n = cos n8 + i sen rid desenvolvido segnndo 
o teorema do binomio, basta separar os termos reais dos imaginarios 
para ob ten nos expressoes para cos riO e sen nd em fungao de potencias 
e de produtos de potencias de sen 8 e cos 6. 

Exempeos 

1. Constmir os grafieos das seguiates funtjoes: 


r = sea <p. 
r = p. 
r = sen 6?. 

2. Deterrainar a equagao polar: 


r = cos 5<p. 
1 


r — 


cos (p “ a) 


a. constante. 


(а) do ctrculo de raio a, com o centro na origem; 

(б) do cfrculo de raio a, com o centro (a, <p 0 ); 

(c) da linha reta (caso geral). 

3. Exprimir cos 29 e sen 29 em fungao de sen 9 e cos 6 , aplicando 0 teorema 
de De Moivre. Operar analogamente para cos 39, sen 39, cos 59, sen 59. 

Demonstrar que cos nd e um poliinonio em cos 9, e tambem que, se n for fmpar, 
sen nd e um polinSmio em sen 6. 

4. Efetuar as seguintes operagoes, determinando o modulo e o arguiuentii 
das quantidades dadas e das prdprias respostas. 

(a) — 3. 2t. U) i 1 ' 3 - 

(, b ) (4 + 40 (M ~ H V 3i). (a) (1 + O 1 "- 

(c) (1 4- 0 a - 0- (Jt) (3 - 30- ;i . 

(d) (V3-0 2 - (*) l 1 ' 3 - 

(e) l l/s . (0 (160 u ‘- 


2jt . 2ir , , . , 

5.* Demonstrar que, se e — cos — + i sen — , onde n e mteiro e maior do 

n 


n 


que 1 


„ , , . . „ f 0 se n nao ftir fa tor de v, 

«» + e 2 ' + e 3 ’’ + . . . + t nv = - 


se n for fa tor de v. 





Capitulo II 

IDEIAS FUNDAMENTAI S SOBRE O GALCULO 
INTEGRAL E DIFERENCIAL 

A analise mateinatica emprega, entre outros, dois processos de 
lioaite que desempenbam papel de importancia, nao s6 porque sao 
constantemente utilizados era muitas relagoes diferentes, mas, princi- 
palmente, devido a interdependence que existe entre Sles. Desde os 
tempos classicos sao conhecidos exemplos isolados do emprego destes 
dois metodos, derivagao e inlegragao. 0 comego, porem, do calculo 
diferencial e integral, estudado de maneira metodica, foi possivel 
somente depois que o reconhecirnento da natureza complementar des- 
tes processos permitiu consideiAvel desenvolvimento e o estabeleci- 
mento de um novo raetodo matematico, devidamente sisteraatizado. 
Dois grandes genios do seculo XVII, Newton e Leibnitz, iniciaram 
este desenvolvimeato, fazendo 8uas descobertas independentemente 
um do outro. Conquanto Newton, nas suas iuvestigagoes, possa ter 
enuneiado seus conceitos de forma mais clara, a notagao e os metodos 
de calculo de Leibnitz foram desenvolvidos de modo mais perfeito 
eonstituindo, ainda hoje, elementos indispensaveis na teoria. 

1. Integral defined a 

Encontramos, primeiramente, a integral no problema da medigao 
da area de uma regiao plana, limitada por linhas curvas. Considera- 
goes mais elevadas permitem separarmos a nogao de integral da ideia 
iutuitiva de area e exprimi-la, analiticamente, em t&rmos numericos. 
Tal definigao analltica da integral 6, como veremos, dotada de grande 
significagao, nao somente porque permite esclarecer completamente 
nossos conceitos, mas, tambem, porque suas aplieagoes vao muito alem 
do simples calculo das areas. 

Iniciamos considerando a questao intuitivamente. 

76 
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1. A integral como drea. 


Suponharaos que nos fdsse dada uma fungao f(x), continua e posi- 
tiva num intervalo, e que a e b (a < 6) sejam dois valores desse inter- 
valo. Imaginareraos a fungao representada por uma curva e conside- 
raremos a drea da regiao Iiraitada em cima pela cun r a, nos lados pelas 
relas x = a e x = b, e, embaixo, pela porgao do eixo dos x compreen- 
dida entre os pontos a e b (fig. 1). 

Estabelecemos expressamente como hipotese que ha um sentido 
definido em nos referii'mos a area deal a regiao, o que decorre da intui- 




gao. Designaremos esta area, F a b , a integral definida da Jungdo f(x) 
entre os limiles a e b. Quando procuramos atribuir um valor numerico 
a esta area, verificamos que, em geral, somos incapazes de mecbr areas 
limitadas por curvas. Podemos medir poligonos de lados retos, divi- 
dindo-os em retdngulos e tridngulos. Alas esta subdivisao, no caso da 
area considerada, 6 usualmente imposslvel. Contudo, para conceber- 
mos a area como o valor limite de uma soma de (ureas retangulares 
hd apenas um pequeno passo a dar, da seguinte maneira. Dividiremos 
o eixo dos x, compreendido entre a e b, em n partes iguais e em cada 
ponto da divisao elevaremos uma ordenada ate a curva; a drea fica, 
assim, dividida em n faixas. Nao podemos, porcm, calcular a area 
das diversas faixas, assim como nao podlamos calcular a area da su- 
perficie inicial. Se, porem, como esta indicado na figura 2, determi- 
narmos, primeiro, o menor e o maior valor da fungao fix) em cada 
intervalo e, depois, substituirmos a faixa correspondente: (1) por um 
retangulo cuja altura seja igual ao menor valor da fungao; (2) por 
um retangulo cuja altura seja igual ao maior valor da mesma fungao, 
obteremos duas figuras em forma de escada. (Na figura 2 a primeira 
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esta desenhada com linlias clieias, enquanto a segunda e indirada por 
meio de linhas pontilhadas.) A primeiia figura, i. e, a limitada pelos 
degraus inferiores, tem uma area que, no maximo, sera igual & area 
F a b que estamos tentando determinar. A segunda tem uma area, no 
minium, tao grande quanto F a b . Se designarmos a soma das areas do 
primeiro conjunto de retangulos por F\ (soma inferior), e a soma das 
areas do segundo conjunto por F n (soma superior), teremos a reiagao 

F <. F b <¥~ 

Se fizermos as subdivisoes cada vez menores, i. e„ s e n crescer sem 
limite, a intuigao diz-nos que as quantidades e aproximar-se-ao 
cada vez mais, tendendo para o mesmo limite F a b . Podemos, portanto, 
considerar a integral como o valor limite 

F b = lira F\, — lim. F n . 

71— » to n -* “ 

A intuigao tambem nos mostra a possibilidade de uma generali- 
zagao imediata. Nao sera preciso que os n intervalos tenham todos o 
mesmo comprimento. files podem, ao contrario, apresentar extensoes 
diferentes desde que, a medida que n cresga, o comprimento do maior 
in terval o tenda para zero. 

2. Definigao analitica de integral. 

No capitulo anterior cunsideramos a integral definida como vm 
r.umero correspondente a uma area e, portanto, de ccrta e.\ tensao 
previamente conbecida, e subseqiientemente o representamcs como 
mn valor limite. Vamos agora inverter o processo. Nao adotaremos 
a possibilidade, indicada pela intuigao, de atribuir uma area a regiao 
sob uma curva continua, nem sequer verificai'emos se isso e viavel. 
Partiremos, ao contrario, de somas formadas analiticamente, seme- 
lhantes as somas superiores e inferiores, ja definidas, e provaremos 
que tais somas tendem para um limite determinado. Adotaremos este 
valor limite como dejiniQao da integral e da area. Somos levados, 
naturalmente, a adotar os sim holes classicos que sao usados no cal- 
culo integral desde o tempo de Leibnitz. 

Seja f{x) uma fnngao positiva e continua no intervalo a £ x ^ b 
(de extensao b - a). Imaginaremos o intervalo dividido por (n - 1) 
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pontos x 1; x 2 , . . ,x n -i, em n partes iguais oudesiguais, e faremos r 0 = a, 
x n = b. Em cada intervalo escoiheremos um ponto ai'bitrario, £1 no 


primeiro, £ 2 no segundo. . £„ no ultimo, ponto Sste que pode estar 
situado no interior ou mesmo num extremo do intervalo. Em vez da 
fungao continua /(x), consideremos, agora, as fungoes descon tinuas 
( step-functions ) /( | A ) na primeira divisao, /(&) na segunda, /(£„) 
na ultima, as quais adquirem valores constantes em cada intervalo. 
Como mostra a figura 3, o grafico destas fungoes descontmuas define 



Fig. 3. — Iluatracao da dofiniG3o analitica de integral 


uma serie de relangulos cuja soma das areas e dada pela expressao 

F n - fa - Xo)f(h) + fa - *1 )/(&) -f • • • + fa - 

Esta expressao e usualmente abreviada pelo emprego do sinal soma- 
torio ou de somagao 2: 

F n = S fa - x v -i)/(R); 

y=l 

a introdugao do simbolo 

Ax, = x, — 

simplifica ainda mais a expressao: 

F n = Ax,. 

*=>i 

(0 simbolo A nao e um fator, indicando uma “diferenga”. 0 simbolo 
total Ax„ inseparavel, significa, por definigao, o comprimento do in- 
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tervalo). Podemos, agora, enunciar a nossa afirmagao basica, da se- 
guinte maneira: 

Se o numero de ponlos de divisao crescer sem limiie e se, an mesmo 
tempo, o comprimento do maior intervalo tender para zero, a soma ante- 
rior lende para um limite. Este limite e independents da maneira parti- 
cular pela qual os ponlos de divisao Xi, x 2l . . x n _i e os pontos interme- 
diaries for am escolhidos. . 

0 valor limite e denomiuado integral definida da fungao f(x) que, 
por sua vez, e dita integrada entre os limite a e b. Como ja frisamos, 
consideramos esta afirmagao como definiQao (1) da area limitada pela 
curva y = f(x), para a S x £ b. E possivel, agora, reenmiciarmos a 
assergao basica: Se f(x) f6r continua entre a Sx S b, possuira inte- 
gral definida entre os limites a e b. 

fiste teorema, referente a existencia da integral definida de uma 
fungao continua, pode ser demonstrado por processo puramente ana- 
litico, sem apfdo a intuigao. Nao o faremos, contudo, agora, pois vol- 
taremos a tratar deste assunto no apendice deste capitulo (pag. 131), 
depois que o uso do conceito de integral tiver despertado o interesse 
do leitor para estabelecer uma base fimte para o mesmo. Contentamo- 
nos, por ora, com o fato de que as consideraeoes intuitivas das pags. 
77-78 teuharu feito o teorema apresentar-se sob forma extremamente 
plausivel. 


3. Extensoes. Notagao. Regras fundamentals. 

A definigao de integral, como limite de uma soma, levou Leibnitz 
a exprimi-la pelo simbolo: 

J f(x)dx. 

0 sinal de integral e uma modificagao do sinal somatorio e tern a 
forma de um £ alongado. Apassagein ao limite das divisoes finitas Ax, 
do intervalo e indicada pela letra d em vez de A. Devemos, entre- 
tanto, por-nos em guarda contra o pensamento de que dx represente 
uma “quantidade iofinitamente pequena” ou “infinitesimal”, ou que 
a integral signifique a soma de um numero infinito de quantidades (*) 


(*) A Area, como fs natural, pode aer definida de maneira geometries, demo ns Iran do-se, ent3o, 
aue tnl definicao e cquivalente h. defirdfiS .0 limite dada. aclnaa (Cap. V, § 2, N.° 1, p6g. 268). 
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“inficitamente pequenas”. Tal concepgao seria destitufda de qualquer 
significado claro; somente teria o efeito de obscurecer o que ja defi- 
nimos com precisao. 

Nas figuras anteriores, admitimos (l) que a fungao /(x) e positiva 
em todo o intervalo, e (2) que b > a. A formula que define a integral 
como o limite de uma soma 6, contudo, independente de tais hipote- 
ses. Se /(x) for negativa em todo ou somente em parte do intervalo 
considerado, a linica conseqiiencia sera tomar negativos os fatores 
/(?„) da soma acima, em vez de positivos. A area limitada pela curva 
abaixo do eixo dos x, atribuiremos, 
naturalmente, o sinal negativo, o que .y 

esta de acordo com a convengao de . 

sinais familiar da geometria analitica. 

A area total limitada por uma curva , i 

sera assim, em geral, a soma de terrnos j 

positivos e negativos, correspondentes, q| 1 

respectivamente, as porgoes da curva 
situadas acima e abaixo do eixo dos x cu. 

Se supusermos que a < b, invertendo a condigao a > b, ainda po- 
demos conservar a definigao aritmetica de integral ja estabelecida; a 
unica mudanga 6 que, quando percorrermos o intervalo de a para b, 
as diferengas Ax, serao negativas. Teremos, entao, a relagao 
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aider anclo-se a fungao cf{x), onde c representa oma constante. Da 
propria definigao de integral, obtemos 

'b rb 

cf{ x) dx ~ c I f(x) dx. 

Em segnida, estaielecemos a seguinte regra de adicao: So 

f{x) = 4>{x) -f 'A(x), 


/: 


J" f(x) dx = J <?{x) dx + J* ip(x) dx, 

cuja demonstragao e muito facil. 

Finalmente, faremos, sabre a “variavel de integragao”, uma observagao que, 
apesar de obvia, e muito important^ nas aplicag&es. Escrevemos a integral pro- 
rb 

posta sob a forma I f(x) dx. Para a sua avaliagao nao importa empregarmos a letra x 

J a 

ou qualquer outra, para desigaar as abscissas do sistema de coordenadas, isto e, 
a variavel iadependente. O simbolo particular que usarmos para a variavel de 

r b 

integragao e, portanto, completamente indiferente; era vez de / j{x) dx poderiamos, 

rb r*b a 

igualmente, escrever, / J(l) dt ou / j(u) du ou qualquer outra expressao analoga. 
J « ■J a 


2. Exemplos 


Estamos. agora, habilitados a empregar o processo-limite estabele- 
cido pela definigao de integral, calculando as areas em numerosos 
casos especiais, Realiza-lo-emos em uma serie de exemplos em que 
(com excegao do N.° 5, pag. 86) empregaremos somente as somas 
superiores e inferiores (1) . 


1. Integragao de fungoes lineares. 


Inicialinente, considerenaos a fungao /(x) = x a , onde n e uminteiro maior do que 
ou igual a zero. Para n — 0, isto e, para/(x) = 1, o resultado e tao evidente que 
apenas escreveremos: 



b — a. 


Para a fungao f(x) — x, a integragao e novamente banal, do ponto de vista 
geoxnetrico. A integral da fungao j(x) = x. 



f 1 ) Deixamos ao I e! tor, como excrciclo util, demonstrar que chegaremos ao caeamo resultado, 
nos exemplos seguictes, quer empregando as somas superiores, quer as ioferiorea. 


83 


II] EXEMPLOS DE INTEGRAQAO 


e a area do trapezia representado na fig. 5, a qual, por uma formula elementar, 
vale 

M(i-a)(6 + a) = V 2 {b* - a 2 ). 

Verificaremos, agora, que o processo dimite conduz exatamente ao mesmo resul- 
tado. Como ja estabelecemos, no caiculo do limite, podemos restringir a discussao, 
operando com as somas superiores ou com as inferiores. Subdividimos o inter- 
valo ab em n partes iguais, por meio dos pontos 

a 4- h, a + 2 h, a + (n — l)h, 

node k = (b — a)/n. A integral sera, entao, o limite da soma seguinte, que representara 
uma soma superior se b < a, e uma soma inferior se b > a: 

/i[a + (a + h) + (a + 2h) -f- . . . + (a + n - l/i)j 
= h[na + h + 2h + - • ■ + (n - 1)AJ. 




Sabemos, por uma formula elementar, que 

1 + 2 + ... + (re-1) = ^re(n-l), 

o que permite escrever a expressao acirrta sob a forma 

/ re-l\ /■ b-a n— 1\ 

"V + ft— j = (b — a) (a + — 

A medida que n cresce, o segundo roembro tende para o limite 
(b - a) [a + 34(& - a)] = £> 5 - a 2 ), 

como queriamos demonstrar. 


2. Integragao de x2. 

A integragao da funguo f(x) = x 1 , que em llnguagem geometries pode ser enun- 
ciada como a determinagao de superffcie da uma area limitada por um segmento 
de parabola, uma parte do eixo dos x e duas ordenadas, ja nao 6 um problema 
lao simples como o primeiro. Consideremos, por exemplo, a integral 

f b x*dx, 

■J o 

onde 6^0 (fig. 6) e dividamos o intervalo 0^ i^f) em n partes iguais, de com- 





3. Integracao de .v“, sendo a inteiro e positivo. 

Como tercei.ro exemplo, iategreinos a fungao 

y = /(=) = &*, 

sendo a uma quantidade inteira e positiva. Para o calculo da integral 



(onde admitimos 0 < a < b), seria inconveniente dividirmos o intervalo em n 
partes iguais (’). A. passagem ao liniite pode, entretanto, ser efetuada facilmente, 
desde que a subdivisao seja feita obedecendo a uma “progressao geometrica”, da 
maneira seguinte. Paremas Vb/a ~ q e subdividiremos o intervalo por meio doa 
pontos 

a , aq , ag 3 , . . . , ag’" -1 , ag tt — b. 


C 1 ) Neste caso, aeriamos obrigados a basear a avaliafao da integral sSbre o liniite de 
+ i (1“ + 2“ + ■•• + ri '*), para ri— <co; o leitor, contudo, pode efetuar fete odlcuio, sdzinho, 
baseando-se na nota do p6 da pig. 27. 



a a (ag - a) + ( aq) a (aq- - aq) + (aq 2 ) a (aq s - aq 2 ) + . 

+ ( aq ( aq " - aq a ~~ l ) 

~ a a+I (g - 1) [1 + ?“ +1 + g 5ia+1) + <f' a+1) + ..■■+ q tri - w+n ]. 

Os termos da ehave forraam uma progressao geometries, cuja razao e g a+1 =£ 1. 
A soma da progressao fornece a expressao 

qu(a*n _ j 

a a+1 (?-l) . 

V q ^‘- 1 

Snbstituindo q pelo seu valor (6/a) UB , a retagao acima transforma-se era 

< 7-1 

i tio-m _ /»« + n 


Se, agora, n crescer sem limits, o primeiro fator permanece invariavel. Sendo q + 1, 
empregaremos a formula da soma das progressoes geometricas e escreveremos o 
seamndo falor sob a forma 


q a +q a ~ l + ... +1 

e, como a equagao q = (6/a) 1/o indica que q tende para 1 a medida que n -* 0, o se- 
gundo fator tera o limite l/(a + 1). Finalmente, o valor da integral e dado pel a 


expressao 


r h 1 

/ x°-dx + (b a +'~a a 

J a a + 1 


O calculo acima e simples, em principle, mas algo oomplicado nos pormeno- 
res. Yeremos, posteriormente, que ele pode ser pSsto iriteiramente de lado, uma 
vez que estejamos mais familiarizados com a teoria da integragao. 


4, Integragao de x a , sendo a urn nuinero racional qualquer, 
diferente de — 1. 

0 resultado que obtivemos acima pode ser consideravelmente generalizado, 
sem complieagao essencial do rnetodo. Seja a. = r/s urn nuinero racional positive, 
sendo res inteiros e positivos. Na avaliagao da integral considerada nao havera 

alteragao, salvo na determinagao do limite — <! a medida que q se aproxirna de 1 . 

<?“ n — 1 


Tal expressao transforma-se, entao, em . Seja g 1 '* = r(r 4= 1)- Quando 

^(r t'sjfs „ J 

q tender para 1, r tambem aproximar-se-a de 1. Temos, portanto, que aebar o 

T* — 1 , 

valor limite de - quando r se aproxirna de 1. Se dividirmos tanto o aume- 


rador como o denominador da fragao por r - 1 e os transformarmos como antes, 
o limite torna-se, simplesmente, 


lim 

r-*l 


r"' 1 -f + . . . +1 

T r+.-l T r+,-a -4- . . . 4- 1* 
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Sendo, tanto o numerador como o denominador, contmuos em r, o limite pode 
ser imediatamente determinado, fazendo-se t = 1. Obtemos, assim, o limite 


r + s a + 1 
integral 


; e, para qualquer valor racional e positive de a, teremos a formula 

/' 

J a 


'b 1 

x* dx — (6 0 ' 1 — « ct ‘’ 1 ). 

a + 1 


Esta expressao 6 verificada para os valores racionais negativos de a, desde 
que excluamos o valor a. — — 1, para o qual a equagao da soma da progressao 

q — 1 

geometrica nao tem significado algam. Yamos, agora, determinar o limite de 

g “’ 1 - 1 

para os valores negativos de a, digamos, a = - rjs. Para tal, fagamos q~ iu = r, o 
que nos da 

q = r~\ q a+1 = q = r' -1 . 


Conseqiientemente, procuraremos o limite de 



Deixaremos ao leitor demonstrar que tal limite e, novamente, igual a 
obtemos, de novo, a formula de integragao 


1 

— — , isto e, 
a + 1 



1 

(fjc+i _ a a+i) 

a -f- 1 


para o caso geral dos valores racionais de a, positivos ou negativos, com excefao 
de a = - 1. 

Observando a equa?2o anterior, vemos que ela nao se verifica para a = - 1 
porque, neste caso, tanto o numerador como o denominador se anulam. 

£ natural, tambem, super que a validade desta ultima formula se estenda 
aos valores irracionais de a. Tal extensao sera efetivamente estabelecida, por uma 
simples passagem ao limite, no § 7 (pag. 129). 


5. IntegragSo de sen x e cos x. 

Como ultimo exemplo, consideremos a fungao j(x) = sen x, a qual sera tratada 
por meio de urn artiffcio especial. Definiremos a integral 


/. 


sen x dx 


como sendo o limite da soma 

Oh — A [sen (a ~ h) 4- sen(a -f 2 h) + . . . + sen(a + nft)], 

b-a . , h 

onde h = — — . Multipliquemos o par§ntese do segundo metnbro por 2 sen - e 
n 2 


C.t 
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apliquemos a conliecida formula trigonometrica 

2 sea a sen u = cos(a — v) - eos(a + v); 
desde que h aTia seja multiplo de 2w, chegaremos a expressao 


1 ^ h ^ h |~cos - cos H - ^ + COS ( a+ i0 -cos ( a+ l h ') 

/ 2n - 1 , \ C 2n 4- 1 XH 

+ . . , + cos f a + — - — h I - cos ( a + — - — n J 

— k - f 2n + 1 , \1 

h cos ( a + - I -cos a + h 1 . 

2 sen - L V 2/ V. 2 7J 

Visto que a + nh = b, a integral torna-se o limite de 

h Fcos fa + - cos f b + | quando h -* 0. 

2 sen - L V 2 J \ 27 J 

2 

P6sto isto, sabemos, do capitulo I (pag. 47), que, quando h tende para 0, a 
expressao - /sen- aproxima-se do limite 1. 0 limite procurado sera, pois, simples- 
monte, cos a - cos 6, o que permitc escrevermos a formula de integracao 

/ sen z dx — - (cos b ~ cos a). 
a 

Do mesmo modo, come o leitor podera verificar por si mesmo, obtemos a expressao 


r b 

J cos a: 

•J a 


dz = sen b - sen a. 


Quase todos os exemplos apresentados foram tratados por metodos especiais 
on por artiffcios parti cula res. 0 ponto essencial, porem, do calculo integral e 
diferencial, quando eucarado de maneira sistematica, cousiste no eraprego de 
consideracoes de carater geral, que conduzem diretamente ao resultado desejado, 
cm lugar dos artificios que possam ser utiiizados. Para chegarmos a tais conside- 
racoes, devemos volver nossa atenrao para outoo conceito fundamental da analise 
superior, a derivada. 




Exemplos 

1. Determinar a area limitada pela parabola y — 2x* -f % + 1, pelas orde- 
nadas i = l e j = 3, e pelo eixo dos z. 

2. Aehar a area comprecndida entre a parabola y = + 1 e a linha reta 

y = 3 -p x. 
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3. Determinar a firea limitada pela parabola y- = 02 e pela linha feta y — 1+2. 

4. Achar a area compreendida entre a parabola y = x-& a linha reta y = ax+b. 

5. Empregando os metodos do texto, calcular as integrals 

fb rh 

(a) | (x + 1)* dx, (b) / sen axdr, (c) / cos ax dx, 

J a J a. J a 

seodo a um inteiro arbilrario. 

6. Com as formulas do exemplo 5, juatamente coin as identidades sea 8 x 

« * - g cos 2x, cos+ = ~ " cos 2x, demonstrar quo 


6 b - a sen 2b — sen 2a 

! x dx — — — + — 


r 

/ cos 
J a 


P 

J a 


sen-x dx — 


2 4 

b — a sen 2b ~ sen 2a 


4 


rb 

7. Utilizando o exemplo 1 da pag. 28, calcular I a; 3 dx, fazendo a divisao ero 

J a 

intervalos iguais. 

8. Calcular o valor de f (1 - xpdx (sendo n inteiro), pelo desenvolvimento 

J o 


do parentese. 


3. Derivada 

O conceito de derivada, corao o de integral, e de origem intuitiva. 
Suas fontes sao (1) o problema da construgao da tangenie a urna curva 
dada num ponto determinaclo, e (2), a pesquisa de uma definigao 
precisa, para a velocidade, num movimento arbitrario. 

1. A derivada e a tangente. 

Consideremos, em primeiro lugar, o probleraa da tangente. Seja P 
um ponto sobre uma curva dada (fig. 7). Definixemos a tangente a curva 
no ponto P, de acordo com a intuigao comuin, por meio do seguinte 
processo de limite. Marquemos, alern de P, um segundo ponto, P L , 
sobre a curva. Fagamos passar uma reta pelos dois pontos, reta esta 
secante a curva. Se o ponto P L se mover sobre a curva, dirigindo-se 
para P, a secante tendera para uma posigao limite, a qual e indepen- 
dente do Iado pelo qual Pi se aproxima de P. A posigao-limite da 


f 
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secante e a tangente, e a afirmagao de que tal posigao-limite existe 
equivale a hipotese de que a curva possui tangente definida ou diregao 
definida no ponto P. (Empregamos a palavra “hipotese” porque, efe- 
tivamente, fizemos uma. A hipotese da existencia da tangente verifica- 
66 nas curvas mais simples, mas, de forma alguma, pode ser genera- 
lizada para t6das as curvas, ou mesmo para tfidas as curvas contumas). 

Uma vez que representamos a curva considerada por meio de uma 
funeao y — f(x), surge o problema de representar analiticamente o 
y processo geometrico de limite, uti- 

lizando a fungao f(x). Imaginemos 
* o angulo que uma linha reta l faz 

/ com o eixo dos x, corao sen do aquele 

f(x) de que a parte positiva do eixo deve 
^ > girar, na diregao positiva da rota- 

gao a) , a fim de ficar paralelo, pela 
primeira vez, a reta 1. Seja <n o 

q ‘ — *- x angulo que a secante PP\ faz com 

a parte positiva do eixo dos x (fig. 7) 

Fig 7. — .Corda e tangcule at 

e a o angulo que a tangente forma 
com o mesmo eixo. Se pusermos de lado o caso da tangente perpen- 
dicular, temos 

lim = a, 
pi-*p 

onde o significado dos sunbolos e perfeitamente compreensivel. So 
x, y [ = f(x)] e x u yi [-/(xi)] forcm coordenadas dos pontos P e Pi, 
respectivamente, temos imediatamente 1 (2) 

yi - y JVi) - 1(3 . 0 


Fig 7. — .Corda e tangcule 


Xi - X 


Xi - X 


e, assim, o processo-limile estudado sera representado pela equagao 

KxJ-M 

lim — — = tg a. 


(1) Xsto 6, a uma direfao tal que uma rotafuo de tt/2 o obrigue a coincidsr com o eixo das y poso 
tivos; ou, em outras palavras, no sentido contrfirio ao do movimento dos ponteiros de uni reldgic, 

( 2 ) A fim de que esta equagao tenha significado, devemos admitsr 0 < l x - xx | <5, sen do 5 
escoihido suficientemente pequeno. Nos processoa-limite que seguem, muitas ySzes forernos, tAcita- 
mente, hip6teses correspoudentes. 
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A expressao 


f(z 1) - fix) _ yi-y = Ay 
Xi — x x± — x Ax 


sera denominada quocienie das diferengas da fungao y = /(®)j VJS lo que 
os sfmbolos Ay e Ax designam as diferengas das fun goes y = J(x) e 
da variavel independents x. (Do mesmo modo que na pag- 79 , o sim- 
bolo A iodica urn a. abreviagao da diferenga, e ntio urn fator.) A tan- 
gente dc a, angulo de diregao da curva fl) , e, portanto, igual ao limite 
para o qual tende o quociente das diferengas da fungao considerada, 
quando Xi tende para x. 

Cliainaremos este limite a derivada ® da fungao y = I( x ) no ponto 
x e, de acordo com a notagao de Lagrange, empregaremos para repre- 

senta-la o sfrnbolo y' = f ( x ) ou v", ou ~ /(r), de conformidade 

dx ax ax 

com Leibnitz. Na pag. 100 , disci) t.iremos detalhadamente o signifi- 
cado da notagao de Leibnitz. No momento, limitar-nos-emos a assi- 
nalar que /'(a;) indica que a derivada 'e, ela propria, uma fungao de x, 
visto ter ela urn valor definido para cada valor atribuido a x, 110 inter- 
valo em estudo. Tal fato 6 , por vezes, salientado pelo cinprego das 
expressoes fungao derivada ou curva derivada (pag. 99 ). 

Apresentamos, novamente, a definigao da derivada. 


f (x) = lim 


fw-m 


dy df(x) K*i)-Kx) Ay 

_ — — = f (x) = Um = lim 

dx dx *,-.x Xi - x 41-0 Ax 


Six + h) - f{x) 
lim : . 


onde, na ultima expressao, substituimos x } por r. -f- h. 

E impossfvel achar a derivada, fazendo apenas xi = x na expres- 
sao do quociente das diferengas porque, entao, tanto 0 numerador 
como o denominador anular-se-iam, resultando a expressao 0 / 0 , sem 

(l) A lnclinagao ou gradiente da curva £ dada por t gor, d&i empregar-se algumas vczca a pala- 
ce a gradiente para a derivada da fimgao represeatada pels curva. 

(3) O tSrcno coejicienle dijerencial 6 tambfrn usado, principalraeiuc em lextos anligoa. 

(3) A notagao dc Cauchy, Df{x), eocontra-se ocasionalmcnte na bibliograXia. 
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signii’ioado. Ao contrario, a passagem ao limite, em cada caso parti- 
cular, depende de certas operagoes preliminares (transformagao do 
quociente das diferengas). 

Por exemplo, para a fungao f(x) — x 2 , temos (1) 

f(x{)-f(x) X\ 2 ~ X 2 

- = — Xi + X. 

X\ - X XI — X 


A fungao x, + 2 nao e a mesma fungao 


x t — x 


pois x t + x & definida em um 


*1 




ponto em que o quociente — nao o 6 , a saber, no ponto = x. Para todos 

Xl ~ x 

os outros valores de at,, as duas fungoes sao iguais ectre si; logo, na passagem ao 
limite acima indicada onde exigimos, explicitamente, que x, ~ x, obteremos o 


mesmo valor tanto para iim 


como para lim (x x + 2). Como a funcuo 


XI —*x %t £ 

1, +1 c definida e continua no ponto x, = x, podemos fazer com ela o que nao 
seria certo se fizessemos com o quociente, isto 5 , passar ao limite, fazeudo sim- 
plesmente x t =* x. Obtemos, entao, a seguinte expressao para a derivada 

d(x 2 ) 


/'(*) = 


dx 


2 x. 


Levar a cabo tal operagao, isto 6, fornaar a derivada, denomiria-se 
derivar a fungao f(x'). Veremos, mais adiante, como esse processo de 
derivagao pode, efetivamente, ser aplicado a todos os casos iiupor- 
tantes. 

A significagao definida do problema da derivagao de uraa fungao 
dada, mdependentemente da intuigao geometrica da tangente, e da 
rnaior importancia. 0 leitor se lembrara de que, no caso da integral, 
nos liberlamos da concepgao geometrica de area e, ao contrario, basea- 
mos a nogao de area sobre a propria definigao de integral. Aqui, deve- 
mos definir a derivada da fungao y = f(x) como sendo uma nova fun- 
gao y 1 — /' (x) dada pela equagao acima, independentemente da repre- 
sentagao geometrica de y = /(x) por meio de uma curva, desde que 
exista, em todos os casos, limite para o quociente das diferengas. Se 
tal limite existir, dizemos que a fungao f(x) e derivavel. Doravante, 
suporemos sempre que as fungoes com que operamos sao denvaveis, 
salvo mengao expressa em contrario (1) . Devemos observar que, se a 
fungao J{x) for derivavel no ponto x, quando h tende para 0, deve 


0) Ver pag. 89, segunda nota. 
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. . . /(i+)i)-/(i) . . 

existir limite do quociente — , seja com vtuor positivo, 

h 

seja com valor negativo, independente da maneira pela qual h iende 
para 0, isto e, sem qualquer restrigao relativa ao sinal. 

lima vez achada a derivada V (z), tomaremos a diregao que faz um 
angulo a com o eixo dos x positivos, dada pela equagao Ig a ~ f(x), 
como sendo a diregao da tangente a curva, no ponto (r, y). Evitamos, 
assirn, as dificuldades provenientes da iudefinibilidade sob o ponto de 


iy 




Fig, 8. — Tangentes aos gr&ticos de tangoes crescentes e decrescentes. 


vista geometrico, visto basearmos a definigao geometrica sobre a ana- 
litica, e nao vice-versa. 

Nao obstante, a representagao visual da derivada como tangente 
a curva coustitui auxflio importante & compreensao, mesmo nas. dis- 
cussoes anallticas puras. Aceitaremes, assim, o seguinte enunciado, 
baseado na intuigao geometrica: 

Se i' (x)fdr posiliva e a curva for percorrida no sentido dos x crescenlcs, 
a tangente inclina-se para cima e, porlanio, no ponto era queslao, a curva 
sobe a medida que x cresce; se, por outro tado, f' (x) for negatim, a tan- 
gente inclina-se para baixo e a curva cai, quando x cresce (fig. 3). Anali- 
ticamente, esta propriedade e deduzida da observagao de que o limite 


de 


f(x + h) — f(x) „ , ... . 

nao pode ser positivo, a menos que a fungao seja 


crescente no ponto x. Com isto significamos que para todos os valores 
de h suficientemente proximos de 0 o valor de /(z -f h ) sera maior ou 


(1} Examples de caaoa am que esta condi$ao nao 6 satisfelta serao apresenladoa oportunament* 
(fifig. 97). 
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94 IDEIAS FUNDAMENTALS [Cap. 

para definir o processo-limite da derivacao como operaeao purainente 
analitica, independentemente de intuicocs geometricas. Neste caso, 
tambem, sempre faremos, tacitamente, a hipotese da derivabilidade da 
fungao-pnsi^ao, o que efetivamente e necessaiio, para que a nogao de 
veiocidade tenha sentido. 

Como exemplo simples da relagao entre o movimento e a veiocidade, const- 
deremos um corpo que cai livrernente. Comegaremos com a lei, estabelscida expe- 
rimentalmcnte, de que a distancia percorrida por um. corpo em queda livre, no 
tempo l, e proporcionaJ a t 2 e, portanto, pode ser representada por uma fungao 
da forma 

y “ J(f) = at*. 

Como na pag. 91, achamos imediatamente que a veiocidade e dada pels expressao 
/'(/) = 2at, a qua! mostra que a veiocidade de am corpo que cai livrernente cresce 
proporcioualmente ao tempo. 



o segundo membro desta equagao e iguai a -j- x, a -~x + ... 4- a?* -1 , como 
verificamos, seja pela divisao direta, seja pelo emprego da formula da soma das 
progressoes geometricas. Esta nova expressao do segundo membro da equagao e 
uma fungao continue, e, assim, podemos efetuar a passagem ao limite (aq — x) 
pela simples substituigao de aq por x. Cada termo torna-se, exttao, iguai a a?* -1 
e, como o seu numero 6 a, obteremos 


y' — fix) = — — = ax*- 1 , 
dx 


jggB EBB 
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Chegariamos ao mesmo resultado se a fosse um inteiro negativo - j3; dcveraos, 
entretanto, admitir que x na.o seja aulo. Teremos entao 

1 1 

J(x,) -J(x) _ xfi _ xP~X-fi 1 

X^-X X t ~ X X~X x ' 

+ x0~ 2 x, + . . . + x^"' 

x x BxB 

Mais nma vez podemos efetuar a passagem ao Iimite pela simples substituigao 
de Xj por x. Entao, do mesmo modo que anteriormente, obteremos, para limits, 
a expressao 

xB~ l 

y> = - U— = -0x-?~K 

X'P 

Portanto, para valores de at, inteiros e negalivos, a derivada 6 novaincntffl 

y' = ax a ~ l . 


Fiaalmente, chegaremos a mesma formula quando x for positivo e a um nu- 
mero rational qualquer. Suporemos que a = pjq, sendo p e q ambos inteiros e posi- 
tives. (Se um deles for negativo, nao haveria mudanga essential na demonstragao; 
se a = 0 ja conhecemos o resultado, visto que 2 “ e, entao, constante.) Temos, 
entao, 

jf(r i) -J(x) Xi" 1 * - x p,q 

~ sac ....... . t 

— X Xi — x 

Se fizennos x Uq - £ e x^' 3 *= £4, obteremos 

}(x x ) -J(x) _ - P = 4- ... 4- 

xi-x - £ 3 W' 1 4- 4- . . . 4- f 3 " 1 ’ 


Apds esta ultima transformagao, podemos realizar imediatamente a passagom ao 
limite (i a -*iuu, o que da no mesmo, f t — £), vindo a seguinte expressao para valor- 
limite 


ou, finalmente, 


P 

<1 


tn-i 



p 

q 


j\x) = y r = ax'* -1 , 


V 

? 


y p /q X 


I 


que representa o mesmo resultado obtido anteriormente. Deixamos ao lei tor de- 
monstrar que a mesma formula de derivagao e aplicavel, tambfirn, para expoentes 
racionais negativos. Voltaremos a derivagao das potcucias logo que tivermos de- 
senvolvldo a teoria de maneira mais completa (pag. 130). 
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Como ultimo exemplo, consideremos a derlva^ao das fungoes trigonom6tricas 
sen x e cos x. Empreguemos a formula trigonomctrica eiementar 

sen (a + h) - sen x sen x cos h 4- cos x sea h - sen x 
- = - 

cos h - 1 sen h 

= sen i -f cos x . 

h h 

Vimos, no Cap. I, § 7, pugs. 47-48, qne 

sen h cos h — 1 

lira — 1, lim = 0. 

A-.0 h k—*Q h 

Obtemos, entao, imediatamente, para a derivada procurada 

d(sen x) 

y' — - = cos x. 

ax 

A funoao y = cos x pode ser derivada de forma analoga. Paitindo de 

cos ( x + h) - cos x cos h - 1 sen h 

= cos x sen x — , 

h h h 

e, tomando o limite quando h -* 0, temos a derivada 

d(cos x) 

y ' = = -senz. 

dx 

4. Algumas regras fundamentals para derivagao. 

Como no caso da integragao, algumas regras simples, porem fun- 
damentals para a formagao das derivadas, sao conseqlieucia imediata 
da definigao. Se <j>(x) = fix) + g(x), resulta <£' (x) = /' (x) + g' (x); se 
\p(x) — cf(x ) (sendo c uma constaute), teremos ip' (x) = cj ! (x). Sabe- 
mos que 

4>(x + A) - 4>(x) Jjx + h) -fjx) , g(x + h ) - gjx ) 
h h h 

<P(x + h) - 4>(x) f(x + h) ~f(x) 
h ~ C h 

e o enunciado decorre diretamente, pela passagem ao limite. 

De acordo com estas regras, por exemplo, a derivada da fungao 
0(x) = fix) -}* ax -|- b (oude a e b sao 6 foruecida pela 

equagao 


4> (x) =f'[x) -f a. 
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5. Derivabilidade e continuidade das fungoes. 

Conv6m sabermos que, se uma fungao e derivavel, nao ha ncccs- 
eidade de demonstragao especial da sua continuidade. 

Se uma funcdo e derivavel, ela 'e necessariamerde conllnua. 

Com efeito, quando o quociente da diferenga ^ se 

aproxima de um limite definido, a medida que h tende para zero, o 
numerador da fragao, isto e, J(x + h) - f(x) deve, tambern, convergir 
para zero com h; e este fato ex- _ 

prime a continuidade da fungao 
/( x) no ponto x. 

A reciproca desta proposigao, / 

entretanto, 6 inteiramente falsa. \\ 

Nao 6 verdade que toda fungao \ / 

continua admita derivada era / 

qualquer dos seus pontos. 0 ■ V- , 

exemplo mais simples para re- f- 9 ) I I 

futar a hipotese e a fungao 

f(x) = | x |, isto e, /(z) — - x para x is 0 e fix) — x para z SO, cujo gra- 
fico esta representado na figura 9. No ponto x = 0 a fungao e continua, 

mas nao tem derivada. 0 limite de e igual a 1 se h 

h 

tende para 0 por valores positivos e igual a - 1 se h se aproximar de 0 
por valores negativos. Se nao fixarmos o sinal de h, nao existird limite. 
A fungao apresentara, entao, derivadas diferentes a direila e a. esquerda 
do ponto x, e devemos entender por derivada a direita e derivada ct 

esquerda, respec tivamente, os valores limites de ^ ^ quando 

h se aproximar de 0 admitindo somente valores positivos ou negativos. 
A derivabilidade da fungao exige, assim, nao apenas a existencia das 
derivadas a direita e a esquerda, mas ainda que elas sejam iguais. 
A desigualdade das duas derivadas significa, geometricamente, que a 
curvn tem um ponto anguloso. 

Como exemplos de pontos era que uma fungao continua nao e de- 
rivavel, consideraremos aqueles onde a derivada se torna infimta, isto 
e, nos quais nao existe derivada nem a direita nera a esquerda, crescen- 



98 


IDELAS FUNDAMENTAL 


[Cap. 


ff x -i_ }i) _ f/ x ) 

do o quociente da diferenga — ^ alem de qualquer limite, 

quando h- 0. Por exemplo, a fungao y = f(x) = %x = a:*/® d definida 
e continua para todos os valores de x. Para todos os valores de x dife- 
rentes de zero sua derivada e dada (pag. 95) pela formula y' = 

_ /(z + h) —f(.x) ftl/2 

No ponto z = 0 teremos — ^ — ±1 - J - = -y = hr 213 , e constalamos 


logo que a medida que /i — O a expressao nao admite valor limite, 
mas, ao contrario, tende para o «>. Tai estado de coisas pode ser resu- 
mido, dizendo-se que a fungao possui derivada infinita (ou derivada =°), 
no ponto considerado. Lembraremos, entretanto, que isto significa, 



apenas, que, quando h tende para 0, o quociente da diferenga crcsce 
alem de qualquer valor, e que a derivada, no sentido em que a defini- 
roos, realmente nao existe. A representagao geometrica de uma deri- 
vada infinita d uma tangente vertical a curva (fig. 10). 

A fungao y = f(x) = V definida e continua para x ^ 0, tambem 
nao e derivavel no ponto x — 0. Como y nao e definida para os valo- 
res negativos de x , consider a-se somente a derivada a direita. A equa- 

cao = -L mostra que a derivada d infinita e que a curva 

hylh 

toca o eixo dos y na origem (fig. 11). 

Finalmente, na fungao y = = x? 13 temos urn caso em que a 

derivada a direita no ponto x = 0 e positiva e infinita, enquanto a 
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derivada a esqaerda e negativa e infinita, como se deduz da relagao 

m ~ /co) _i_ 

h Hli 

Efetivamente, a curva contmua 
y — 0 : 2 / 3 , tambem chamada pc* 
rabola semicubica ou parabola de 
Neil, tern um ponto anguloso na 
origem, sendo simetrica em re- 
lagao ao eixo dos x. 

6. Derivadas de otdem superior e seu significado. 

A derivada J' (x) de uma fungao e, ela propria, mna fungao de r, 
cujo grafico sera denomiaado curva derivada da curva considerada. 
Por exemplo, a curva derivada da parabola y — x 2 e uma linba reta, 



Fig. 13. — Curvas derivadas de sen i e cos r 

pepresentada pela fungao y — 2x. A curva derivada da senoide y — sen x 
e a co-senoide y = cos x, assim como a derivada de y = cos x e a curva 
y — — senx. (Qualquer uma destas ultimas curvas pode ser obt’da das 
outras, por uma translagao convenienle na diregao do eixo dos x, como 
esta indicado na figura 13.) 
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Como seqiiencia natural, agora podcmos tratar das curvas deriva- 
das, isto e, da formagao da derivada da fungao /' (a) = </>(x). Tal de- 
rivada 


4> (x) = lim 

h-0 


f (x+h)-f'(x) 


desde que ex 1st a realmeate, sera denominada derivada segunda da fuu- 
cao f{x), e a designaremos por f"(x). 

Da mesina forma podemos proeurar obter a derivada de a 
chamada derivada de (erceira ordem de /(x), a qual sera representada 
por/'" ( x ). 0 processo pode ser repetido quantas vezes desejarmos, na 
maior paxte das fungoes important es, chegaudo-se, assim, a derivada de 
ordem n, ou a enegesima derivada / w (x) da fungao primitiva. Em certas 
ocasioes convem cliamar f{x) sua propria derivada de ordem 0 (1) . 

Se considerarmos o tempo t como variavel independents e se re- 
prescntarmos o movimento de uni ponto pela fungao /(Q, a segunda 
•derivada sera flsicamenle interpretada como sendo a velocidade com 
■que a velocidade varia f (Z) ou, como usualmeute se ebama, a acele- 
■r<i(ao. Mais tarde (pags. 153-159) discutiremos a interpretagao geome- 
tries da derivada de segunda ordem em seus pormenores. Notemos, 
poreiu, desde ja, os seguintes fatos: no ponto em que f"(x) e positiva, 
f (.r) cresce juntamente com x; sc, por outro lado, f"{x) for negativa, 
/' (r) decresce a medida que x cresce. 


7. A derivada e o quociente da diferenga. 

0 fato da diferenga Ax, no processo de limite que define a deri- 
vada, tender para 0, e espresso, algumas vezes, dizendo-se que a quan- 
tidade Ax se lortia infinitamente pequena. Tal maneira de dizer signi- 
fica que a passagem ao limite e considerada como um processo durante 
o qual a quautidade Ax pode-se aproximar de zero tanto quanto qui- 
serruos, sem iguala-lo jamais. Na notagao de Leibnitz, a passagem 
ao limite, no processo de derivagao, e expressa, simbolicamente, pela 
substituigao do simbolo A por d, de modo que podemos traduzir o 
simbolo de Leibnitz, para a derivada, pela cquacao 

dy Ay 

j- = lun — . 
dx aj-.o Ax 

{*) Os tfcrmoa segundo, Urcetro, . . n'fjhimo cotficienle dijerencial aao tamh^m Ptnpregados. Ver 
j segunda ncta da p6g. 90. 
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Se, entretanto, quisermos ter uma concepgao clara do significado do 
calculo diferencial, devemo-nos guardar de considerar as derivadas 
como quocientes de duas quantidades efetivamente “infinitamente 

pequenas”. 0 quociente das diferengas — deve ser formado com as 

diferengas Ax, as quais nao sao iguais a 0 .A pos a formagao deste quo- 
ciente das diferengas devemos imaginar a passagem ao Iimite, efetuada 
por transformagao ou por meio de outro artiflcio qualquer. Nao temos 
o direito de supor que, primeiramenle. Ax varie, por meio de algo 
parecido com um processo de Iimite ate atingir um valor infinitamente 
pequeno, mas nao propriamente 0, de modo que Ax e Ay possam ser 
substituidos por quantidades “infinitamente pequenas” ou “infinite- 
simal” dr. e dy, para eritao ser formado o quociente. Tal concepgao 
de derivada e incompativel com a clareza de ideias exigida pela mate- 
matica e, na realidade, destiluxda de qualquer significagao. Para um 
grande nuruero de espiritos simples, indubitavelmente, ha cej'to on- 
canto em admitir esta concepgao, o encanto do misterio que esta 
sempre associado a palavra “infinito” e, na propria gfhiese do calculo 
diferencial, Leibnitz misturou essas ideias mistieas e yogas, com a 
comprcensao clara do processo de Iimite. E verdade que a obscuridade 
que circundou os fundamentos da nova Ciencia nao irapediu quo 
Leibnitz e seus grandes sucessores achassem o caminho da verdade. 
Mas isto nao nos liberta do dever de evitar qualquer ideia confusa 
na construcuo do calculo diferencial e integral. 

<V notagao de Leibnitz, entretanto, nao e apenas alraente em si 
inesma, porem de grande flexibilidade e da maior utilidade. A razao 
e que em muitos calculos e transfonnagoes podemos lidar com os slm- 
bolos dy e dx da mesma maneira que corn os numeros comuns , permitindo 
dar expressoes mais perfeitas a muitos calculos que, sem o seu emprego, 
nao poderiam ser realizados. Nas paginas seguintes, veremos este fato 
repetidamente verificado e, assim, desde que nao esquecamos o carater 
simbolico dos sinais dy e dx, teremos iustificagao para o seu uso livre 
e continuado. 

Para as derivadas de segunda ordem e de ordens superiores, Leib- 
nitz entreviu notaeao muito sugestiva e de grande utilidade pratica. 
Imaginou a derivada de segunda ordem como o Iimite do “quociente 
das segundas diferengas”, da forma seguinle. Alem da variavel x, con- 
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sideraremos xi = x 4- h e x 2 ~ x + 2/z. Tomamos, entao, o quociente 
das segundas diferengas como sendo o quociente das primeiras 
diferengas do quociente das primeiras diferengas, isto e, a expressap 



onde y ~ f(x), yi = f(x {), e y 3 = f(x f). Se escrevermos, tambem, h= Ax 
e y 2 - Ti - Aj[, yi-y = Ay, podemos, apropriadamente, charaar a 
expressao contida no ul timo parentese a diferenga da diferenga de y 
ou a segunda diferenga de y e escrever, simbolicamente, (1) 

^2 - 2 v x + y = Ayj, - Ay = A (Ay) = A 2 y. 


Nest a notagao, o quociente das segundas difereugas sera 



onde 


o denoininador e, realmente, o quadrado de Ax, euquanto, no nume- 
rador, o numero 2 indica, simbolicamente, a repetigao do processo- 
diferenga. Tal representagaG para o quociente das diferengas !2) levou 
Leibnitz a introduzir a notagao 


y" =/"(•?) 


d 2 y d s y 

d? ’ = dx v etC ’’ 


para as derivadas segunda e de .ordem superior e veremos na conti- 
nuagao que ela e satisfatoria e pratica. 


8. Teorema do valor medio. 


A relagao simples que existe entrc a derivada -f- — /' (xj e o quo- 

ox 

cieute da diferenga e importante pai'a muitos fins. Tal relagao e conhe- 


(i) ii =i A 2 nao represents «jn quadrado, pordm, apenas, urn simbolo para a “diferenca da 
diJerenca” on ‘'difcreoQa de seguada ordern”. 

P) Pevetims saliontar que a afirmacSo de que a derivada de segunda ordem pode ser represen- 
tada como o limite do quociente das diferencos de segunda ordem requer demonstrasao, visto termos 
definido a derivada de seguada ordem, nao deste modo, mas como o limite do primeiro quociente 
Ha difcreaqa das derivadaa de primeira ordem. No caso atuai, porSm, aa duos definifoes sao equiva- 
Icntes desde que a derivada segunda seja continua. A demoostrafao nao ser& apresentada, por ora 
visto suio termos, aqui, necessidade particular da meaina. 
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cida como o teorema do valor medio , e e obtida do modo seguinte. Con- 
siderenios o quooiente das diferengas 

/fe) ~ /fe) = A/ 

Xi — Ax 


de uma fungao f(x), e admitamos que a derivada exista em todos os 
pontos do intervalo Xi Ss x ^ x 2 , de modo que o grafico da curva pos- 
sua tangente em qualquer ponto. 0 
quoeiente das diferengas sera represen- 
tado pela diregiio da secante (fig. 14); 
ele e, efetivamento, a tangente do An- 
gulo <x, desenhado na figura. Imagine- 
mos esta secante deslocada paralela- 
mente a si mesma. Pelo menos uma vez 
ela tangenciara a curva, num ponto en- 
tre xi e Xz, isto 6, no ponto mais afaslado O 1 - 
da secante. Logo, havera um ponto inter- 
mediary £ tal, que 


av 



1 





A 


■■ ■ 



§ 


Fig. 14. — Iluatratjao do teorema do valor 
m€dio 


/fe) - /fe) 

XI - x 2 


=m 


Este enunciado se denomina teorema do valor medio do calculo dife- 
rencial. Podemos ainda exprimi-lo de forma algo diferente, observando 
que o numero £ pode ser escrito sob a forma 


5 = + fife - si), 


onde 9 representa um certo numero, entre 0 e 1. Nas aplicagoes do 
leoreina do valor medio acharemos, muitas vezes, que 8 nao pode ser 
deterrainado com aproximagao maior que esta, mas reconheceremos 
que, usualmente, nao ha necessidade de valores mais precisos. 0 teo- 
rema do valor medio, enunciado de forma rigorosa, se exprime do modo 
seguinte: 

Se f(x) for continaa no intervalo fechado x L ^ x ^ x 2 e derivavel em 
todos os pontos do intervalo aberto xi < x < x 2 , exislira, pelo menos um 
valor 9, sendo 0 < 8 < 1, tal que, 

= r [(*!+ - *i)i. 

X-2 - X 1 
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Substituindo-se Xi por i e j s por x -f- h, sera posslve! exprimir » 
teorema do valor medio pela formula 


j(x + h) -f{x) 


= /'(£) == /' (r -h he), x< $ < x + h. 



Desejamos salientar que, embora seja essential a continuidade de 
f(x) em todos os poutos do intervalo, inclusive nos extremos, nao ha 
necessidade de se admilir a existencia de derivadas nos pontos exlre- 
mos. Esta observagao, aparentemente trivial, e efetivamente util em 
muitas aplieagoes. 

Se, em qualquer ponto do intervalo, a derivada deixar de exist ir, 
o teorema do valor medio nao e mais necessariamente verdadeiro. 
Vejamos o exemplo/(z) = | x \ (pag. 97). 

Podemos cornpletar o raciocinio in- 
tuitivo com as consideragoes seguintes. 

Ha, no rnmirno, urn ponto P da curva 
que tem a distaneia maxima da corda 
que une os pontos de abscissas :ti e 0:2 
(fig. 15). Este ponto da curva tern, por 
liipotese, tangente definida. Provaremos, 
entao, que esta tangente deve ser para- 
Iela a corda. Por definigao, a tangente 

e a posigao limite da secante, sendo obtida pela uniao do ponto P a 
um ponto Q da curva, enquanto Q move- sc na direcao de P. Visto que, 
por liipotese, Q nao esta mais longe da corda do que P, a linlia PQ, 
tragada de P para Q, ou corta a corda ou se mantem paralela a mes- 
ma; e isto deve-se verificar, independentemente do lado em que esteja 
situado 0, em relagao a P. A afirmagao, porem, somente e possivel 
se a posigao limite f6r paralela a corda. Se design armos a abscissa de P 
por £, a inclinagao/(£) da tangente em P e igual a inclinagao da corda, 
f(xi) - /fa) 

Xi - x 2 
valor de t no teorema. 

A demonstragao rigorosa do teorema do valor medio e, usualmente, 
desenvolvida do modo seguinte. Prixueiramcnte estabelecemos o teore- 
ma de Rolle, qne e um easo especial do teorema do valor medio: 

Se a fungao for conilnaa no intervalo fechado xq g x gx 2 e de- 


Fig. 15.- — TlustracSo do teorema do 
valo* medio 


Dai podermos tomar, simplesmente, a abscissa de P para 
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rivavel no intervalo aberto xq < x < X 2 , e se, alem disso, 0(xj) = 0 e 
0(x 2) = 0, exislira no minimo um ponto ?, no inlermlo, para 0 qaal 
= 0 . 

Efetivamente, ha pelo rnenos utn ponto £ no intervalo, onde a 
funcao admite o seu valor maximo ou minimo (Cap. I, Apendice I, 
§ 2, pag. 63). Para concrelizar, admitamos que £ seja um ponto em 
que 0(£) tem um maximo, de modo qoe para cada x do intervalo, 
®(:r) 4>{Q. Entao, para cada numero h cujo valor absoluto, j h (, for 

suficientemente pequeno, sera verdade qne <£(£) - 0(£ + h) =£ 0. Se h 
for positivo 

0 (£ + h) - 0(0 < 
h 


se h tender para 0, atraves de valores positivos, obteremos 0'(£) is 0. 

Se, por outro lado, h for negative, J — ^ 0 e, entao, se h 

tender para 0 atraves de valores negativos, obteremos 0' (£) ^ 0. 
Comparando as duas desigualdades, constatamos que 0'(£) = 0, o que 
prova o teorema. 

Apliquemos 0 teorema de Rolle a fungao ® 

0(rr) =/( x) - ~ " 1 E/(a=st) '/(%)]• 

X2 — Xi 

Esta fungao satisfaz, sem duvida, a condigfio — 0(x 2) = 0, sendo 
da forma 4>(x) = f(x) -f ax b, com os coeficientes constantes 

a - e b. Sabemos (pag. 99) que 

X*2 — vL’x 

0'(.r) = /'(*) + a, 


e, pelo teorema de Rolle, teremos 

0 = 0'(i) = /'(?) + a 


para um valor intermediario de A convenientemente determinado. 
Dai tiramos 


f(Q=~a = 


j(n-g) - /(a 1 ) 
^2 - 


ficando demonstrado 0 teorema do valor medio. 


p) Esta funcao, pondo de parte o ffttor in depend cute de x, represents a diatfincia do ponto (*,/(!)] 
da curva, 6 secantc. O lcitor poder6 verilicii-lo fitizinho, imiito facilmoute. 
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Como primeira das rauitas aplicagoes do teorema do valor medio, demons- 
traremos o seguinte. Seja a junQdo f(x) continua no inlervalo jechado a g x S b, 
com derivada f'(x) em iodos os pontos do inlenalo aberto a < x < b. Se f'(x) for posi- 
tiva em. qtialquer ponlo de a < x < b, a junqdo f '(x) 6 monolona cresccnte no inlervalo 
a gx<b. Analogamente , se f '(x) jor negaliva em a < x < b, f(x) sera monolona 
decrescenie. 

Demonstraremos somente a primeira parte da tese, visto que a segtmda pode 
ser feita de modo semelhante. Supoahamos que j'(x) > 0, e que xi e x i> xi sejam 
dois valores quaisquer de x no intervalo feobado. 0 teorema do valor medio per- 
mite escrever 

/(*») -/(*.) = 

onde x, < ( < x* Como ainbos os fa to res da direita silo positivos, segne-se que 
/■(i„) > /( i,) e, portanto, f(x) e monotona crescente. 

9 . Representagao aproximada de fungoes arbitrarias por fun- 
goes Hneares. Diferenciais. 

//•£ 1 

A equacao lim — — = f' ( x ) que define a derivada, e equi- 

h-.o h 

valente as equagoes 

f{x) + h - f(x ) = hf (x) + eh 

ou y + Ay = J(x -f As) = f{x) + j' {x)Ax +- e Ax, 

nas quais e e uma quantidade que tende para zero com h = A.r. Se 
imaginaxmos, por enquanto, 0 ponto x fixo e o acrescimo Ax variavel 
por essa formula, o acrescimo da fungao, isto e, a quantidade Ay 
consistin'! de dois terrnos, a saber, uma parte hf (re), proporcional a h, 
e urn erro que pode ser dimimudo quanto quisermos, relativamente 
a h, tomando-se 0 proprio h suficientemente peque.no. Assim, quanto 
menor for 0 intervalo, em torno do ponto rr, que estivermos consul c- 
rando. tanto mais precisamente a fungao f(x -|- h) (que e fungao de h) 
sera representada pela sua parte linear /( x) + hf (x). A representagao 
aproximada de f(x + h) por uma fungao linear de h e expressa geo* 
metricamente pela substituigao da curva pela tangente no ponto rr. 
Mais tarde (Cap. VII), estudaremos a aplicagao pratica destas ideias 
a realizagao de calculos aproximados. 

Por ora, observaremos de passagem que e possivel empregar-se a 
representagao aproximada do acrescimo Ay pela expressao linear hf(x), 
para estabelecermos uma definigao logicamente satistaforia da nogao 
de “diferencial”, o que foi feito, em particular, por Cauchy. 
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Enquanto que a ideia de diferencial, considerada como quantidade 
infinitamente pequena, nao tern significado, sendo, conseqiientemente, 
futil det'inir a derivada como o quociente de duas quantidades tais, 
podemos, ainda, experimentar atribuir um sentido tal a equagao 
f'{x) — dyjdx, que a expressao dyjdx nao precise ser imaginada como 
puramente simbolica, mas como o quociente efetivo das duas quanti- 
dades dy e dx. Para isto, definiremos primeiramente a derivada f (x) 
por meio do processo-limite, e, depois, consideraremos x fixo, tomando 
o acrescimo h = Ax como variavel independente. Esta quantidade h 
sera denominada a diferencial de i e representada por h = dx. A ex- 
pressao dy = y' dx = hf (x) sera, entao, definida como a diferencial da 
funfao y. Como vemos, dy e um numero quo nada tern a ver com 
quantidades infinitamente pequenas. A de- ^ 
rivada y' ~ f (sc) e, pois, realmente, o quo- 
ciente das diferenciais dy e dx. Este enun- 
ciado, porem, nada tem de notavel; cie e, 
de fato, mera tautologia, um reenunciado 
da definigao verbal. A diferencial dy 6, 
conseqiientemente, a parte linear do acres- 
cimo Ay (fig. 16). 

Nao empregaremos, de imediato, estas q 
diferenciais. Notaremos, todavia, para ser- r s . n>— \ diiarencmi dy 
mos completos, que tarnbern 6 possivel a 

formacao de diferenciais de segunda ou de ordens superiores. Para 
tanto, escolhamos h de qualquer maneira, mas sempre o mesmo para 
cada valor de x. Teremos, entao que dy = hf' (x) e urna fungao de x , 
da qual podemos format nova diferencial. 0 resultado sera a diferen- 
cial de segunda ordem de y, que e representada pelo slmbolo d-y=drf(x). 
0 acrescimo de hf ( x ) sendo [/' (h + x) - f (x)], a diferencial de segunda 
ordem e obtida substituindo-se a quantidade entxe colch^tes pela sua 
parte linear hf"(x), obtendo-se d 2 y = lrf"(x). Podemos, naturalmente, 
prosseguir do mesmo modo, obtcndo as diferenciais de terceira, quarts, 
. . .ordens, de y, as quais podcm ser representadas por h 3 f"(x), h^f'tx) 
e assim sucessivamente. 

10. Observagocs sobre aplicagoes as ciencias naturais. 

Nas aplicagoes da matematica aos fenomenos naturais, jamais lida- 
mos com quantidades definidas com precisao. Se um comprimento 
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inede, exalamenie, uni metro, e questao que nao pode ser decidida por 
simples experiencia e que, conseqiientemente, nao tem “significado 
fisico". Tambem nao ha significado fisico imediato no dizermos que 
o coniprimento de uma barra material e racional ou irracional; pode- 
remos sempre medi-la, com qualquer grau de precisao desejada, e o 
que realmente interessa e saber se e possivel efetuar a medida empre- 
gando apenas numeros raciouais com denominadores relativamente 
pequenos. Assim como o problema da racionalidade ou irracionalidade 
no sentido rigor oso da “matematica exata”, nao tem significado fisi- 
co, tambem a realizagao efetiva dos processos-limite, nas aplicagoes, 
nao passa de uma idealizagao matematica. 

0 rcsultado pratico de tais abstragoes repousa, principalmente, no 
into de que o seu emprego torna as expressoes analiticas mais simples 
c manejaveis. Por exemplo, e, indiscutivelmente, mais simples e conve- 
nieute operar com a nogao de velocidade instantSnea, que e fungao 
de um unico iustante de tempo, bem definido, do que com a de velo- 
cidade media entre dois inslantes diferentes. Sem tais idealizagoes, 
qualquer investigagao racional da natureza estaria condenada a com- 
plicagoes insanaveis, caindo no seu proprio inlcio. 

Xao e nosso intuito, cntrctanto, entrar na discussao das relagoes 
cxistentes entre a matematica e a realidade. Queremos apenas salien- 
tar, visando mellior compreensao da teoria, que podemns substituir a 
derivada pelo quoeicnte das diferengas, nas aplicagoes, e vice-versa, 
dcsde que as diferengas sejam suficientemente pequenas para garantir 
uma aproximagao bastante exata. Tanto o fisico, como o biologista, 
o engenheiro ou qualquer outro que tenlia que lidar com tais ideias 
na pratica, tem o direito de identificar o quociente das diferengas com 
a derivada, dent-ro dos seus limites de precisao. Quanto menor for o 
incremento h = dx da variavel independente, tanto mais precisamente 
ele podera representar o acrcscimo Ay = f(x + h) - f(x), pela diferen- 
cial dy — hf ( x ). Dentro dos limites de exatidao requerida pelo proble- 
ma, costuma-se denominar as quantidades dx — h e dy = hf ( x ) por 
“infinitesimals”. Tais quantidades “fisicamente infinitesimais" tem 
significado preciso. Elas sao quantidades finitas, diferentes de zero, 
escolhidas suficientemente pequenas para a investigagao considerada, 
por exemplo, menores do que a parte fracionaria de um comprimento 
de onda ou menores do que a distancia entre dois lonios de um atomo. 
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De uma maneira geral, tais quantidades sao menores do que o grau 
de precisao desejado. 


Exemplos 


1 * Substituir o enunciado: “No ponto i = f a fungao j{x) nao e derivuvel” 
por outro equivalente, sem empregar a palavra “derivavel”. 

2. Derivar as {undoes seguintes diretaraente, uiilizando a definigao de deri- 
vada: 


(a) 


(i) 


(c) 


M) 


' x + 1 ' ' a : 2 + 2" ' 2x- + 1 sen x 

(e) sen 3x. (/) cos ax. (g ) sen- x. ( h ) cos 2 x. 

A. De terminal- o valor intermediary J do teorema do valor medio para as 
fungoes seguintes, tragando o grafico de cada caso: 

(a) 2cc. (6) i 2 . (c) 5s 3 + 2x. (d) l/(x 2 + 1). (e) x 1 '*. 


4. Demonstrar que o teorema do valor medio nao se aplica as fungoes se- 
guintes, quando os dois pontos tSm sinais opostos, por exemplo, x, <= - 1, x, «= 1: 

(a) l[x. ( b ) | x [. (c) x 2 ' 3 . 

Ilustrar graficamente e comparar com o exercfcio anterior. 


4. Integral indefinida, funqao primitiva e teoremas fundamen- 

TAIS DO CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL. 

Como ja frisamos anteriormente, a conexao existente entre os pro- 
blemas da integragao e da diferenciagao e a pedra angular do calculo 
diferencial e integral. Tal relagao sera, agora, o objeto dos nossos 
estudoa. 

1. A integral como fungao do limite superior. 

0 valor da integral definida da fungao f(x) depende da escolha dos 
limites a e b da integragao. Tanto pode ser fungao do limite inferior a, 
como do superior b. A fim de estudar esta dependencia de modo mais 
preciso, imaginemos o limite inferior a como um rnamero fixo, designe- 
mos a variavel de integragao nao mais por x, mas por u (pag. 82), e 
indiquemos o limite superior por x em vez de 6. para sugerir que de- 
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vemos considerar a variagao do limite superior, pesquisando o valor 
da integral como fungao d£ste limite. Assim, escreveremos 


/■ 


f(u) du — $(x). 


k* 


Chamaremos a fungao $(x) uma integral indefinida da fungao f(x). 

Quando nos referirmos a uma e nao a 
iutegral indefinida, queremos frisar que 
poderiamos ter escolhido qualquer ou- 
tro limite inferior eni vez de a, o que, 
ordinariamente, da um valor diferente a 
integral. Geometricamente, a integral 
indefinida para cada valor de x e dada 
pela area sob a eurva y = /( u) (tracejada 
na fig. 17) e limitada pelas ordenadas 
u — a e u — x, com o sinal determinado 
Fig. 17 de acordo com as regras ja estabelecidas 

(pag- 81). 

Se escolhermos a para limite inferior em vez de a, teremos a inte- 
i al indefinida 

^(r) = / f(u) da 


0 



'/> 


A diferenga 'P(x) - d>(a;) sera dada por 

* a 

f(u) da. 


/; 


que e constante, visto a e a terem sido ambos considerados numcros 
fixos. Portanto 

L'fr) = <$(r) + const.; 


As integrals indefinidas da mesma fungao diferem unicamenle por 
uma conslanie aditiva. 

Podemos, da mesma forma, considerar a integral como fungao do 
limite inferior e introduzir a fungao 

- J f(d) da, 

na qual b e uma quantidade fixa. Novamente, teremos duas integrais 
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com limiles superiores diferentes, b e (3, divergindo sbmente por uma 
constante aditiva %)du. 

2. Derivadas das integrals indefinidas. 

A derivagao da integral indefinida 4(2), em relagao a variavel x, 
nos oonduz ao teorema seguinte: 

A integral indefinida 

${sc) = J /(it) da 

de uma jtmgao continua f(x) possui sempre derivada (x), e, alemdisso , 

i'(x) = fix); 

isto t, a derivagao da integral indefinida de uma. funqao continua dd-nos, 
novamente, a mesma fungao. 





Fig. 18. — DerivacSo da integral iodefinida 


Esla f e a idria fundamental de todo o cdlculo diferencial e integral. 
A demon drogSo, extremamente simples, decorre da interpret agao da 
integral como area. Formemos o quociente das diferengas 

$(x + h) - d>(x) 

~~ ~ii ’ 


e observemos que o numerador 

$(« + h) - 4>(r) = f f(u) du - f f(u) da - f 


’a*4- 


f{u) du 


representa a area limitada pelas ordenadas correspondentes ai ei+it. 

Seja x 0 um ponto entre x e x + h, no qual a fungao /(sc) admite o 
valor maximo, e rj um ponto no qual a fungao assume o valor minimo, 
dentro do intervalo considerado (fig. 18). A area em quests o ficara 
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coatida entre os valores de hf(xo) e hf(x{), que represent am as areas 
dos retangulos com o intervalo entre x e x + h como base e f(x 0 ) e 
f{x i), respectivamente, como alturas. Analiticaraente, 


/(*o) ^ 


$(a; + h) - $(x) 
h 


£/(* x). 


A demonstragSo pode ser feita diretamente, partindo da defiuigao de 
integral, sem apelo a interpretagao geometrica (1) . Para tal, escrevamos 


rx+h 

L f 


f(u)du = lim 


n 


S/(u„) Au„ 

, = i 


onde m 0 = x, u u u- 2 , . . . , = x + h, sao pontos de divisao do inter- 

valo entre x e x + h. Alem disso, o maior dos valores absolutos das 
diferengas An, ~ a v - u,_i tende para zero a mediada que n cresce. 
Desta naaneira, Aujh sera certamente positivo, quer h seja positivo, 
quer negativo. Como f{xf) =i/(u„) S/(r i), e vis to a soma das quanti- 
dades Am, ser igual a h, segue-se que 

1 

/(.r 0 ) S-S/(u„)Au, &/(z i); 


se n tender para o infinito, obleremos as desigualdades enunciadas 
acinia, pois 


1 f x + h 

h], i 


f(u)da ou 


d>(r + h) - $(a) 
h 


Se h tender, entao, para zero, f(x o) e f(x{) tenderao, ambos, para 
o limite f(x), dada a continuidade da fungao. Vemos, pois, imediata- 
mente, que 


(a;) 


<S>(a; + h) - $(as) 
lim T =/(«), 

n 


como asseverava o teorema. 

Devido a derivabilidade de $(x) resulta (§ 3, N. 5, pag. 97) o 
seguinte teorema: 

A integral de uina fungao coniinua f(x) d urns fungao contmua do 
limiie superior. 


(*) 'Ver, tambem, a discuasao posterior, na pag. 127- 
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Para completar, diremos que se considerarmos a integral definida, 
nao como uma fungao do seu limite superior, mas sim do inferior, a 
derivada nao sera igual a /(re), mas sim a -fix). Escreveremos 


<^(x) 


-f. 


/(u) da, 


e entao 


4>'{x) = -fix) 


A demonstragao decorre imediatamente da observagao de que 

•i> 


f /(tz) da = ~ ( 
J x J b 


fid) du. 


3 Fungao primitiva; definigao geral da integral indefinida. 

0 teorema que acabamos de demonstrar estabelece que a integral 
indefinida $(£) da solugao imediata ao problema seguinte: dada uma 
fan(ao f(x), deierminar ouira F(x), tal que 

F'(x) ~f(x). 

Este problema requer a inversao do processo de derivacao. E urn exemplo 
tipico de solugao inversa, tal como ocoTre em muitas partes da mate- 
matica e que ja verificamos ser um metodo matematico muito proficuo 
para a geragao de novas fungoes. (Por exemplo, a primeira exteinto 
da ideia dos numeros naturais foi obtida gragas a necessidade de se 
inverterem certos processos elementares dc calculo. A formagao das 
fungoes inversas levou-nos, por sua vez, a novas especies de fungoes). 

Uma fungao F(x) tal que F'(x) — fix), e denominada funQao primi- 
tiva de fix) ou, simplesmente, primiiim de fix). Esta designagao sugere 
que a fungao f(x) se origina de F(x) por derivagao. 

0 problema da inversao da derivagao ou da determinagao da fungao 
primitiva e, a primeira vista, de carater completamente diverso da 
integragao. Entretauto, sabemos da pag. Ill, que: 

Toda integral indefinida $(x) da fungao f(x) 'e funQao primitiva de f(x). 

Contudo, tal resultado nao resolve inteirameate o problema da 
determinagao das fungoes primitivas, visto nao sabermos se achamos 
i6das as suas solugoes. A questao referente ao grupo formado por todas 
as fungoes primitivas e satisfeita pelo teorema seguinte, as vezes men- 
cionado como fundamental do calculo diferencial e integral: 
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A difer erica enlre duas primitivas Ft(x) e F 2 (x) da rnesma fmigao f(x) 
e. sempre uma conslanie: 

Ffx) - F»(x) = c. 

Assim, de qualquer fungao primiliva F(x) podem-se obler todas as outran 
sob a forma 

F(x ) -f- c 

medianie escolha convenienle da conslanie c. Inversamenle, a expressao 
F,(x) = F(x) + c representa uma fungao primiliva de f(x), para cada 
valor da conslanie c. 

E claro que para qualquer valor da constante c, a fungao Fix) = c 
e uma primiliva, desde que F(x ) o seja. Temos (pag. 96) 

[F[x 4- h) -f c] - [F( x) + c] Fix + h) ~ Fjx) 

’ A = ft 

e oomo, por hipotese, o primeiro membro tende para f(x) quando 
ft — 0,o mesmo deve acontecer ao segundo membro, e, portanto 

£[F(x)+ c}~f(x) = F'(x). 


Para concluir a demonstragao do teorema, resta mostrar que a 
diferenga das fungoes primitivas e, sempre, uma constante. Seja a 
diferenga 

Fi(x) - F 2 {x) = G(«) 


da qual formamos a derivada 


G‘ ( x ) = lim 

h . — * 0 


P 


(sc 4- ft) — El (a) F 2 (a; 4- ft) — F-_ 


h 


-]■ 


Ambas as expressoes do segundo membro, por hipotese, tern o mesmo 
limite f(x), quando ft-* 0; logo, G'(i) = 0, para todos os vaiores de x. 
Entretanto, uma fungao cuja derivada 6 nula em tixla a parte deve 
ler um grafico cuja taugente e sempre paialela ao eixo dos x, isto e, 
deve ser constante. Teremos, entao, G{x ) = c, como tinhamos enun- 
ciado. Este ultimo fato pode ser verificado por meio do teorema do 
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valor medio, sem recorrermos a intuigao. Aplicando o teorema do valor 
medio a G(x), teremos, com efeito: 

G(x 2 ) - G(xi) - (*a - xOG' (S); Xi < t < x z . 

Ja ssbemos, porem, que a derivada G' (x) e nula para todos os valores 
de x, e, portanto, em particular, para £. Deduz-se imediatamente que 
G!ii) = G(x 2 ). Desde que Xj e x 2 sejam valores arbitrarios de x no 
intervalo considerado, G(x) deve ser constante. 

Combinando o teorema que acabamos de provar com o resultado 
do n.° 2 (pag. Ill), podemos enunciar o seguinte: 

Qualquer fungao primilwa F(x) de uma fungao dada f(x) pode ser 
represenlada por 

F{x) = c + $(x) = c + I f{u) da, 

J a 

o tide c e a suo conslanles, e, reclprocamenle, para quaisquer valores cons- 
tanles de a e de c, escolhidos arbilrariamenle, ial expressao sempre repre- 
senlard a fungao primitiva. 

Podemos supor facilmente que a constante c pode, em geral, ser 
omitida, porque, mudando-se o limite inferior a, altera-se a fungao 
primitiva por uma constante aditiva. Em muitos casos, contudo, nao 
se obtain Iddas as fungoes primitivas se omitirmos c, como mostra, 
por exemplo, f(x) = 0. Para esta fungao a integral definida do N.° 1 
(pag. 110) e sempre nula, independentemente do limite inferior; entre- 
tanto, qualquer constante arbitraria e fungao primitiva de j(x) = 0. 
A fnngao /(x) = Vx, proporciona um segundo exemplo. Esta fungao 
e definida s am ente para os valores nao-negativos de x e a sua inte- 
gral indefinida e 


$ 0 ) 




e verificamos que, qualquer que seja a forma pela qual escolhermos o 
limite inferior a, a integral indefinida <t>(x) e sempre obtida de|(x) 3/a 
pela adigao de uma constante menor ou igual a zero, a saber, a cons- 
tante - |(x) 3/2 . Entretanto, fx 3/2 +16 tambem uma fungao primi- 
tiva de Vx. Assim, na expressao geral da fungao primitiva nao pode- 
mos dispensar a fungao aditiva. A relagao achada permite darmos 
uma extensao a ideia de integral indefinida. Chamaremos, daqui para 

diante, qualquer expressao da forma c + <f>(x) = c + f f{u ) du , uma 
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integral Indefinida de /(a). Em outras palavras, nao faremos distinfao 
entre jutiQao primiliva e integral indefinida. Nao obstante, para que o 
leitor tenha uma concepgao clara sobre as relagoes existentes entre 
estes conceitos, e absolutamente necessario que, antes de tudo, grave 
bem no espirito que integragao e inversao de derivagao sao duas coi- 
sas completamente diferentes, e que so o conhecimento do parentesco 
entre as mesmas nos autoriza a aplicar o termo “integral indefinida” 
tambem it fungao primitiva. 

A integral indefinida e usualmente representada por uma notagao 
que e, talvez, um pouco obscura. Escrevemos 

F(x) = c + J /(«) da = J f(x)dx; 

isto 6 , omitimos tanto o limite superior x como o inferior a e a cons- 
tante c, alem de empregarmos a letra x para a variavei de integragao. 
Seria melhor, na realidade, evitar esta ultima troca, para evitar pos- 
siveis eonfusoes com o limite superior x qne e a variavei independente 

de F{x), Usando a notagao J f(x)dx nao devemos perder de vista a 


indeterminagao contida 11a mesma, isto e, Sste simbolo representa, 
sempre, scunente uma integral indefinida. 

4. Emprego das fungoes primitivas na avaliagao das integrals 
definidas. 


-/ 


Suponhamos conhecida uma fungao primitiva qualquer F(x) = 
J(x)dx da fungao f(x) e que buscamos 0 valor da integral de- 


j p 

inida J 


finida j f(u)du. Sabemos que a integral definida 




=/: 


/(«) du. 


sendo, tambem, uma fungao primitiva de f(x), pode diferir de F(x) 
somente pela constaute de sua adigao. Conseqiientemente 

$(x) = F(x) 


c. 


ficando imediatamente determinada a constante de adigao c, se lem- 


brarmos que a integral indefinida $>x 


/: 


f(u)du se anuia para x = a. 
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Obtereinos, entao, 0 = $(a) = F(a) 4- c, donde c = — F(a ) e 
— F(x) — F{a), Em particular, para x = b, teremos: 


/: 


f(a)da = F(6) - F(a), 


que nos da a seguinte importante regra: 

Se F(x)/or a mafungao pruniliva qualquer de f(x), a integral definida 
de f(x) mire os limiles atb« igual d diferenra F(b) - F(a). 

Se usarmos a relagao F' (z) — fix), podemos escrev&-la sob a forma 


m - m 


= C F'{x)dx = f^dx. 

J a dx. 


Esta formula pode ser compreendida diretamente e demonstrada com 
facilidade. Dividamos o intervalo a gr £b em subintervalos Axi, 

A F 

Ax-, .... Ax„ e consideremos a soma 2 - — Ax,. For um lado, esta 

Ax v 

soma 4 simplesmente 2 A F = F(b) - F(a), independente de subdivisao 
particular; dal seu limite F(b) - F(a). Por outro lado, porem, o seu li- 

mite 6, aiada, igual a j' F' ( x ) dx, como se deduz do teorema do valor 


medio. Tetncs, entao, AF/ Ax, = F’ (£,), onde representa um ponto 
intermediario entre os extremos x y ~i e x v no intervalo Ax,. A soma sera, 
pois, igual a 2 A x,F ; (G) e, pela definigao de integral, esta expressao 
r‘b 

tende para o limite / F' (x)dx, a medida que as subdivisoes se vao 

J 1 


tornando cada vez mais delgadas, como estabelece a formula. 

Nas aplicagoes da regra, usamos seguidamente o slmbolo | para 
representar a diferenra F(b) - F(a), isto e, escrevemos assim 


j: 


f(x)dx = F(b ) - F{a) = F{x ) 


indicando o trago vertical que, na expressao precedente, devemos 
substituir x, primeiro por b, e, depois, por a, formando, entao, a dife- 
renga entre as quantidades resultantes. 


5. Exeinplos. 

Estamos agora em condigoes de ilustrar, com alguns exemplos sim- 
pies, as relagoes existentes entre a integral definida, a integral indefi- 
nida e a derivada, as qua is acabamos de estudar. Cada formula de 


j 

t 


! 

i 

! 


! 

! 


i.' 

I 


k 
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integracao, demonstrada diretamente no § 2 (pag. 82), permite, em 
face do teorema da pag. Ill, a dedugao de uma formula de derivagao. 


A. fSrmula de iutegragao 



1 

a + 1 


(fc+l _ a «+i) 


para qualquer quantidade racional o 4 1 e para todos os valores positives de 
a e b, obtida na pag. 86, nos da 


/. 


da 


1 

— — (a^d - 1 - a«+l), 
<x -j- J- 


se substituirmos a variavel de integragao por ueo limite superior por x. Do teorema 
fundamental deenrre que o segundo membro desta expressao e uma fungao primi- 
tiva do integrando, isto e, a formula de derivagao 

d 

— 2“+! = (a4 l)m°= 

(lx 


serii valida para todos os valores racionais de a rf: — 1 e para todos os valores po- 
sitives de x. Por substituigao direta, verificamos que esta ultima expressao tarnbem 
se verifica para a. — — I, se x > 0. O resultado coincide com o que achamos pela 
derivagao direta (pag. 95). Assim, empregando o teorema fundamental, depots de 
efetuada a integragao, pode-se evitar o inedmodo da derivagao. 

A formula de integragao (pag. 87) 



cos u du. = sen x — sen a 


conduz a — sen x = cos x, em comcidencia com o resultado encontrado na pag. 96 . 
dx 

Recipro camente, podemos considerar cada formula de derivagao, diretamente 
demonstrada, F’{x) = j(x), como decorrente da relagao que existe entre a fungao 
primitiva Fix) e a fungao derivada j(x), isto e, podemos cneara-la como formula 
para a integragao indefinida e, depois, obter da mesma a integral definida de j{x), 
como fizemos na pag. 117. Elate metodo e empregado com freqiiencia, como vere- 
mos no Cap. IV (pag. 205). Em particular, pode-se partir dos resnltados obtidos 
no § 3 (pag. 94), obtendo-se as formulas relativas as integrals do § 2 (pag. 82), 

d 

em face do teorema fundamental. Por exemplo, sabemos que — a?»+l = (a + l)z« 

dx 


2* + l 

(pag. 95). Logo, e uma fungao primitiva ou integral indefinida de desde 

o + 1 

que ct 1, e chegamos novamente a formula relativa a integral acima, pela pa- 
gina 117. 
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Exemplos 


1- Decluzir as integrais correspondentos as derivadas dos Exemplos 2 e 3 
da pag. 109. 

r l dx rl 2 xclx 

2. Avaliar fa) / - — . (6) / 

J 0{£ + 1 )- Jo(l- + 1 )“ 

3. Com os dados do exemplo 2, e partiado da definigao de iategra! definida, 
demonstrar que 


1 1 

(a) ii ln H f- . . . + 

«-=» a + 2)- 


(i) lim iv 


r + U* (n 1 + 2-;- 


+ . . . + 


J-U. 

GnF J 2 

n 1 

Ur' 4- rv, 2 J i 


5. M FTODOS SIMPLES DE INTEGRACAO GRAFICA 

Uraa integral definida ou furigao primitiva de f(x') e uma fungao 
y = F(x) que pode set considerada, nao somente corao area, mas, coroo 
qualquer outra fungao, pode, tambem, ser representada graficamente 
por uma curva. A definigao sugere a possibilidade imediata de se cons- 
truir tal curva aproximadamente, obtcndo-se, assim, o griifico da 
fungao integral. De inicio, lembrareroos 
que tal curva nao e unica, visto que a 
con stan te aditiva faz com que ela se des- 
loque, paralelamente a si mesma, na di- 
regao do eixo dos y. Podemos, pois, es- A 

tabelecer que a curva integral passa por / 

um ponto arbitrariamente escolhido, por /i 

exemplo, pelo ponto de coordenadas a ■= 1, 0 ~t x, x 2 x 3 '"*& 

y = 0, se x = 1 pertencer ao intervalo Fig , 19 ._ Iotegfa?So 
para o qual/(ir) e definida. A curva fica, 

pois, detcrminada, pela exigencia de que, para cada valor de x, a sua 
diregao seja dada pelo valor correspondente de f(x). Para se obter uma 
construgao aproximada que satisfaga tais condigoes, procuraremos de- 
senhar, nao propriamente a curva y — F{x), mas sim um contoruo 
poligonal (linha quebrada), cujos vertices estejam, verticalmente, em 
correspondence com os pontos de divisao do eixo dos x, previamente 
escolhidos, e cujos lados tenham, aproximadameute, a mesma diregao 
que o segmento da curva integral, situado entre os mesmos pontos 
de divisao. Para isto, dividamos o intervalo considerado do eixo dos ® 
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por meio dos pontos x = l, X\, x«, . . . em certo numero de partes, 
nao necessariaznente todas iguais, e, pelos pontos de divisao, elevemos 



Fig. 20. — rntcgmcSo gr&fica de Vx 

paralelas ao eixo dos y. Tracemos, entao, pelo ponto x — 1 , y = 0 
(fig. 19), a linha reta, cuja inclinagao e igual a /( 1); pela intersegao 

desta com a linha x = X\ tragarenios 
outra linha com a inclinagao /(xj); 
pela intersegao desta com a liuha 
x — x% tragarenios a reta com a in- 
clinagao /(rr 2 ), e assim sucesslva- 
mente. Na pratica, eleva-se a orde- 
nada relativa a curva y = J{x), em 
cada pouto de divisao, projetando- 
a sSbre uma paralela qualquer ao 
eixo dos y. Para fixar ideias, supo- 
nhamos erne as ordenadas foram 
projetadas sobre o pnipcio eixo dos 
y. Obtcremos, entao. a diregao da 
Fi ff . 2i.— integrafSo er4fi«a dc * curva integral, uniado O ponto de 

coordenada x — 0 e y = f(x) ao ponto x — - 1, y = 0. Transporlaudo 
essas diregoes paralclainente a si mesmas, obtcremos o corttorno 
poligonal cujos vertices eslao situados, verticalmeote. cm correspon- 
dence com os pontos de divisao do eixo dos x, e cujas diregoes coin- 
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cidem com as la curva integral, no inicio de cada intervalo. A poll- 

gonal pode representar a curva integral com o grau de aproximagao j 

desejado, tornando-se a subdivisao do intervalo suficientemente grande. J 

A precisao do tracado pode ser comprovada escolliendo-se, nao a dire- J 

gao de cada segmento do poligono no ponto inicial, mas sim a do ponto 

xnedio do intervalo correspond ente (figs. 20 e 21) (1} . | 




A construcao descrita, aplicada a fungao ;/(x) — x, foi efetuada na figura 21 . 
Ela nos da, pela integragao grafica, uma aproximagao da curva integral, que 6 
a paralela y — ]/%. Alera disso, a figura 20 apresenta uma aproximagao da 

curva Integral da fungao j(x) = 1/x. Esta integral, que nos foruecera a fungao- 
logaritmica, sera estudada, posteriormente, com grande minucia. Finalmente, 
lembramos ao leitor a convenieucia de resolver, por si mesmo, alguns outros exem- 
plos, corao, v. g., integrar, graficainente, sen x e cos x. 

Exemplo 

1. Construir as seguintes curvas integrals, por iutegragao grafica, com inter- 
valos h = 1/10: 

(a) f X * 2 dz (0^^ 2). ( b ) f* -dx{ ISrg 2). 

J o J i x (i) 2 

(c) ( X — - dx (0 g x :£ 1). 

Jo 1 + x- 

r 1 1 

Avaliar, era particular, / dx. 

J o 1 + r 



6. OBSERVApOES SOBRE AS RELAQOES EXISTENTES ENTRE INTEGRAL 

E DERIVADA 

Antes de estudarmos, sistematicrarnente, as relagoes deduzidas no 
§ 4 ! (pag. 109), considera-las-emos sob outro ponto de vista, estrita- 
mente relacionado com a c.oncepcao intnitiva de densidade e outros 
concertos ffsicos. 


(i) Mencionaremos, de passagera, que a integragiio gi-ufica (isto I, a determinagao do graft co 

de F(x), fungao primitiva de J(x) quo tambern e dada por um grufico) pode ser rcalizada por meit> 
de um aparelho mecioico. o integrato. Um ponteiro percorre a curva enquanto uma pena traga, 
nutomaticamentQ, uma das curvas y => F{x), para a qual F'(x) =» j(x). A radeterminagao da coos- 
tante de integracao 6 traduzida por certa arbitrariedade na posigSo inicial do aparelho. Artiffcios 
gernis de cfilculo, relatives A integracao, encontram-se nas obras: Clilculo Integral, pigs. 214-217, 
de K. Williamson (Ed. Longmans); Dictionary oj Applied Physics, voi. ITT, piigs. 450-457 (Ed, Mac- 
millan, 1923). 
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1. Distribuigao de massa e densidade. Quantidade total e quan- 
tidade especifica. 

Suporemos que uma massa qualquer e distribulda ao longo de uma 
linha reta, o eixo dos x, de uma maneira continua. • orem, nao obri- 
gatoriamente imiforme. Imaginemos, por exemplo. uma coluna verti- 
cal de ar sobre a superflcie de area 1. Tomartmos para eixo dos x 
uma linha vertical e, para origem, o panto da vertical situado na su- 
perficie da Terra. A massa total, localizada entie duas abscissas X\ 
e x z , & determinada por meio da chamada fungao-soma F(x), da se- 
guinte maneira. Medem-se as distancias a partir do ponto inicial de 
distribuigao de massa, x = 0, sobre a vertical, e reprcsenta-se a massa 
total, compreendida entre as abscissas Dei, por F{x). 0 incremento 
sofrido pela massa, entre as abscissas e x 2 , e dado, entao, pela for- 
mula 

F(x 2 ) - Fix,)- 

assim, o incremento recebe urn sinal que mudara se x, e x 2 forem 
trccados um pelo outro. 

A massa media, por unidade de comprimento, entre x, e x 2 sera 

Ffe) - F(x,) 

X2 — 

Se admitirmos que a fungao Fix) e derivavel, quando x 2 — x, est.e valor 
tende para a derivada F' (aq). Tal quantidade e, precisamente, o que 
denominamos usualmente massa especifica ou densidade de distribuigao 
no ponto Xi. dependendo o seu valor, naturalmente, do ponto parti- 
cular escolhido. Entre a densidade fix) e a fungao-soma F{x) existe, 
portanto, a relagao 

F(x) = J*f(u)da-J(x) - F'ix). 

A funQdo-soma e uma fungao primiiiva da densidade, ou, o que vem 
a dar no mesmo, a massa e a integral da densidade e, reciprocamente, 
a densidade 'e a derivada da fungao-soma. 

Esta mesma fungao e encontrada, com muita freqiiencia, na fisica. 
Por exemplo, se designarmos por Q(l ) a quantidade total de calor 
necessiiria para elevar a unidade de massa de uma substancia, da 
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2. Aplicagoes. 

A relagao entre a fungao-soma primitiva e a densidade de distri- 
buigao talvez se tome mais clara quando verificarmos que, do ponto 
de vista dos fatos fisicos, os processos-limite de integragao e derivagao 
representam, apenas, uma ideah'zagao abstrata, nao exprixnindo algo 
palpavel na natureza. Ao eontrario, no reino da objetivagao fisica pode- 
mos formar, em lugar da integral, somente uma soma de quautidades 
muito pequenas e, em lagar da derivada, o quociente de quautidades 
igualmente muito pequenas. As quautidades Arc se mantem diferentes 
de 0, sendo a passagem ao limite Ax-'O apenas uma simplificagiio 
matematica que nao prejudica, essencialmente, a precisao da repre- 
sentagao simbolica dos fatos reais. 

Como exemplo, retomemos a coluna vertical de ar. De acordo coni 
a teoria atomica, sabemos qnc nao podemos idealizar a massa distri- 
buida segundo uma fungao contlnua de x. Pelo eontrario, somos levados 
a admitir (e isto representa, tambem, uma bipotese simplificadora) que 
a massa se distribui ao longo do eixo dos x sob a forma de grande 
numero de pontos moleculares situados muito proximos uns dos ou- 
tros. A fungao-soma F(x) nao sera, entao, uma fungao oontinua, mas 
tera urn valor constante no inter valo entre duas moleeulas, dando urn 
salto desde que x atinja o ponto ocupado por uma molecula. 0 valor 
deste salto sera igual a massa da molecula, sendo a distancia media 
entre moleeulas, de acSrdo com os resultados estabelecidos pela teoria 
at&mica, da ordem 10~ 8 cm, Se tivermos que realizar qualquer mc- 
dida na coluna de ar de que nos estamos ocupando, sendo considera- 
das despreziveis massas moleculares da ordem 10~ 4 , a fungao dada nao 
podera ser distinguida de uma fungao contlnua. Efetivamente, se es- 
oolhcrmos dois valores x e x + Ax, cuja diferenga Ax seja menor do 
que 1(T 4 cm, a diferenga entre F(x) e F(x + Ar) sera igual a massa 
das moleeulas do intervalo. Como o numero destas moleeulas 6 de 
ordem 10 4 , os valores de F(x) e de F(x + Ax) serao, em tudo que 
disser respeito a nossa expericncia, iguais. Assim, consideraremos 

coeuo densidade de distribuigao, simplesmente o quociente — = 

F(x + Ax) - F(x) . . 

— — ^ . Constitui, com efeito, bipotese fisica importante 

o fato de nao obteraios valores mensuraveis diferentes para este quo- 
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ciente, quando Ax variar entre certos limites, por exemplo, entre 10' 4 
e 10- 5 cm. Imaginemos, agora, que F(x) seja calculada e determinada 
para um grande numero de pontos em torno de 10 -4 cm, e que os 
pontos assim achados sejam ligados por linhas re Las; obter-se-a um 
poligono que, pelo arredondamento dos vertices, proporcionara uma 
cuiva dotada de tangente, variavel continuamente. EsLa curva sera 
o grafico de uma fungao, digamos, de F\(x). Tal fungao, Fj.(x), nao 
pode, dentro dos limites da precisao experimental, ser diferengada de 
F(x), e suas derivadas, dentro dos mesmos limites, serao iguais a 
AF/Ax. Acliamos, assim, uma fungao continua, derivavel, que, para 
as finalidades fisicas, e a fungao F(x). 

Talvez seja conveniente discutirmos ainda um outro exemplo dos 
conceitos de fungao-soma e densidade de distribuigao. Na estatistica, 
por exemplo, na teoria cinetica da materia ou na biologia estatistica, 
fetes conceitos ocorrem freqdentemente, sob uma forma na qual a 
natureza da idealizagao matematica e particularmente clara. Imagi- 
ncmos, por exemplo. as moleculas de um gas contido em um recipiente 
e observemos as suas velocidades num dado instante. Seja N o nu- 
mero de moleculas e iV4>(x) o numero daquelas cuja velocidade e menor 
do que x. A relagao entre o numero de mol6culas que se movem com 
velocidade entre 0 e x e o numero total de moleculas sera, entao, 
t>(x). Esta fungao-soma nao e continua, mas sim secionalmente cons- 
tante (1> e, subitamente, cresce de 1/JV quando x, no sen crescimento, 
atinge valor igual a velocidade de alguma molecula. 

A idealizagao que devemos fazer consiste em imaginar o numero N 
como capaz de crescer alem de qualquer Iimite. Admitamos, entao, 
que na passagem ao Iimite, N- a fungao-soma $(x) tende para 
utna fungao-Iimite, F{x), continua e definida. Que fete seja realmente 
o caso (isto e, que possamos substituir <5?(x), com suficiente precisao), 
rcpresenta, sem duvida, uma importante hipotese fisica. Outra hip6- 
Lese, do mesmo tipo, e supormos que a fungao Fix) possui derivada 
F' (x) = /(x), a qual chamaremos a densidade de distribuigao. A fungao- 
soma 6 relacionada com a densidade de distribuigao pelas equagoes 

Fix) = Jj(a)da; F(b) ~ F(a) = Jj(x)dx. 

(») Em aletnao; cap. IX, § 3. 
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A densldade de disfcribuigao e, as vezes, considerada como a pro - 
babilidade especlfica de que uma molecula possua a velocidade x. A 
idealizagao que acabamos de expor exerce papel preponderant^ na 
teoria cinetica dos gases', eriada por Maxwell, e, sob o mesmo aspecto 
matematioo, aparece em muitos problemas atinentes a estatlstica 
matematica. 

7. AtaliaqIo db integrais e teorema do valor medio do 

CALCTTLO INTEGRAL 

Finalizaremos ests capitulo com algumas consideragoes sobre ma- 
teria de inleresse geral, cuja importancia podera ser aquilatada inais 
tarde. Trata-se da avaliagao das integrals. 


1. Teorema do valor medio do calculo integral. 


A primeira e mais simples regra para calcular as integrals pode 
ser enunciada do modo seguinte: se num intervalo a gi g b a fungao 
continua /(.r) for sempre nao-negativa (isto e, positiva ou zero), a in- 
tegral definida 



;er3, tambem, sempre nao-negativa. Da mesma forma, a integral nac 
sera positiva se a fungao nao for positiva em todo o intervalo. A de- 
mons tragao do teorema decorre imediatamente da definigao da integral. 
0 teorema seguinte deduz-se do precedente: se 


m ^o(x) 


em todos os pontos do intervalo a r g b tercmos, tambem, 
j' f(x) dx 1 J g{x) d): 

Devi do a primeira observagao, a integral da diferenga f(x) - g(x) e 
nao-negativa, e, pela regra da adigao (pag. 82), 

J L/W - g{ a?)] dx = J f{x) dx ~J g(x) dx. 

Seja M o maior e m o menor valor da fungao f(x) no intervalo ab. 
A fangao M — f(x) e nao-negativa no intervalo, o mesmo sendo ver- 
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Demonstramos, assim, o teorema: 

Se f(x) e p(x) forem fnriioes conllriuas no intervalo a ^ x 5= b, e se 
p(x) S 0, verifica-se 


’ m D 


f(x)p(x) dx = /{£} / p(x)dx. 


sendo a S j g b. 


2. Aplicagoes. Integragao de x a para qnalquer valor irracional 
de cc. 

0 teorema do valor medio e a equivalents avaliagao das integrals 
facultam, iinediatamente, ampla visao sobre o seguinte fato intuitive 
^ e facilmente compreensiveh o valor da 

,f.£ integral sofre alteragao muito pequenn 
> — v f quando a propria fungao variar. etn cada 

/ f e ponto, muito pouco. Em linguagem pre- 

^ \ c-isa: se em todo o intervalo a%xHkb o 

valor absoluto da diferenga de duas fun- 
goes f(z) e g(x) for menor do que a quan- 
tidade «, a diferenga de suas integrals 

q 1 sera, em valor absoluto, menor do que 

b z e(6- a). Em simbolos, representaremos 

Fig. 22.— Conti nuidade das integrals , _ 

este enunciado da segumte maneira: se 
tivermos | fix) - g(x) ] < «, em todo o intervalo a^x^b, vira 




g{x)dx < e (b — a) 


oa, expresso de outro modo, 

- « (b- a) + J g(x) dx < ^ /(r) dx < J g(x) dx + £(6 - a). 

A figura 22 ilustra o teorema com muita clareza. Para a curva 
y = f{x) tragamos as “curvas paialelas” y = f(x) + «ey = f{x ) - c. 
Por hipotese, a fungao g(x) fica dentro da faixa limitada por tais “curvas 
paralelas”. E claro que as areas limitadas pelas curvas /(cc) e g(x) dife- 
rem entre si por quantidade menor do que a metade da area da faixa, 
area esta que vale 
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J'lM +e]dx -J* [/(a?) -e]dx ~ 2e(b - a). 

Nao necessitaremos apelar para a intuigao. Visto que 
~ e + g{x) < fix) < € 4- g{ x); 

podemos deduzir, empregaudo consideragoes analogas as da pag. 126, 

/ ’b fb rb 

[- « 4- g(x)] dx< f(x ) dx< [g{x) -f e] dx, 

a J a J a 

que, como resultado das regras fundamentals da integragao, assume 
a forma 

/ *& rb rt 

g(x)dx < / f{x) dx < I g(x) dx -f e(b - a); 
a J a J a 

devemos notar que, apenas, substituimos a integral de uma soma pela 

correspondente soma de integrals, observando que 

rb 

I 6 dx = 6 (6 — Ob). 

J a 

Como demonstratjao da impor Lancia deste teorema, mostraremos que, com 
o sea auxflio, poderemos integrar a fungao xr para qualquer valor irracicmal de a, 

r b 

on, mais exatamente, que poderemos calcular a integral indefinida / x a dx. Su- 

J a 

poremos que 0 < a < b. 

Representemos o expoente a. como o limite de uma seqiiencia de numeros 

racionais a 2 , . . a a , . . . , de maneira que a = Iim a n . Neste caso podemos 

n — » 

ndmitir que nenhum dos valores de cr a seja igual a — 1, desde que o proprio a seja 
difereate de - 1. Para a potencia usaremos, pois, a de.fi oi^ao 

or — lim 

71 — * co 

notaado que, por menor que seja o numero positivo € escolhido, sera sempre pos- 
sfvel determinarmos um n suficientemente grande para termos | xr - r“» | < «, 
no intervalo toted ('). 

(J) Tal fato pode ser demonstrado, de maneira muito simples, como segue (ApSndice, I { 3, 
pSg. 69). Lembraudo que x a 6 uma fungao mondtona e fazendo Su ** a a - a, teremos 

[ xa-'x 01 * | = x<^ j l~z s * j ^ (o“ + 6“) ( | 1 - a*» | + 1 ~b s * | ); 

como xT estS situado entre a a eb a , de modo que i “ g a“ + 6 a , teremos, da mesma forma, que 1— z e 
estara situado entre 1 — a Sn e 1 — b Sn e, portanto, | 1 - x Sa | S { I 1 — o S “ | | l~b^ a \ ). De lim =« 

- lim = 1, deduz-seque a ~’ m 

lim 1 1 - a 5a | = lim j 1 - | - 0; 

ra— n-tto 

Se n fSr escolhido suficientemente grande, o segundo membro da desigualdade sera menor do que «. 
Teremos, entuo, | x a '‘ — x a | < e simultaneamente para todos os valores de x no intervalo a ^ x ^ b. 
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Precisamos, agora, somente, aplxcar a relagao acima mencionada as fungoes 
fix) = x° e g{x) — x 3 =, obteado 

/ *■ b fb /*b 

x aa dx < I a f*dx < I x tXB dx + t(b~ a). 

a a «/ a 

As integrals da arobos os membros, porem, podem ser calculadas de acordo com 
o que ioi exposto na pag. 85, dando 


- e {b - a) -f 


1 


1 


— aao+1) 


f b l 

< / X a dx< (Jarn+l _ 4- e (!) - a). 

•J a a„ -+- 1 


Se, agora, fizermos o numero € decrescer contiauamente, tendcndo para 0, os ca- 
lores correspondentes de n ultrapassarao quaisquer limites. As quantidades a„, 
oc «• e 6“*, convergirao, entno, para a, a a e respectivamente, dando o resultodo 
imediato 

r b 1 

/ x“ dx = 

J a 0+1 

Em outras palavras, a formula de integragun que tem lugar para os valores ra- 
cionais de a verifica-se, tambem, para os valores irraciouais do evpncuLa. 

Segue-se dai, em virtude do teorema fundamental da pag. Ill, qua, para 
valores posiLivos de x, a formula de derivapao 

— - x«+l =(a+ l)r* 
ax 

ja verificada para os valores racionais de a, 6 igualmente vdllda para os irracionais. 

Exemplos 

1. Achar o valor intermediario J do teorema do valor medio do calculo inte- 
gral, para as expressoes seguintes, e iuterpreta-los geometricamente: 


c b 


rb ; 

(a) / 1 dr. 

(b) 

/ x dx. 

a a 


J a 

(c) f x‘ dx. 
J a 

(«0 

r b dx 

J a X* 


2. Snponbamos que j(x) e contlnua. Demonstrar, partindo do teorema do 
valor medio do calculo integral, que a derivada da integral indefinida de fix) 
b igual a propria fix). 

3. (a) Calcular /„ = f a+ dx. 0 que 6 lim I a P Interpretar geometries- 

J 0 n — * co 

, m rn 

mente este significado. ( b ) Fazer o mesmo para /» = J x T ' dx. 
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4* Seja a fungao /(£) contfoua para qualquer valor de £, e F(x) definida pela 
equagao 


F(x) = ~f 5 /(r + /) dt, 

Zb J — 5 


onde J 6 um nunaero positivo, arbitr&rio. Demonstrar que: 

(а) a fungao F(x) possui derivada contmua para todos os valores de x\ 

(б) em qualquer intervalo fixado, a g x § b, podsmos fazer | F(x) -j(x)\< e, 
sendo e uma quantidade arbitraria, positiva, prefixada, mediante escolha de i 
suficientemente pequeno. 

5.* Desigualdades de Schwarz para as integrals. 

Demonstrar que para todas as fungoes continuas J(x), g(x) 

f U(x)]-dx f [g{x)] 7 dx > [" f J(x)g(x) <fe] . 

J a J a L Z a J 


APENDICE AO CAPITULO II 

1. E.X 1ST bN CIA DA INTEGRAL DEFINIDA DE UMA FUN Q AO CONTINT'A 

Apresentarcmos, ainda, uma prova de que toda fungao contmua, 
eutre os limites a e b (a < b), possui, sempre, integral definida. Para 
lal, retomaremos a notagao do § 1 (pag. 79) e consider aremos a so/na 

F n = ZM,) Ax,. 

v = I 

Certamente, e verdade que 

Fn = 2f(v,) Az, g S/OOAx, = F\, 

v =* 1 y — l 

onde f{v P ) representa o miniino e f(uj) o valor maximo da fungao no 
subintervalo v. 0 problema eonsiste em provar que F n converge para 
um limite definido, independentemente da maneira particular de sub- 
divisao e da escolha das quantidades desde que, a medida que a 
cresce, o comprimento do maior subintervalo tende para zero. Para 
demonstra-lo, e neeessario e suficiente provar que F n e F n converged) 
para um unico e mesruo limite. 
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Sabemos, dada a continuidade uaiforme de fix}, que, em cada 
intervalo suficien tern ente pequeno, a “oscilagao” |/(u,) — /(?,.) j e me- 
nor do que qualquer niimero positivo e, por menor que ele seja. Desta 
sorte, quando a subdivisao atingix am certo grau, teremos, com certeza 

0 ^ F„ - = S Ax, lf(u r ) < e (b - a). 

— , =i 

Vemos, pois, que, a medida que n crescer, a diferenqa deve couvergir 
para zero, podendo, portanto, contentarmo-nos em demonstrar que 
uma das somas, digamos, F m converge. A eonverg&ncia sera verificada 
desde que mostremos que ! F n — F m | pode tornar-se tao pequena quanto 
quisermos com a condi<;ao de que as subdivides correspondentes (as 
quais nos referirnos conio “subdivisao n” e “subdivisao m”, respecti- 
vamente), ultrapassera deterniinado grau de pequenez. Este grau de 
pequenez e caractcrizado pelo fato de que, para ambas as subdivides, a 
•oscilafao da fungao em cada subintervalo 6 menor do que «(e >0). 
Passemos a uma terceira subdivisao, cujos pontos de divisao conte- 
nham todos os pontos n e m, tornados conjuntamente. Esta nova sub- 
divisao, que tern, digamos, l pontos de divisao, sera representada pelo 
indice l e a soma superior correspondente por F t . Estamos, agora, 
aptos a calcular o valor de | F„ — F m [, determinando, primeiramentc, 
o valor das expressoes | F, t - F t [ e | F m - F L |. Afirmamos que as duas 
relagoes seguintes sao verificadas 

e Fm = Fi 

A demonstracao decorre, imediatamente, do significado das expressoes 
consideradas. Seja, digamos, o subintervalo de ordem v da subdivisao 
n. Este intervalo abrangeraum ou varios subintervalos da subdivisao (; 
os termos correspondentes a estes intervalos consistirao, cada urn, de 
dois fatores. um dos quais sera a diferenga Ax, enquanto o outro, por 
certo, nao exeedera /(u„), nem atingira f(vj. A soma dos comprimen- 
-tos Ax dos intervalos da subdivisao l, que se encontram no subintcr- 
valo de ordem v da subdivisao mais grosseira n, sera, pois, exatamente 
Ax y . Vemos, assim, que o valor correspondente a soma F- t deve estar 
contido entre os limites f(u v )Ax w e /(v^Ax,. Se estendermos a soma a 
todos os n subintervalos, obteremos a primeixa das desigualdades acima; 
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a segunda sera obtida de maneira inteiramente identica, consideran- 
do-se, apenas, a subdivisao m em lugar da n. 

Ja tinhamos visto que F n - F„ < e(b — a); tambem e verdade que 
F m -F z < e(b-a). Das desiguaidades deduzidas acima, para F b 
segue-se, portanto, 

0 ^F n -F t < e(b-a) e 0 e(b-a). 

Assim, tambem, e certo que 

lF-Fl = \(F~Fj-(F-FJI<2e(b-a). 

Esta relagao, em vista de « poder ser escoliiido tao pequeno quanto 
quisermos, mostra-nos, pelo criterio de convergencia de Cauchy (pag. 
40), que a sequSncia de numeros F„ converge, efetivamente. Ao mesmo 
tempo, o raciocmio nos leva imediatamente a constatapao da inde- 
pendence do valor -limite relativamente h maneira pela qual foi feita 
a subdivisao. 

Completa-se, assim, a demonstrapao da existencia das integrals 
definidas das funpoes contmuas. 

0 metodo empregado permite novas dedupoes. file mostra que, 
em muitos casos, e possivel efetuar-se a integrapao por processo-limite 
um pouco mais gcral. Se, por exemplo, f{x) = cj>{x)^(,x) e o iutervalo 
entrc a e b for dividido em n partes pelos pontos de divisao pode- 
rnos empregar a soma mais geral 

em lugar da cxpressao sendo £/ e dois pontos do in- 

tervalo de ordem v, nao necessariamente eoincidentes. A soma acima 
tendera, tambem, para a integral 

Jf(x)dx=J <b(x)ip(;T)dx 

desde que n cresga, e uma vez que o comprimento do noaior subinter- 
valo tenda para zero. 

Enunciados eorrespondentes tern lugar para todas as somas for- 
madas de modo analogo; por exemplo, a soma 

Sv'Wi7P + wT\te, 

, = 1 



V [ 4>(x ) 2 + \p(x)] 3 dx. 




tende para a integral 


IDEIAS FUND AM E NT AT S 


A demonstrafao dSstes fates e identica as anteriores, dispensando, 
por isso, maiores detalhes. 

2. ReLAQAO EUTRE OS TEOREMAS DO VALOR MEDIO DO CALCULO DIFE- 
RENCIAL E BO CALCULO INTEGRAL. 

Entre os teoremas do valor medio do calculo diferencial e do 
calculo integral existc uma relagao simples, a qual se chega pelo 
teorema fundamental (pag. Ill), e que apresentamos como exemplo 
instrutivo do etnprego daquele teorema. 

Tomemos o teorema do valor medio do calculo integral, sob sua 
forma mais particularizada. 

j S(x)dx = (b~a)M). 

Se fizermos J'j(x)dx = F(x), de modo que f(x) — F'(x), o teorema 
que acabamos de escrever assume a forma 


Fib) - F(ci) = ib-a)F’(Z) 
b - a 


Podemos, neste caso, como e claro. escollier para F(x) qualquer 
fungao cuja primeira derivada F‘ (x) ~ j(x) seja continua, ficando as- 
eim demonstrado o teorema do valor medio do calculo diferencial 
para tais fungoes. 

Se coasiderarmos a forma mais geral do teorema do valor medio 
do cfdculo integral, 

Jj{F)p(x) dx = /{?) p(x) dx, 

oade p(x) e uma fuugan continua e positiva no intervalo e fix) uma 
funjao arhitraria, continua, seremos levados ao teorema eorrespon- 
dente, de forma mais geral, do valor mSdio do calculo diferencial. 
Escreveremos 

J f(x)p(x) dx = F(x), isto e, f{x)p(z) = F' (x), 
e 

J p(x)dx = G(a;), istoe, p(x) = G'(r); 


e 
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a formula do valor medio assume, entao, a forma 
F{b)-F(p . ) = [G(b) - 0(a)] /(£), 

F'(x) 

ou, vis to que f(x) = 

Fib) - F(n) F'(Z) 

G(b) - G{a) ~ C' (&' 

onde a =j= b. 

Esta formula, na qual £, mais uma vez, representa um numero 
intermediary entre a e b, constitui o leorema geral do valor medio do 
cdlcalo diferencial. Para a sua verificagao, e evidente que basta admi- 
tir que F(x) e G(x) sao fuugoes contiuuas com derivadas de primeira 
ordem, tambem contlnuas, e que, alem disso, G' (x) seja sempre posi- 
tiva (ou sempre negativa). Em face destas consider agoes, o processo 
completo k reversivel (poderulo, pois, ser invertido). 

Fiualmente, observaremos que na presente discussao do teorema 
do valor medio do calculo diferencial, fizemos hipoteses restritivas 
mais amplas do que as requeridas pelos proprios teoremas (§ 3, n.° 8, 
pag. 103 e, tambem, pag. 203). 

Exeuplo 

1. Moslrar que, se /(x) tivcr dcrivada no intervalo b I i ^ l, a tuDgao pode 
ser representada pcla diterenga de duas fungoes monotonas. 


.vafiteau 






Capltulo III 

DERIVACAO E INTEGHACAO DAS FL'NC^ES ELEMENTARES 

1. REGRAS SIltPLES PARA DERIYAQAO E SUAS APLICAgOES. 

Acontece, usuaimente, na analise superior, e nas suas aplicagoes. 
q ue os problemas de integragao sao mais importantes do que os refe- 
rentes a derivagao, mas esta ultima ol'erece meuos dificuldades do que 
a integragao. Como conscqiieucia, o metodo natural para o estudo do 
calculo diferencial e integral consistira era, primeiramente, aprender 
a derivar as classes mars extensas de fungoes e, depois, em virtude 
do teorema fundamental (cap. II, § 4, pag. 116), tornar os resultados 
obtidos aplicaveis a solugao dos problemas de integragao. Realizar 
este programa, sera a nossa tarefa nas segoes seguintes. De certo modo, 
comegaremos novamente, pois desenvolveremos as derivagoes e Inte- 
gra goes mais importantes, sistemat.icamente, sem apelar para os resul- 
tados obtidos no Ultimo capitulo- Nesta parte do estudo, certas regras 
para derivagao, com as primeiras das quais ja estamos familiarizados 
(pag. 96), serao da maior import&ncia. 

1. Regras para derivagao. 

Admitiremos que, no intcrvalo que estamos considerando, as fun- 
goes f(x ) e g(x) sejam derivaveis. As regras correspondentes enunciara- 
se, entao, do modo seguinte: 

1.* regra. Mulliplicarao por uma constanle. 

Seja c uma constante e ~ cf( x). Neste caso <b(x) e derivavel, e 

4>' (z) = cf (x). 
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Sstc resultado deduz-se imediatamente da relagao 
<f>(x + h)- <j,(x) fix + h) -fix) 
h ~ ° h 

se tomarmos os limites quando h- 0. 

2 a regra. Derivadu de uma soma. 

4> ix) e derivave! quando <£ (x) = fix) + g(x), e 
4>'{x) = fix) + 

isto e, os processos de derivagao e de adigao sao permutaveis. 0 teo- 
reraa se verifica, tambem, pai'a uma soma de um numero finite qual- 
quer, (n), de parcelas 

<H*) = 2 /»(*), 

para o qual obtemos 

4>'(x) = 2 JJ(x). 
p - i 

Deixaremos de lado a demons tragao que, depais do cap. IT, § 3 
(pSg. 88), ficou inteiramente clara. 

3. a regra. Derivada de um produlo. 

A fungao 4>(x) sera derivavel quando <j>(x) — j(x)g{x). Entao, 
<t>'(x) =f(x)g'(x) -f g(x)f(x). 


A demonstragao e deduzida da equagao 

4>ix + h)-<t> (x) fjx + h)gjx + h) -f(x)g( x) 

h h 

= fix + h)g(x + h) -fix +_ h)gjx) + fix + h)g(x) -f(x)g(x) 

h 

g{x+ h)~ g(x) fix + h) -f(x) 

- fix + h) r— — • + g(x) 7 . 


Pode-se efetivar a passagem ao limite h-* 0, diretamente, nesta ultima 
expressao, obtendo-se a formula enunciada. 

A formula adquire aspecto mais elegante se dividirmos ambos os 
membros por <f>ix) = f{x)g{x). Obteremos, entao, 

<j>{x) fjx) g' ix) 

4>(x) fix) + gixf 


i'-) Dftvetnos. naturalnaente, admiLir que 4>{x) seja sempre diferente de zer&- 
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Aplicando repetidamente a formula do produto, encontraremos, 
por indugao.para a derivada de urn produto de n fa tores, umaexpres- 
sao contendo n termos, cada um deles igual a derivada de um dos 
fatore3 multiplicada por todos os outros fatores do produto original. 
Podemos escrever: 

dr 

#'<*) 

= K mix) . . ,JM + h(x)h' (x)fM . . Mx) 

+ - - . + /i(r) f 2 (x ) . . (i) 

n 0 (x) 

-if 

ou, dividindo a) ambos os membros por = / 1 (.r).C(r) . . .f n (x) 
/,'(x) , // ( r) 


<f>(x) 


/i(-r) JsW + ' + /„(i) ,-i/v(x)' 


4. R regra. Derivada de um quccienie. 

Para o quociente 

. . /O) 

<t>(x) = -yr 

verifica-se a seguinte regra: a funjao <£ (r) 6 derivavel em todos oa 
pontos em que g(x ) nao se anula, e 

,, x g(x)f'(r)-o'(x)Kx) 

* w boiF • 

Se rt>(x ) 4= 0, podemos escrever 

4>'{x ) f up ^ g' (r) 

<P (x) / (a:) g (r) ‘ 

Se admitirmos que <£ (i) e derivavel, por liipdtese, poderemos apli- 
car a regra do produto a j{x) = 4> (x) g ( r ), e concluirmos que 

f(x) = 4 >(x) g'(x) +- g[p:)d'{ x). 

fM 

Substituindo ; por c/>(x) no segundo membro e resolvendo a equacao 
em relagao a </>' (x), obteremos a regra acima enunciada. A fim de 


0) Devemos, Daturalmente, admitir que <j> (x) sempro difereate do zero. 
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A ultima destas relagoes deixa ver claramente que a derivada de 
onlem (n + 1) de x n se anula, em qualquer ponto. 

Em virtude das duas primeiras regras, o conhecimento da derivagao 
das poteucias permite, imediatamente, derivarmos qualquer polinomio 

y ~ a 0 + aix + a 2 x- + . . . + a n x n . 

Teremos, . simplesmente, 

y' = ai + 2a 2 .r -f 3 a 3 x 2 + . . . + na^ 1 , 

e, depois, 

y' ' = 2 a 2 + 3 . 2 ci 3 X + 4 . Za^x 2 + • - • + n(n - 1 )dnX n ~ 2 , 


a assim sucessivamente. 

A derivagao de qualquer fungao racional decluz-se, tambem, 
com o auxilio da regra do quociente. Em particular, estabeleceremos, 
uovameute, a formula de derivagao da fungao x n , para n = — m, isto 
e, quando n for inteiro e negativo. A apllcacao da regra do quociente, 
juntameute com o fato de a derivada de uma constante ser nula, da- nos 
o resultado 

d / 1 \ mx m ~ l m 

dx \ x m J x 2n " 

ou, se fizcnnos m = — tl, 

d 

— x n = nx n ~ l 
ax 

que coincide, exatainente, com o resultado encontrado para os valo- 
rem positivos dene com outros resultados ja dedozidos (pag. 95). 


3. Derivagao das fungoes trigonometricas. 


J & deduzimos as formulas 


d d 

y sea x = cos x e y cos x — - sen 
dx dx 

para as fungoes trigonometricas sen x e cos x (pag. 96). 

A regra do quociente permite, entao, derivar as fungoes 


cos x 


sen x 


cos x 


y = tg x = 


e y ~ cotg x — 


scnx 





142 


DER1VA.QA0 E INTJSCiRAgAO 


[Cap. 


Esla ultima formula de integragao, o oposto da regra para a dcriva- 
gao de um produto, foi apresentada aqui, unicamenle, para completar 
o assunto; emprcga la-emcs somente no proximo capitulo (pag. 218). 


2. Integragao das fungoes mais simples. 

Deduziremos, a seguir, as formulas de integragao equivalent.es as 
formulas de d. rivagao das fungoes especiais, que acabamos de estabe- 
leccr. A formula 

d 

— - x n — nx T ‘~ l 
ax 


corresponde a formula de integragao 


/* 


/pit 

'dr = — , n 0. 


Ela signifies, apenas, que a derivada do segundo membro e igual a 
expressao sob o sinal de integral, do primeiro membro. Se substituir- 
mos n por n + 1, obteremos a formula integral 



1 

— T ar n+1 , n=£- 1. 
n + 1 


Esta formula e valida para qualquer valor inteiro do expoente n 
(quando n< 0 ela se verifica somente se x 4= 0), com excegao de 
7i = - 1, caso em que o denominador n+l se anula. Mais adiante 
(pag. 167), estudaremos, detalhadamente, este caso especial. 

0 teorema fundamental do calculo integral permite a utilizagao 
imediata das formulas de integragao na determinagao de areas, isto e, 
no calculo das integrals definidas. De acordo com a exposigao da 
pag. 117, obteremos, desde logo, 

n i 

I x” dx = — — - (6 n+1 - a n+1 ), n 4= - 1, 

J a ft “T I 

onde, se n for negativo, admitiremos que a e b tem o mesmo sinal, 
visto que, se nao o fizermos, o integrando sera descon tirmo, no inter- 
valo da integragao. 

As formulas de diferenciagao das fungoes sen a:, cos x, tg x e cotg x, 
correspondcm as seguintes de integragao: 
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cos x dx = sen x, / sen x dx = - cos x, 


r i r i 

/ — — dx = tg x, / — dx = - cotg x. 
J cos“ x J sen 2 x 


Destas formulas obtemos, pela regra fundamental do Cap. II, § 4 
(pag. 117), o valor das integrals definidas entre quaisquer limites, com 
a unica restrigao que as duns ultimas expressoes, quando emprega- 
das no intervalo de integragao nao devem conter pontos de descon- 
tinuidade no integrando. Por exemplo, 


J, 


cos x dx — sen x 


= sen b - sen a. 


Salientaremos, ainda que, com o auxilio das duas priraeiras regras 
de integragao, estnmos cm condigoes de integrax qualquer polinumio 
cm x e, efetivamente, qualquer combinagao linear, com coeficienle? 
constantes arbitrarios, das func5es ja estudadas. Finalmente, nota- 
remos que as regras de integragao e derivagao devem, de acordo com 
o teorema fundamental, ser equivalentes. Assim, 6 possivel demons- 
trar, primeiramente, as regras de integragao que estabplecemos nest a 
segao e, depois, deduzir delas as de derivagao da tegao precedenle. 
Sera proveitoso para o leitor realizar esta sugestao. 


Exemplos 


1. Calcular o valor nuraerico de todas as derivadas de x ! -x‘, para x = 1. 

2. Qua! sera o valor numerico da deeima priitieira derivada de 

317x“-202x 7 + 76, seixlo x — 13 H? 


3. Diferenciar e eslabelecer as formulas integrais correspoiideiites das seguin- 
tes expressoes: 


(a) ax + b. 

(i b ) 25cx 7 . 

(c) a 4- 2bx -f cx 2 . 

ax + b 

(d) 


ax- + 2 bx + c 

(e) — — . 

aX 1 + 2 j?X + 7 

1 1 


U) 

(s) 


1 - x- 1 + x 2 

C X 8 - Vg x* + 4) (x s + Vs x 4 + 4) 
x ;0 16 


cx 4- d 

4. Seja P{x) = a„ 4- a,x + a 2 x 2 4- ... 4- a„x\ 



(а) Calcular o polinomio Fix), parUndo da equacao F(x) - F'{x) — P(x). 

(б) * Calcular F{x), partiudo de c„ F{x) + CiF'(x) 4- c : F"{x) = P(x). 
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5, Derivar as f undoes seguintes, estabelecendo as correspondentes formulas 
de integracao: 

(al 2 sen x cos x. (c) x tg x. , , sen x 

(e) . 

1 , sen x + cos x x 


1 + tg x 


sea x — cos x 


1 1 . , . , J 

Lembrando que sec x = , co-sec x — , determmar as derivadas dos 

cos x sen x 

exemplos 6-9. 


6. — sec x. 
dx- 


d 3 

8. — co-sec x. 
dx s 


7. — 7 sec x tg x. 

dx~ 


9. — tg x sen x. 
ax' 


10. Determinar o limite quando n -» °a do valor absoluto da derivada de 
ordem n do 1/x, no ponto x ■= 2. 

Calcular: 


11. j (ax + b) dx. 15. y + — y dx. 

12. f tax- + 2 bx + c) dx. 16. f f a cos x -) — 

J J V sen 2 x. 

13. j dJx B + 7x° + 5x 4 4- + 1) dx. 17. J ^a; -f 7 sen x + 


16. / ( a cos x -f- 


y dx. 

—\x. 
x 2 cos-xy 


r / 1 i i ■ 

14. ( - + - + — 

J Va 2 x 3 a: 1 . 


18. / sec x tg x dx. 



I 

i 

* 

? : 


3. F UTvCOES INVERS AS E SUAS DERIVADAS 

1. Formula geral para derivagao. 

Vimos auteriormente (pags. 21 e 67), que uma fungao continua 
y — f(x) possui inversa continua em todo o intervalo em que for mono- 
tona. Mais exatamente: 

Se a ^ x ^ b for urn intervalo no qizal a fungao continua y = f(x) 
for monotona, e se f(a) = a e f(b) = /3. x sera uma fungao de y que, no 
intervalo enire a e ft e univoca, continua e monotona. 

Como ja expusemos na pag. 92, o conceito de derivada propor- 
ciona um uieio simples de reconliecer se uma fungao e monotona e, 
portanto, se possui inversa. Uma fungao derivavel e, eertamente, sem- 
pre mon6tona crescente, se f (x) for maior do que zero, em todo o 
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ongulo a com o eixo dos x positives e o angulo /S com o eixo dos y positivos. Da 
definigao get metrica da derivada, segue-se 

j'(r) -tga, => tg A 

Como a soma dos angulos a e j3 perfaz 
x/2, tg a tg 3 = 1 e esta relagao corresponde 
exatameute a formula de derivagao encontrada. 

Admitimos, ate aqul, expressamente, 
que ou f (x) > 0 o uf ( x ) < 0, isto 6, que 
/' (x) jamais e nula. 0 que aconteceria, 
p rem, se /' ( x ) = 0 ? Se f (a:) = 0 em 
_ _ , , todo o intervalo, a fungao sera constan- 

fig. 1. — Denvacao da Juocao inversa 

te e, conseqiientemente, nao tera inver- 
sa, visto que o mesmo valor de y devc corresponder a todos os valores 
de x no intervalo. Se j" (x) = 0 verificar-se somente para cerlos ponlos 
isolados, e se, por questao de simpli- 
cidade, admitirmos que a funcao 6 
c jutlnua, devemos observar, entao, 
sr ela muda ou nao de sinal ao pas- 
ser por fetes pontos. No primciro ca- 
so, o ponto separa a pai'te monotona 
cresccnte da funcao, da parte mo- 

y>- 

Fig. 2. — Parabola Jig. 3. — Parabola cubica 

notona decrescente. Nas proximidades de tal ponto nao havera fungao 
inversa univoca, de qualquer especie. No segundo caso, a anulagao da 
derivada nao perturbara o carater monotono da fungao y - fix), de 
modo que existe uma inversa unxvoca. Tal fungao inversa, porem, nao 
sera derivavel no ponto correspondente. pois, sua derivada nesta altura 




< 




j 


j 
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6 infinita. As fungoes y = x 2 e y = x 3 , no ponto x = 0, oferecem exem- 
plos dos dois tipos citados. As figuras 2 e 3 ilustram o comportamento 
destas duas fun goes quando passam atraves da origem. As figuras 
mostram, ainda, que y = x 3 tem inversa univoca, ao passo que y = x 2 
nao a possui. 

2. Fungao inversa da pot^ncia. 

0 exemplo rnais simples de fungocs inversas e proporcionado pelas fuocoes 
y = x" para vaiores positives e inteiros de n e, como admitimos ioicialmente, 
valores positivos de x. Neslas condigoes, y' e sempre positiva, de modo que pode- 
remos formar uma unica fungao inversa positiva para todos os valores positivos 
de y 

n.f— . . 

X = My =* y l/ *. 

k derivada ciesta fungao inversa e obtida imediatamente, de acordo com a regra 
gcra! aeima estabelceida, mediante as scguinles transfurniugocs: 

d(y' la ) __ dx _ 1 1 _ 1 1 _ 1 

dy dy dy nx"~ l n y ln ~‘ ),n n ^ ’ 

dx 


e, se dcsignarmos a variavel independente por x, podcremos, por fim, escrever 

dTx d 1 

= _ x u °~ l , 
dx dx n 


que coincide com o resultado obtido, diretamente, na pag. 94. 

O ponto x = 0 requer consideragao especial. Se x se aproximar de 0 atraves 
de valores positivos, d(x lln ) dx. onde n > 1, crescera, naturalmente, alem de qual- 
quer limite. Devido a isto e que a derivada da potfsneia n, /(x) = x“, para n > 1, 
se anula na origem. Geometricamente, quer dizer que as curvas y = x 1/n , n > 1, 
tocam o eixo dos x na origem (fig. 1", pag. 34). 

Para completarmos este estudo, notaremos que, para valores impares de n, 
a hipotese de que x > 0 pode ser omi tida e a fungao y — x u pode ser considerada 
para todos os valores de x, sem perder o seu car a ter mono to no, nem a unidade 

d 1 

da fungao inversa. A formula de derivagao — (y l/ “) — - y 1,n ~ l tem lugar, tambem, 

dy n 

para os valores negatives de y; para x = 0, n > 1, teremos — — = 0, o que cor- 
ax 

responde a uma derivada infinita ( dx(dy ) da fungao inversa no ponto y = 0. 
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3. Fun goes trigonometricas inversas. 

A fim de forinar as inversas das funcoes trigonometricas, conside- 
raremos mais uma vez os graficos de sen x, cos x, tgx e cotg x. Vemos, 
imediatamente, nas figuras 14 e 15, pag. 25, que, para estudarmos 
uma fungao inversa umvoca destas fungoes, e preciso escolher um 
intervalo definido, porque as linlias y = c, paralelas ao eixo dos x, 
cortam as curvas, em um numero infinito de pontos, se as atingirem. 

A derivada y' — cos x da curva y — sen x sera, por exemplo, po- 
sitiva, no intervalo — tt/ 2 < x < t/ 2. Neste intervalo o seno, conse- 



qiientemente, tern uma fungao inversa. Escreveremos a fungao inversa 
do seno sob a forma (1) 

x — arc sen y 

(que se le arco-seno y e significa o angulo cujo seno vale y). Esta fungao 
percorre o espago de — tt/ 2 a + w/2, monotonamente, quando y varia 
no intervalo - 1 a + 1. Se quisermos salientar que estamos tratando 
da fungao inversa do seno para este mesmo intervalo, nos referiremos 
ao valor principal do arco seno. Se formarmos a fungao inversa para 
outro intervalo qualquer, no qual sen x for monotona, por exemplo, 
o intervalo -f- r/2 < x < Btt/2, obteremos “outro ramo” do arco-seno. 
Sem a fixagao do intervalo no qual os valores da fungao devem estar 
situados, o arco-seno e uma fungao plarivoca, e, efetivamente, tem 
uma infinidade de valores. 

Em geral, exprime-se a expressao plurlvoca de arco-seno y dizendo- 
se que a um valor qualquer y, do seno, corresponderao, nao somente 
o angulo x, mas tambem o Angulo 2hv -f- x, assim como (2fe + l)?r — x, 
onde k representa um inteiro qualquer. 

P) Oa livroa inglgses empregam, tambt'm, a notatSo x = sea _1 >. 
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A derivagao da fungao x — arc sen y e obtida com o auxflio da 
regra geral, mediante as seguintes rapidas transformagoes: 

dx I 1 1 1 

dy y' cos a: ± V 1 - sen 2 x~ d= V 1 - y 2> 

onde a raiz quadrada deve ser tomada com o sinal positivo, se nos 
iimitarmos ao primeiro intervalo mencionado (1) . 

Se a variavel independente for, afinal, novamente mudada de y 
para x, a formula de derivagao da fungao arc sen x sera obtida da 
seguinte maneira: 

d X 

~r arc sen x ~ 


admitindo-se que o arco-seno esteja compreendido entre - t/2 e -j-7r/2, 
e que a raiz quadrada tenlia sido tomada com o sinal positivo. 



Para a fungao inverse de y — cos x, designada por arc cos x, obte- 
remos a fdrmula de derivagao 


d 

~r arc cos x ~ 
dx 


1 

Vl ^ 2 


de modo inteiramente analogo. Neste caso, devemos atribuir o sinal 
positivo a raiz sernpre que o valor de arc sen x esteja compreendido 
entre 0 e r (e nao, como no caso do arc sens, entre - t/2 e +tt/2); 
(fig. 5). 

Resta-nos dizer alguma coisa sobre os pontos extremos x = -le 
st — 4~1. As derivadas, nas vizinhanoas destes pontos, tornam-se infi- 



(l) Se, era vez desle, tivSssemOs eacolhido o intervalo t/2 < * < 3r/2, eorrespondente & subali- 
tuipSo de x -j- jr por x, deveriamos empregar a raiz negativa, visto cos x ser negativo neste intervalo. 


DERIVAQAO E INTEGRAQAO 


[Cap. 


nitas, correspondendo as tangentes verticals que as curvas inversas 

dos senos e dos co-senos devem ter nesses pontos. 

Podemos lidar com as fungoes inversas da tangente e da cotan- 

gente, da niesma maneira. A funpao y ~ tg x, cuja derivada l/cos 2 /, 

y ^ para x 3= v/2 + k-x, e sempre posi- 

— — tiva, tem inverse umvoca, no inter- 

yr valo - 7 r /2 < x < tt/2. Chamaremos 

Xi tal funcao inversa x — arc tg y ou 

(trocando as letra x e y), y = arc tg x. 

1 — ^ £ Venios, na figura 6, que a plurali- 

— Z dade original da funcao inversa, isto 

y^y-arctgx' “ 3 

/ e, — a pluralidade que se verificaria 

yo x se o intervalo da fungao nao fdsse 

— ^ ji fixado — e traduzida pelo fato de 

1 que, p ara ca( j a x poderlamos esco- 

Iher, em lugar de y, qualquer um 
/ji dos valores y + kir (onde k e in- 

teiro). A fungao x — arc cotg v, ou 

Fig. 6.— Ftincao inversa da tangcnLc (trocaildo asletras X 6v), V = at'C COtg / 

inversa de y — cotg/, ficara univocamente determinada, se exigirmos 
que sen valor pernianeqa no intervalo entre 0 e ir. As expressoes mul- 
tivocas de arc cotg x sao, por outro Iado, as mesrnas que para arc tg x. 
As formulas de derivagao podem ser deduzidas como segue: 


Fig. 6. — Ftmfao inversa da tangcnLo 


dx 1 1 1 

x — arc tg y, y = y = G0S — i — rrr = ; — . — - 2 ; 
° dy dy 1 + tg-/ 1 + y 2 


x — arc cotg y, y = - sen. 2 / = - - — - -y = -t~. — 

dy 1 + cotg 2 / 1 + y- 

ou, finalmente, se designarmos a variavel independente por x. 


y arc tg x ~ 
ax 1 + x 2 


y arc cotg x = - — — 5. 
dx 1 + r 
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4. Formulas de integragao correspondentes. 

As expressoes que acabamos de estabelecer serao esei'itas da ma- 
neira seguinte, na linguagem das integrais indefinidas: 


r i r i 

/ , , o dx = arc sen x, / — — 5 rfr = 

J yl-ar J Vl-r 

/ 


arc cos x. 


1 + x~ 


</x = arc tg r. 


- — : — - d.r = - arc cotg x. 

1 -1- X" 


Entre as duas formulas da esquerda e as da direita, que cxprimem 
cada integral indefinida sob duas formas que parecem iateiramente 
diferentes, nao ha con trad igao alguma. Lembraremos que, no caso 
das integrais indefinidas, fica a nossa disposicao uma constante adi- 
tiva arbitraria. Se escolhermos tais constantes de modo que divirjam 
de tt/ 2 e recordarmos que tt/ 2 — arc cos x — arc sen x e, do mesnio 
modo, 7t/2 — arc cotg x = arc tg x, a discrepancia aparente entre as 
formulas e imediatamente eliminada. A indefinibilidade e devida, 
simplesmente, ao fato de que a integral indefinida nao 6 uma fungao 
unica, detemiiuada, mas sim uma familia inteira de fungoes que 
diferem umas das outras pela adigao de constantes arbitrarias. As 
equagoes das integrais indefinidas nao estabelecem o sea valor, mas 
sim urn dos sens valores. Como ja observamos, seria mais correto ex- 
primir este fato, incluindo sempre a constante indeterminada. Nao 
escrevcriamos, entao. 

j J(x) dx = F(x), 

mas, sim, J f(x)dx = F(x) + c. 


Por eonveniencia, entretanto, evitarnos usualmeDte esta forma mais 
pormenorizada. 0 leitor, porem, tera o cuidado de nao perder de 
vista a atnbiguidade resultante do emprego da formula abreviada- (ver 
tambem pag. 116). 

Das formulas para a integracao indefinida dedmimos, imediata- 
mente, as formulas seguintes para a integragao definida, como ja o 
ifizemos na pig. 117. Em particular, 


’ b 1 + x 2 

a dx 


arc- tg x 


arc tg b - arc tgo. 






DERIVACAO E INTEGRAQAO 


[Cap. 


Se fizermos a — 0, b — 1 e observarmos que tg 0 — 0 e que tg */4 = 1, 
obteremos a formula nolavel 


r r 1 i 

4 = J o iT5 & * 


0 numero ir, calculado originariamenle como fungao do circulo, I, 





Fig. 7. — Representaeao de */2 como firea 

por esla formula, deduiido de uma relar.ao muilo simples com a funqao 

1 

lacional - — - — n, sendo representado pela area definida indicada nafig. 7. 

1 + x~ 

Exemplos 

x 1 dy 

1. Se y = — , y = 16 corresponde a x = 8. Calcular — para x = 8; resolver 

4 dx 

x 1 dx 

y = — em relagao axe calcular — para y = 16, provando que os valor es dost as 
4 dy 

derivadas estao de acdrdo com a regra das fungoes inversas. 

2. Demonstrar que (a) arc sen a 4- arc sen & = arc sen (a V 1 — + ft \ 1 — «*); 

(6) arc sen a 4- arc sen 0 = arc cos( V 1 - a 2 V a p); 

, . ' J3 


( c ) arc tg a + arc tg 0 = arc tg 


1 — al S 


Derivar as expressoes dos exemplos 3-10, escrevendo as expressoes das inte- 
grals correspondentes: 

„ V® t V x arc sea x 


1-tgi’ 


are tg x 


1 + dx 
1 - \lx 


7. arc sen x . arc cos x. 10.6 arc cotg x + 
1 + arc tg x 

O. — . 

1 - arc tg x 
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II. IXjscohar y — num papel quadriculado e numa escala grande. 

1 + x* 

r 1 1 

Determinar / dx, contando os quadrados, e estabelecer urn valor apro- 

J o 1 ■+■ ar 

ximado para jt/ 4 (exemplo 1, pug. 121). 


4 . DeRIVAQAO DE UMA FUNQAO DE FUN?AO 

1. Regra da cadeia. 

As regras es Labeled das ate aqui habili tarn-nos a derivar qualquer 
fungao passivel de ser representada por exprersoes racionais, cujos 
termos sejam fungoes com derivadas conhecidas. Podemos, entretanto, 
dar outro passo importante para a frente, aprendendo a derivar qual- 
quer fungao formada pela composicao de tangoes com derivadas co- 
nhecidas. Seja 4>{x) uma fungao qualquer, dcrivavel no intervalo 
a S x 5= b, admitindo todos os valores do intervalo a S jS. Ima- 
ginemos, agora uma segunda fungao derivavel g(x) da variavel inde- 
pendents <j>, na qual <f> percorre o intervalo de a ate jS. Podemos consi- 
derar a fungao g(<f>) = g[4>{^)] = f(x) como fungao de x no intervalo 
a gr g 6. A fungao /( x) = g[<f>(x)] sera, entao, denominada uma fun- 
gao de x, composta das fungoes g e 4>, ou uma fungao de fungao. 

Se, por exemplo, p(x) ~ l-x 1 e g{<p) — V~ a fungao composta serd, sim- 
plesmente, J(x) = V 1 ~ x ! . Neste caso, fizemos o intervalo a Sjgi, igual a 
O^gl, ficando, assim, a fungao composta /(a) = Vl — ar defiuida no inter- 
valo 0 ^ x ^ 1, visto os valores de ip{x) preencberom exatamente o intervalo 0^ 1. 

Outro exemplo de composigao de fungoes d f(x) — V 1 -j- x 2 , onde o processo 
de composigao pode ser indicado pelas equag5es 

<p[x) - 1 + x 1 , g(tp) = 

o valor da fungao <p[x ) percorrendo todos os valores positivos 2: 1, de modo que 
f{x) = g[<p(x)] pode ser satisfeita por todoa os valores de x. 

Compondo fungoes desta maneira, devemos, naturalmente, ter cuklado em 
nos cingirmos aos intervalos a < i S i, para o s quais a fungao composta e defi- 
nida. Por exemplo, a fungao composta V I - x' 1 6 defiuida scjmente para valores 
de x compreendidos na regiao — 1 £ x 5a 1, nao o sendo para o intervalo 1 < x < 2, 
pois, quando x se encontrar neste ultimo intervalo, os valores de ip(x) eonsistiruo de 
numeros negativos, para os quais a fungao nao e definida. 

Do niesmo modo que podemos eompor as fungoes uma a uma, podemos a 


r 

5 I 

! r 
* ! 





1 
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devemos considerar fuugoes em que o processo de composigao e realizado mais 
do uma vez. Una fungao d este lipo e 

V 1 + arc tg z’ 

que pode ser obtida peio seguinte processo de composicao 

<p(x) = x\ <Hf>) = 1 + arc tg #>, g{<P) = ^(v) =J(x). 

A derivagao das fungoes compostas e baseada no teorenaa seguinte, 
denominado regra da cadeia do calculo diferencial: 

A Jungao f(x) = g[<i(x)] e derivavel, sendo sua derimda fornecida 
pela equagao 

/'(x) = 

ou, segundo a notagao de Leibnitz, 

dy dy di> 

dx dtp dx 

Em termos verbais: a derimda de uma fungao composta e igual ao 
prodalo das derivadas das fungoes components. 

A demonstragao do teorema & rani to facil, se recordarmos o signi- 
ficado de derivadas Para quulquer Ax ~ 0, arbitrario, e para os 
valores correspoudentes de A 4> e A g, existem duas quantidades e e rj, 
que tendcm para 0 com Ax, tais que 

Ag = g’(<t>)A4> + (A<p e A<j> - <p'(x)Ax + g Ax; 

6 preciso, apenas, calcular i? na segunda equagao, onde Ad> 4= 0, e 
tirar o valor de e da primeira. Se A<p = 0, fareinos 6 = 0. Substituindo 
A0 na primeira equagao, pelo sou valor tirado da segunda, teremos 

Ag = g' (x)Ax + lvg'(<p) + «t>' (x) + e?]Ax, 

Ag 

ou — — g' (r) + (^) + ep' (x) -|- erj]. 

Ax 

Nesta equagao, entretanto, podemos fazer Ax tender para 0, obtendo 
imediatamerste o resultado enunciado, visto que a cliave da direita 
tende para zero com Ax. Conseqiientemente, o primeiro membra da 
equacao tem /' (x) pai'a limite, limite fete igual ao primeiro termo 
do segundo inembro, como haviamos afirmado. a) 

(l) Poderfamos, tambdm, fazer a demoustracao, ©fetuando a passagem ao limite Ax— >0 e, por- 
- Ag Ag A4> - 

tan to, A^— *0, ua equagao — — . — . 0 m£toaa apreaeatado no texto dove, contudo, ser prefe- 
Ax A0 Ax 

rido, uma vei que evita a neceasidade dc coosiderar-so, de maaeir a especial, o cafto em q»>e «*/(*)“(>* 
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Pela aplicagao sneessiva da formula encontrada podemos, imedia- 
tamente, es l an de-la as fungoes compostas de mais de duas fuiigoes. 
Se, por exemplo, 

y = g(u), u = 4>{v), v = rfr(x), 

podemos corisiderar y — fix) como sendo fungao de x\ sua derirada 
ser& obtida pela regra 

dy dy du dv 

- = y = s' m' m 1 (?) = TuTiTl 

0 caso de funcoes compostas de uin numero arbitrario de fungoes 
cssencialmente, analogo, motivo por que deixamos a dcmonstragao a 
cargo do leitor. 

2. Exemplos. 

Como exemplo muito simples, apresentaremos a fungao y = onde a = pjq, 
sendo q urn numero inteiro e positivo, e p inteiro, positive ou negativo, de modo 
que a sera um numero racional, positivo ou negativo. Tcremos, pela regra da cadeia, 
sendo x positivo, 

y = v = x 11 * 

que nos da a formula 

1 p 

y' = p^e 0 " 1 . - m 

9 9 

a qual, para valores racionais arbitrarios de a, proporciona a formula de derivagao 

d 

— X a = ctx a ~ l . 


plenamente de acordo com o resultado obtido por outro mStodo, no Cap. II, § 3 
(png- 94). 

Como segundo exemplo, vejamos 

y = V 1 - x 2 ou y = V <p, 

onde — 1 — a 2 e - 1 < ae < 1. A regra da cadeia permite escrever, 

1 X 

y' = — ~=. ( - 2x) - —r=. 

2 Vl-z- 

Outros exemplos sao dados pelos seguintes calculos abreviados: 

1. y *■ arc sen V 1 - x 1 , 

n _ -y _ 1 d V (i - x-) 

dx V 1 — (1 — x 2 ) dz 

1 -x 1 

| X I" V 1 ~Z t Vl-2 1 ' 


m 

'M 
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f l+x 
/ l — x 


dy ^ __ 

dx „ 


l/— ' 

Y 1 + x 


GAD 


A 1 — x 2 1 

~ oVTTT a —*)- _ (i + *3 W5 (i— a-) 3 ' 3 ' 

A regra da cadeia para a derivagao pode, tambera, ser expressa por ineio de 
uma formula de integragao, era concorduDcia com o fa to de que cada formula 
de derivagao tem uma de Integragao correspoadente e equivalentc. Nao obstante, 
oomo nao necessitamos desta formula imediatamente, deixaremos o seu estudo 
detalhado para mais tarde (cap. IV, § 2, pug. 207). 

3, Observagoes complementares s6bre a integragao e derivagao 
de x“, quando a 6 irxacional. 

Em face da definigao elementar da potencia x a pela equag3o 

2“ = lim x'», 

em que os numeros r a formam uma seqiiencia de numeros rncionais com o iimite a , 
poderfamos ser tentados a derivar arq efetuando a passagem direta ao limite, na 
formula de derivagao 

d 

— z T “ = r c z , “ ’. 


Nao podemos faze-lo, entretanto, a menos que a expressao x r ° -» or® permita a rela- 
d d 

gao — z r ° -> — x 01 . Ha, contudo, uma objegao muito siiria contra tal passagem 

ao limite. Na vizinhanga de uma eurva, 
vizinlianga esta arbitrariamente pequena, 
podemos tragar outras curvas cujas dire- 
goes, em pontos escolhidos a voatade, 
difiram da diregao da eurva original de 

__ uma quautidade qualquer; por exemplo, 

— ~ \^ y — podemo-nos aproximar de uma linha reta 

por uma onda, situada arbitrariamente 

Fig. 8.— Aproximacuo da ijnha reta perto dela, cujo Angulo, formado pela onda 

por curvas ondutadas 

e pela huha, atmja ate 45° (fig. 8). Em 
outras palavras, o exemplo acima ilustra que nao podemos conclair, imedia! amende. 
>{iic auas derivadas sejam aproximadamente iguais, em luda a parte, desde que as 



* 


l 

f 

t 
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mas juncoes dijirani muito pouco. Tal objegao impede de efetuarmos a passagem 
ao limite, aparentemente obvia, na falta de justificagao posterior. 

A este respeito, entretanto, a integral comporta-se de modo diferente da deri- 
vada. Ja observamos, na pag. 128, que se duas fungoes diferirem entre si menos 
do que e, no intervalo entre a e b, suas integrais diferirao, por sua vez, de qnanti- 
dade menor do que e(fa-a). Empregamos cstc resultado para estabeJecermos a 
validade da formula de derivagao 


ol -{• \dx 


xa-+l = x*. 


on, substituindo a 4- 1 por a, 


dx 

d d 

Por este processo mdireto, portanto, verifica-se a validade da relagao — x r ° -> ■ — x“, 

dx dx 

acima citada. 

A discussao que acabamos de efetuar e um exemplo caracteristico das rela~ 
goes existentes entre o cblculo diferencial e o calculo integral. Contudo, em 
principio, e preferivel substituir a definigao elementar de x “ por uma outra (como 
o faremos na pag. 173 e seguintes), essencialmente mais simples e que possa con- 
duzir, mais uma vez, ao mesmo resultado, porem, desta feita, diretamente. 


Exemplos 


Derivar as seguintes fungoes: 


1. (x + l) 3 . 

2. (3s + 5) 2 . 

3. (x a - 3s° — x 5 )\ 

1 

4. 


1 + x 
1 


1-x 2 

6. {ax +■ fc) n {n inleiro). 
1 


8 


x 4- Var - 1 

I f ax 2 4- bx + c 
V lx 1 + mx + n 

9. [V (l - z) 2n T- 

10. sen 2 x. 


11. sen (x 2 ). 

12. V 1 sen 2 x. 

1 

13. x 2 sen — 

x 2 

1 + X 

14. tg . 

1 — x 

15. sen (x 2 + 3x 4- 2). 

16. arc sen (3 + x a ). 

17. arc sen (cos x). 

18. sen (arc cos V 1 — a: 2 ). 

19. x v = - x' V2 . 

20. ( sen (* + ")] 

21. ( arc sen (a cos x + b) ]*. 



153 


DERIVACAO E INTEGRACAO 
5. Maxbvios e Mimsios 


[Cap. 


Tendo adquirido certo domfuio sobre a derivagao das fungoes ele- 
menLares e das fan goes compostas com elas, estamos em condigSes 
de fazer uma grande varied ade de aplicacoes. Inicialmente, estuda- 
remos a mais simples destas aplicagoes, a teoria dos maximos e ffli- 
niinos de uma funcao, juntamente com a discussao geometrica das 
derivadas de segunda ordem e, na proxima segao, retomaremos o 
fio da teoria geral. 


1. Convexidade ou concavidade das curvas. 


Por definigao, a derivada —/(a:) da fimgao f(x) da a inclinagao 

ax 

da curva y = f(x). Esta inclinagao pode, por sua vez, ser representada 




fig. Sa .—/"(a) > o 

pela curva y' = j^~/(ar) =f'(x), ou seja, a curva derivada da curva 

original. A inclinagao da curva derivada 6 fornecida por -y- f (x) — 

dx 


cP 

dx 2 


s/(r) derivada de segunda ordem de f(x), e assim por 


diante. Se a derivada de segunda ordem, f"{x), for positiva no ponto x 
— de modo que, devido a continuidade (que supomos existir), seja 
positiva nas vizinhangas de x — entao a derivada f (x) crescera, ao 
atravessar fete ponto, na diregao dos valores cresceutes de x. Portanto, 
a curva y = f(x) volta o seu Iado convexo para a diregao dos valores 
decrescentes de y. 0 contrario se verificara se f"(x) for negativa. No 
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primeiro caso, contudo, na vizinhanga do ponto dado, a. curva estd 
situada acima da tangente e, no segundo, abaixo dela (figs. 9a e 96). 

Somente o caso dos pontos em que J"(x) — 0, exige um estudo 
especial. A derivada de segunda ordem, quando passa por urn ponto 



de tal natureza, muda, geralmente, de sinal. fiste ponto sera, entao, 
de transigao entre os dois casos acima mencionados, isto e, a tangente 
estara, de um lado, acima da curva e, do outro, abaixo da mesma, 
cortando-a, em vez de toca-la (fig. 10). 0 ponto e chamado um ponto 
de inflexao da curva e a tangente correspondents e denominada tan- 
gente flexional. 

O exemplo raais simples e dado pela fungao y = x 3 , parabola cubica, para 
a qual o proprio eixo dos x e uma tangente flexional no ponto x = 0. Outro exem- 
plo e afungaoy = sen x, para a qua! j'(x) — d(sen xjdx — cos x ej"(x) — d 2 ( sen x)/d 3 
= — senx. Como conseqiiSncia, /'( 0) = 1 e /"(0) = 0; o sinal de j"{x), mudando 
em x — 0, indica que a sendide tem uma tangente flexional na origem, inclinada 
de um angulo de 45° sobre o eixo dos x. 

Notemos, finalmente, que podem existir pontos para os quais j"{x) = 0, sem, 
contudo, a taDgente cortar a curva, mautendo-se sempre do mesmo lado dela. 
Por exemplo, a curva y = x* fica inteiramente acima do eixo dos x, a despeito 
da derivada de segunda ordem j"{x) se anular para x = 0. 

2. Maximos e mmimos. 

Diz-se que uma fungao contfnua ou uma curva y = f(x) tem um 
maximo ( minima ) num ponto £ se pelo menos, nas proximidades, vizi- 
nhanga ou entorno de x — £, os valores de f(x), para x 4= £, forem 
todos menores do que /(£) (ou maiores do que /(£)). Por proximidades, 
vizinhangas ou entorno de um ponto significamos o intervalo a Sx SB, 
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conlendo o ponto referido (£) no seu interior. Geometricamente falan- 
do, tais maximos e minimos sao, respectivamente, as cristas das ondas 

concavas e convexas da curva. 
Um olhar a fig. 11 mostra-nos 
que o valor do maxi mo no pon- 
to P 5 pode, muito bem, ser me- 
nor do que um minimo em outro 
ponto, por exemplo, P 2 ; entao, 
o conceito de maximos c mini- 
ums sera sempre, de certo modo, 
relative, devido a restrieao de proximidade do ponto em que eles 
ocorrem. 

Se desejarmos fixar ideias sobre os valores, maximo ou minimo, 
absolntos da fungao, devemos empregar processos especiais para po- 
dermos escolher tais valores dentre os maximos ou os minimos. 

No momento, porem, o problema consiste em aprendermos a de- 
terminar os maximos e minimos (relativos) ou, empregando uraa pa- 
lavra que abrange tanto maximos como minimos, os valores exlremos fl) 
relativos de uma dada fungao ou curva. Este problema, que ocorre 
em inumeras aplicagoes e 6 muito freqiiente na geometria, meednica 
e fisica, constituiu uni dos primeiros incentivos para o desenvolvi- 
mento do calculo integral e diferencial durante o seculo dezessete. 

Vemos, imediatameute, que, admitindo-se que a fungao seja deri- 
vavel, a tangente a curva, em um ponto extremo £, deve ser hori- 
zontal. Surge, portanto, a equagao 

f U) = 0 

como condigao necessaria para a existencia de um valor extremo. 
Resolvendo a equagao em relagao a incognita £, obteremos os pontos 
nos quais ocorrera, posshelmente, .um valor extremo. A condigao, pois, 
nao e, de modo algurn, suficienie para um valor extremo. Podem existir 
diversos pontos para os quais a derivada se anula, isto e, nos quais 
a tangente e horizontal, embora a curva nao apresente maximo nem 
minimo nesta posigao. Isto se verifica se a curva tiver uma tangente 
flexional horizontal que a corte no ponto dado, como ocorre no 
exemplo acima, da fungao y — x$, no ponto x — 0. 



( l ) Tamb6m 6 empregoda a palavra i tirlice. Por outro lado, os tfirmos valor eslacionhrio o panto 
esiacion&rio, incluero tanto inflexoos, como mdximos e minimos. 
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Contudo, se determinarmos urn ponto para o qual f'(x) se anula, 
podemos concluir, imediatamente, que a fungao apresenta um maximo 
neste ponto se j"(£) < 0, ou um maximo se /"(£) > 0, visto que, no 
primeiro caso, a curva, nas proximidades do ponto, esta situada inteira- 
mente abaixo da tangente, e no segundo, completamente acima. 

Em lugar de fundamentar a dedugao da condigao necessaria so- 
bre a intuigao, podenamos ter desenvolvido uma demonstragao facil, 
baseada em metodos puramente analiticos (de maneira analogs como 
fizemos para o teorema de Rolle, pag, 105). Se a fungao f{x) tiver 
um maximo no ponto £, a expressao /(£) -/(£ + h) deve ser positiva 
para todos os valores de h, diferentes de 0 e suficientemente pequenos. 


0 quociente 


M + h) -/(£) 


sera, pois, positivo ou negativo, conforme 


k for negativo ou positivo. Assim, se h tender para zero, percorrendo 
valores negatives, o limite do quociente nao podera ser negative, ao 
passo que se h se aproximar de zero, assumindo valores positivos, o 
limite nao sera positivo. Mas, desde que admitamos a existencia da 
derivada, estes limites devera ser iguais entre si, e efetivamente, a 
/'(£) que somente podera ter o valor zero. Devemoa ter, portanto, 
f (£) = 0. Demonstragao semelhente tem lugar para o caso do mmimo. 

Podemos tambetn formular e provar, analiticanoente, condigoes 
necessarias e suficientes para a ocorrencia de um maximo , on de um 
mmimo, sem recorrermos a segunda derivada. Suporemos, para isto, 
que fix) e continua e que a sua derivada /' (r) tambem e continua, 
anulando-se somente em um numero finito de pontos. 

A funcao f(x) lerd um maximo ou um minima no ponto x = £ quando 
e somente no caso da derivada f' (x) mudar de sinal ao passar por esse 
ponto. Particularizando, o ponto considerado sera um mtnimo se a de- 
rivada for negativa d esqaerda de £ e, positiva a direita, ao passo que 
o caso conlrario indicara urn maximo. 

Demonstraremos a afirmagao, empregando o teorema do valor 
medio. Em primeiro lugar, observaremos que existem intervalos 
< x< £ e £ < x< £ 2 (estendendo-se aos pontos mais prdximos nos 
quais/' (x) = 0), a esquerda e a direita de £, em que/' (a:) tem um so 
sinal, em cada intervalo. Se os sinais de/' (x) fossem diferentes nestes 
dois intervalos, /(£ + h) - h/'(£ + 6h) teria 0 mesmo sinal para todos 
os valores de h, numericamente pequenos, positivos ou negativos, 
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de sorte que /(£) seria um valor extremo. Se f'{x) tiver o mesmo 
sinal em ambos os intervalos, hf (£ + dh) mudara de sinal com h, 
de modo que /(£ -f- h) sera maior do que /(f) de um lado e menor 
no outro, nao sendo, portanto, um valor extremo. 0 teorema fica, 
assim, demonstrado. 

Ao mesmo tempo, verificamos que /(f) e o maior ou o menor valor 
da fungao em cada intervalo que contem o ponto f, e que a unica 
mudanga de sinal de f ( x ) ocorre no propria ponto £. 

0 teorema do valor medio, sobre o qual baseamos esta de'mons- 
Iragao, pode ser empregado ruesmo no caso em que f(x) nao seja de- 
rivavel num dos pontos extremos do intervalo ao qual ele e aplicado, 
contanto que f(x) seja derivavel em todos os outros pontos do mesmo 
intervalo. Por exempio, a demons tragao acima exposta e verificada. 
mesmo que f(js) nao exista, para x — £. Tal fato possibilita-nos ati n - 
gir o seguinte resultado mais geral: se f(x) for continua num intervalo 
que coutenha o ponto £ e tiver derivada f ix) em todos os pontos, 
com excegao, talvez, do proprio ponto £, derivada esta que se anula, 
no maximo, num numero finito de pontos, tera, entao, um valor ex- 
tremo no ponto x = f se e somente quando f separar dois intervalos 
nos quais f (r) tiver sinais diferentes. Por exempio, a fungao y = [ x j 
tem um minimo em x — 0, visto que y' = 0 para x > 0 e y 1 < 0 para 
x< 0 (fig. 9, pag. 97). A fungao y = V'r 2 , do mesmo modo, tera um 
minimo no ponto x = 0, embora a sua derivada |.x-V3 seja infinita 
nesse ponto (fig. 12, pag. 99). 

Faremos, ainda, a seguinte observagao sobre a teoria dos maxi- 
mos e minimos: a determinagao dos maximos e minimos nao e, neces- 
sariamente, equivalente a determinagao do maior e menor valores da 
fungao num intervalo fechado. No caso das fungoes monotonas, esses 
valores maior e menor serao determinados nos extremos do intervalo, 
nao sendo, portanto, maximos e minimos no sentido estudado, visto 
que este ultimo conceito exige uma vidnhan^a complela do lugar em 
queestao. Seja, por exempio, a fungao f(x) ~ x que, no intervalo O^xSsl 
admite o seu maior valor no ponto i=leo menor quando x — 0; 
enunciado semelhante pode ser estabelecido para qualquer fungao 
monotona. A fungao y ~ arc tg x, cuja derivada e 1/(1 + x~), 'e. mon6- 
tona para - ® < x < , e, neste intervalo aberto, nao possui maximo 

nem minimo, nem valores maior es ou menor es do que os outros. 
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Se, depois de determiuarmos os zeros de f (x) quisermos ter cer- 
teza de que foram estabelecidos os pontos nos quais a fungao adquire 
sens valores maior e menor, podemos, muitas vezes, utilizar o criterio 
seguinte: 

0 maior oa menor valor de uma fimgao f(x), num inlervalo, sera 
atingido no ponto £ no qaal f'(x) se anula, se f" > 0 ou f"(x) < 0, 
respeclivamente, airaves desse inlervalo. 

Se | e £ + h pertencereni, ambos. ao inlervalo, 

/'(I + h) «/'({ + h ) -/'(|) - */"(£ H- Oh), 

pelo teorema do valor medio. Portanto, no ponto x — £ + /i a deri- 
vada/'(x) tera o rnesmo sinal de h, ou sinal oposto, conforme seja 
f"(x) > 0 ou f"(x) < 0; o enunciado decorre, entao, da observagao 
feita apos o teorema da pdg. 162. 

3. Exemplos de maximos e mmimos. 

Ex. 1. Entre todos os retangulos de mesma area, dada, determinar o que 
tem o menor pen metro. 

Seja a- a area dos retangulos e a; o comprimento de um dos seus lados (neste 
caso, x percorre o inlervalo aberto 0 < x < «); o comprimento do outro lado sera 
a-jx , e o semiperf metro sera dado por 

Q S 

j{x) = a: + ~ . 

x 

a 3 2 a 3 

Temos j’(x) = 1 - j"(x) = — . 

x- 

A equaguo /'(£) = 0 admite uma unica raiz positiva £ = a. Para este valor, f*( x) 
6 positiva (como o sera para qualquer valor positivo de x); ela, portanto, fornece 
o menor valor procurado e obtemos como resultado inuito plausivel, que entre 
todos os retangulos de mesma area, o quadrado e o que apresenta o menor peri- 
metro. 

Ex. 2. Entre todos os triangulos de mesma base e mesma area, determinar 
o quo possui menor perjmetro. 

Para resolver este probiema, fagamos o cixo dos x coiucidir com a base dada 
AB, tomando o ponto medio de AB como origem. Sendo C o vertice do trianguiu, 
h sua altura (que e fixada), e (x, h) as coordenadas do vcrtice, a soma dos lados 
AC e BC do triangulo, cujo valor procuramos, sera 

j{x) = V(x +a ) 5 +> + 

onde 2a e o comprimento da base. Desta formula obtemos 

a: 4-_a x — % 

j (x) = V(4 + i' 
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+ 


V(jc — a)- 4- h- 

!r 


+ 


h- 


V[(r -f- a) J -j- hr J 3 V[(z - a) 2 4- A 2 ] 3 

Vemos, imediatamente, (1) que / / (0) se anula, (2) que J" e sempre positiva; logo, 
cm r = 0 ba am mini mo. Yisto j"(x) >0, a derivada de primeira ordem fix 
cresce sempre, nao podendo scr igual a zero em nenhum outro ponto, de modo 
que x = 0 fornece, reahnente, o menor valor de/(r). Este valor mlnimo e, portanto, 
dado pelo triangulo isosceles. 

Semelhantemeiite, determinanamos que, de todos os triangulos de mesmo 

perimetro e mesma base, o isosceles 
e o que apresenta major area. 

Ex. 3. Achar uni ponto, sobre 
uma reta dada, cuja soma de suas 
distancias a dois pontos fixos seja 
minima. 

Seja dada a linha reta e os dois 
pontos A e B, situados nuin mesmo 
lado da linha. Desejamos detcrminar 
um ponto P da reta, tal que a dis- 
tancia PA -j- PB tenha o menor va- 
FI S . 12- Lei da reflex » a lor possivel. 

Fa ceinos o eixo dos x coincidir com a linha dada e enipvegareiuos a no'.ucao 
da fig. 12. 

A distaucia procurada sera 

f(x) = Vr 2 4- h~ + V(x-a) 2 + hr, 

donde obteremos 

x x ~ a 



fix) 


4 * 


-ylx^ + h- V(* - a) s 4- A/ 

- x 3 1 - hr - a) 2 

f"( x ) — — _L i .. — 

J V(x 2 + h 2 y Va 2 + h- V[(x - a) 2 + hr? 


4 - 


h- 


V(r — a)- 4- hy 
hr 


4 - , 


V(r 2 + h-y y[(x-af +hr} 3 ' 

A equagao fix) — 0 da, por conseguinte, 

f « - s fc 


CU 


■^e + h- ^ti-ay + h/ 

cos a — cos 13, 



l 
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o que significa que as duas Iinhas PA e PB devem fazer angulos iguais coin a reta 
dada. O sinal positivo de j"( x) mostra que, na realidade, temos um mmimo. 

A solugao deste problema esta intimamente ligada a lei da refiexao da optica, 
Pelo importante principio da optica, conhecido corao principio do tempo minimo, 
de Fermat, a trajetoria de um raio luminoso e determiuada pela propriedade de 
que o tempo gasto pela luz para ir do ponto A ao B, sob condigoes conhccidas, 
deve ser o menor possivel. Se o raio luminoso satisfizer a condigao de passar por 
um ponto de uma reta dada (digamos, um espelho), vemos que o tempo mmimo 
sera o fornecido pelo raio para o qual o “angulo de incidlncia” fcir igual ao “angulo 
de reflexao”. 

Ex. 4. Lei da rejragao. — Sejam dados os dois pontos A e B, situados era 
lados opostos do eixo dos x. Que trajetoria de A para B corresponde ao menor tempo 
possivel, se a velocidade em um dos lados do eixo dos x for c x e no outro c 3 ? 



E claro que a menor trajetoria sera constituida de dois segment-os retos que 
se encontram no ponto P, sobre o eixo dos x. Empregando-se a notagao da fig. 13, 
obteremos as duas expressoes V h 2 + x* e V/ij 2 + (a - a:) 2 , para os comprimentos 
PA e PB, respectivamente, encontrando-se o tempo de percurso dividindo-se os 
comprizneDtos dos dois segmentos peias veloeidades correspondentes e tomando-se 
os resultados. Teremos, entao, o tempo empregado 


j{x) - - V/i 2 4- a 2 + - V/q 2 4- (a - x)\ 

C\ 


Por derivagao, obtemos 


i'W 

f'(x) 


1 x 1 a - x 

c l ^h ! + x 2 c s V/ii 2 -f (a- x) 2 ‘ 

1 h2 j_ 1 h2 

Ci V(/i 2 + x 2 ) 3 c 2 V [* i 2 -r (a - z} 2 ]/ 


Conforme vemos imediatamente na figura, a equagao j'{x) — 0, isto 6, 


] x 1 a - x 

C, V/i 3 + X 2 C 2 V /ii 2 + (o - x) 2 ’ 
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1 l 

6 equivalente & condigao — sen a = - sen ,5. oa 
Cj c 2 

sen a c, 

sen 0 c 2 

Deixaremos ao leitor demonstrar que existe somente urn ponto que satisfaz 
esta condigao e que tal ponto conduz, efetivamente, ao rnenor valor procurado. 
A significagao fisica do nosso exemplo estende-se, ainda, ao principio 6ptico do tempo 
minimo. Um raio luminoso percorre o espago existente entre dois pontos no tempo 
mais curto. Chainaudo se c, e cj as velocidades da luz em cada regiao limitrofe 
de dois meios optieos, o caminho percorrido pela luz sera dado pela formula deduzida 
que, conseqiientemflnte, representa a lei da rejraQao de Snell. 

Exemplos 

1. Determinar os marl tons, minimos, e pontos de inflexao das seguintes fun- 
goes. Construir os graficos correspondentes, determinando as regioes de crescimento 
e de decrescimo, assim como a concavidade: 

(a) x 3 - 6z 4- 2. ( b ) (c) 2z/(l + x 2 ). 

(d) x 3 /{z* + 1). (e) sen 2 x. 

2. Determinar os maximos, minimos e pontos de inflexao de z s + 3 px q. 

Discutir a natureza das raizes de x 2 + 3 px + q = 0. 

3. Qual e o ponto da hiperbole y 2 - Yix 2 = 1, mais proximo de x = 0, y = 3 ? 

4. Seja P um ponto fixo de coordenadas x u , y 0 , situado no priraeiro quadrante 
de um sistema de coordenadas retangulai'es. Estabelecer a equagao de uraa linha 
que passe por P, de mode que o segmento coruprecndido entre os dois eixos seja 
minima. 

5. Uma estatua com 3,60 m de altura esta colocada sobre um pedestal com 
1.00 m de alto. A que distancia deve estar um homem com 1,80 m de altura, para 
que a estatua abrania o maior angulo possivel? 

6. Duas fontes luminosas, dc intensidade a e b, estuo separadas pela distancia d. 
Que ponto da linha, que une os dois focos, recebe menor quantidade de luz? 
(Admitiremos que o iluminamento 6 proporcional a intensidade e inversamente 
proporcional ao quadrado da dist&noia.) 

7. Determinar, entre todos os ret^ngulos da mesraa area: 

(а) o que apresenta menor perimetro; 

(б) aquele que tem a menor diagonal. 

8. Inscrever o retangulo de area maxima na elipse — + — = 1. 

a 3 b 2 

9. Sejam a? b os dois lados de um triangulo. Determinar o terceiro, de forma 
<[ue a area seja maxima. 

10. A linha g, distando h do centro, divide o circulo de raio r em dois seg- 
mentos. Inscrever, no menor destes segmentos, o retangulo de area maxima. 

11. Determinar o cilindro de area minima, entre todos os rilindros circulates 
de um volume dado. 


1 


1 
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12. Dados a parabola y 3 = 2 px, p > 0, e o ponto P(x = ?, y - rj), interior k 
mcsma (i 7 3 < 2p£), determinar o caminho mais curto (formado por dois segmentos 
retos) entre o ponto Peo ponto Q da parabola, e deste ao foco F(x = %p, y = ft). 
Demonstrar que o angulo FQP (■. dividido em duas partes iguais pela normal b. 
parabola, e que QP e paralela ao eixo da curva. (Prindpio dos espelhos para- 
bdlicos.) 

13. * Os prismas desviam os raios luminosos que incidem perpendicularmente 
as suas arestas. Qual deve ser a posigao relative do prisma e do raio de luz, para 
que o desvio seja nunimo ? 

14. Dados n numeros fixos, a l5 . . . , a D , determinar x de tal modo que 2 fa; - x) 1 

seja mini mo. t=l1 

15. Provar que, se p > 1 e z > 0, z n - 1 § p(x- 1). 

sen x 2 r 

16. Verificar a desigualdade 1 0 5= x ^ 

x ir 2 

7 r 

17. Demonstrar que (a) tg x S x, 0 %x S-. 

2 

x" 

(i b ) cos x ^ 1 - — . 

2 

18. * Dados > 0, a 3 > 0, . . ., rt„ > 0, determinar o ininimo de 

gi + ... + a„_i 4- x 

n 

— 

"va t a 2 . . .a a ^x 

para 2 = 0. Emprcgar o resullado para demonstrar, por indugao matematica, que 

ni a, -f . . • + O-u 

v a L a 2 . . . cjjj — * ■ “ ~ . 

n 

6. FUKIJOES EX.PONENCIAL E LOGAHITMICA 

As relagoes sistematicas entre o calculo diferencial e o calculo 
integral conduzem-nos, naturalmente, a um metodo conveniente para 
estabelecermos a interdependSncia existente entre as fungoes expo- 
nencial e logantmica. Embora ja tenharaos estudado estas fungoes 
(pags. 25 e 69), vamos defini-las de novo, desenvolvendo sua teoria 
sem recorrermos a definigao anterior, nem aos resultados ja obtidos. 
Iniciaremos com a fungao logarltmica, tratando, entao, a fungao ex- 
ponencial como sua inversa. 

1. Definigao de logaritmo. Formula de derivagao. 

Ja vimos que a integragao indefinida da potSncia x n para valores 
inteiros do expoente n, conduz-nos, em geral, a uina potencia de x. 




V 
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A unica excegao e a fungao l/z, que nao represents derivada de qualquer 
das fungoes de que tratamos ate agora. E natural supor que a integral 
indefinida de 1/x Iomega uma nova especie de fun goes. Assim, desen- 
volvendo esta ideia, passaremos a invest igar a funcao 



para x > 0. Chama-la-emos logaritmo de x, ou, mais preeisamente, 
logaritmo natural de x, e escreveremos y = log x ou y = nat log x. 
Designaremos a variavel de integragao por £ para evitar confusao 
com o limite superior x. 

A eseolha do nurnero 1 como limite inferior e inteiramente arbi- 
trary, porem, em breve, demonstraremos a sua conveniencia. 

No desenvolvimento destes racio'cinios veremos que o logaritmo 
que aeabamos de definir e o mesmo que ja tivemos estabelecido (pag. 70) 



Fig. 14, — Hepresentacao 
dc log x como 6rea 


por “metodo elementar”. Mas, como fri- 
samos novamente, os resultados a que 
chegaremos sao completamente indepen- 
dentes dos ja obtidos anteriormente. 

Geometrieamente, a fungao logaritmiea 4 
represent ad a pela area tracejada na fig. 14, a 
qual e limitada, em cima, pela hiperbole retan- 
gular y = 1/S, embaixo, pelo eixo dos £, e, 
Iateralmente, pelas lialias { = I e i = J. Esta 
area sera positiva, se x > 1, e negative qrrando 


x < 1. Para x = 1 a area e nuk e, portanto, log 1=0. 


De acordo com a definigao supra, a derivada do logaritmo 6 dada 
pela formula 


dflog x) _ 1 
dx x 


Neste caso, chamaremos expressamente a atengao que supomos 
sempre o argumento x positivo. Em face da formula deduzida, o lo- 
garitmo de 0 ou de qualquer valor negativo nao pode ser fonnulado, 
pois o integrando 1/f torna-se infinito, desde que f = 0. Por outco 
Iado, se tomarmos qualquer quantidade negativa, digamos - 1, para 




1 
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limite inferior, poderemos formar a integral com um limite superior x, 
isto e. podemos considerar a expressao 



(* < 0 ). 


Devido ao significado da integral como limite de uma soma ou como 
uma area, vemos que, para x < 0, 




i* ! di 

J = log \x |. 


De conformidade com o que ficou estabelccido, podemos, em geral, 
escrever a formula da integragao indefinida, do modo seguiute 



O logaritmo pode, naturaimeule, 
ser representado por uma curva. Esta 
linha, a curva logaritmica, esta repre- 
sentada na fig. 15 e ja vimos como cons- 
trui-Ia (pags. 119 e seg.). 

2. Teorema da adigao. 

0 logaritmo, defiaido como o 
fizemos acima, obedece a seguin- 
te lei fundamental: 

!og(afe) = log a + log b. F ; g . is 

A demonstragao deste teorema da ad'iQdo decorre diretamente da 
formula da derivagao. Se escrevermos z = log (ax) e aplicarmos a regra 
da cadeia, obteremos 

dz i 1 
dx ax a x 

d 1 

Mas -j- log x = 

dx D x 



visto as fungoes z e log x terern a mesma derivada, poderao diferir 
somente por uma constant e, de sorte que z = log x -p c, ou 

log ax = log x -f c. 
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Isto sendo verdadeiro para todos os valores positivos de x, faremos, 
primeiramente, x = 1 para determinarmos c; como log 1=0, tcmos 

log a — c. 

Substituiodo este valor por c, vira 

log ax — log x + log a, 

donde, para x = 6, 

log a b = log a + log b, 

como queriamos provar. 

A equagao 

Iog(aja 2 ...a n ) = log ai + log a 2 + . . . + log a n 

e deduzida do teorema da adigao dos logaritmos, para os numcros 
positivos quaisquer cq, a 2 ,. a n . 

Paxticularmente, se todos os numeros a 2t . . a„, forem iguais 
ao mesnio numero a, obteremos 

log a n = n log a. 

Semelhantementc, segue-se que 

1 

log a + log - = log 1 = 0, 

1 

de inodo que log a = - log 


Se, alem disso, fizermos v'a = a, vira log a = n log a, ou 


log Ha 


log a lln = — log a. 


Dai vemos que, emprcgando repetidamente o teorema da adigao, 
quando m for inteiro e positivo, 

in 

—log a = log = log a m,n . 

A equagao log a r = r log a 

fica, assim, verificada para qualquer valor positivo racional de ar, 
sendo, tambein, verdadeira, como e claro, para r — 0. Para os valores 
racionais negativos de r a equagao ainda e valida porque, entao, 

1 

log a T = log — = - log a r — r log a. 
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3. Car&ter monotono e valores do logaritmo. 

0 valor do logaritmo cresce, naturalmente, a medida que x cresce. 
decrescendo quando x diminui; o logaritmo e, pois, uma fungao nio 
notona. 

Em vista da derivada 1/m tornar-se cada vez menor a medida que x 
cresce, a funcao aumenta de valor, sempre mais lentamente, ao passo 
que x vai crescendo. Nao obstante, desde que x cresga alem de qual- 
quer limite, a fungao log x nao tenderd para um limite positivo, mas 
se torna infinita, isto e, para qualquer numero positivo A, por maior 
que seja, havera sempre valores de x para os quais log x > A. Isto 
se deduz, simplesmeute, do teorema da adigao. Em vista de Iog2 n = 
= n log 2 e log 2 ser um numero positivo, fazeudo-se x — 2" e to- 
mando-se n suficientemente grande, obteremos log x tao grande quanto 
desejarmos. 

Como log(l/2 n ) = - log 2, vemos que, a medida que x tende para 
zero, atravcs de valores positivos, log x e negative e cresce, numerica- 
mente, alem de qualquer limite. 

A fungao log x e monotona e verifica-se para qualquer valor enlre 
- oa e + c» , a medida que a variavel independente x vai assumindo 
todos os valores da seqiiencia dos numeros. 

4. Fungao inversa da logarftmica (fungao exponencial). 

Em vista de y — log x (x > 0) ser uma fungao monotona de x 
que admite qualquer valor real, a sua fungao inversa, que designa- 
remos inicialmente por x = E(y), deve ser uma fungao monotona 
univoca, definida para todos os valores reais de y. A inversa e, tam- 
bem, derivavel, porque log x e, por sua vez, derivavel. Permutaremos 
a notagao das varidveis dependentes e independente e passaremos ao 
estudo detalhado da fungao E{x). Inicialmente, a mesma deve ser, 
evidentemente, positiva para qualquer valor de x. Em seguida, deve- 
mos ter 

E{ 0) = 1; 

porque esta equagao equivale ao enunciado: log 1 = 0. 

Do teorema da adigao para os logaritmos deduz-se, imediatamente, 
o teorema da inultiplicagdo 

E(a)E{0) - E(a + 0 ). 
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Para prova-lo, basta notar que as equagoes 

E(a) = a, E(J3) = b, E(a -j- 0) — e 
sao equivalentes a 

a = log a, (3 = log i>, a + /3 = log c. 

0 teorema da adigao permlte escrever a + jS = log aft, portanto, deve 
ser verdade que c = ab, o que justifica 0 teorema da multiplicagao. 

Deste teorema deduzimos uma propriedade fundamental de y = E(x), 
que nos autoriza a denominar esta fungao de janqao exponential, e 
escreve-la, simbolicamente, sob a forma 

y = e x . 


Para estabelecer esta propriedade, observaremos que deve existir um 
numero — que chamaremos (l) e — para o qual 


log e — 1. 

Isto equivale a definieao 

E( 1) = e. 


Empregando o teorema da multiplicagao para a fungao E(x), vira 

E(n) — e n . 


e, da mesma forma, para men inteiros e positivos, 



que poderiamos, tambem, ter encontrado diretamente, paxtindo do 
teorema da adigao dos logaritmos. 

A equagao E(r ) = e r assim estabelecida, para os numeros r racio- 
nais e positivos, tem lugar, tambem, para numeros racionais nega- 
tives, cm face da equagao 

E(r)E(- r) = E{0) = 1. 


A fungao E(x) e, portanto, continua para todos os valores de x, e 
coincide com e x , para os valores racionais de x. Estes fatos autorizam- 
uos a admitir a fungao e x , tambem para quaisquer valores irracionais 


0) Sua identidade com o numero e apresentado na pag. 43 scri demonstrada no N.“ 6 (p6g. 175). 
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de x (1) . (Devemos observar, neste caso, que a continuidade de e x e 
conseqiiencia imediata de sua defimgao como fungao inversa de uma 
fungao inversa de uma fungao continua monotona, enquanto que, se 
adotassemos a definicao elementar, devenamos demonstrar tal conti- 
nuidade.) 

A fungao exponencial e derivada de acordo com a formula 

d 

^ e x = e* ou y' - y, 

exprimindo o fato importante de que a derivada da fungao exponencial 
e. a propria fungao. 

A demonstragao e extremamente k / 

facil. Temos x = logy, donde, pela / 

formula de derivagao dos logaritmos, / 

dx 1 ^ ’ A*®’ 

e ’ P e ^ a re S ra das fungoes / 


inverses 


dx~ y 


como tinhamos enunciado. 


O grafico da fungao exponencial e x , a ^ „ 

° Fig. 16. — Fungao exponencial 

curva exponencial, corao e denominado, 

e obtido pela reflexao da cnrva logaritmica em relagao a bissetriz do primeiio 
quadrante, como estfi indicado na fig. 16 . 


5. Fungoes exponencial geral a x e potencia geral x a . 

A fungao exponencial a x para uma base positiva qualquer, a, pode, 
agora, ser definida facilmente, pela equagao 

y = a z - e zlos “, 

(i) Se anteciparmos que o numero e t de que estamos tratando, 6 id&ntico ao que jfi. encontramog 
antes (o que serS demonstrado na p&g. 175), teretnos provado que a presente definicao nos conduz 
& mesma funcao exponencial de base e, que cstnbelecemos anteriormente, partindo do processo do 
elevacao a pot^ncias. De acordo com a definicao elementar, deduzitnos os valores de e para x irrn- 
cional, considerando-os como os Iimites de € Xn t onde x* assume as valores de uma seqtiencia de nu.- 
meros racionaig, com o limite x. 


ii -i 
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que coincide com a antiga definigao, em vista da equagao 

e logo = a> 


Empregando-se a regra da cadeia, obtem-se imediatamente 


d 

dx 


a* 


d 

dx 


e xl oga _ e xloga. loga> 


= a 1 log a. 


A funfaa inversa da exponential y = a x 6 chamada logarilmo 
de base a, escrevendo-se 

x = log^y. 

A fungao logarilmica previamente introduzida, quando for preciso 
estabelecer-se distincao entre elas, sera denominada logaritmo natu- 
ral ou logaritmo dc base e. 

Da definigao tira-se imediatamente 

log y = x log a - log u y . log a, 

o que nos mostra que o logaritmo de v, em uma base positiva qual- 
quer, a dp 1, e obtido multiplicando-se o logaritmo natural de y pela 
reeiproca do logaritmo natural de a, ou seja, o modulo do sistema de 
logaritmos de base a (1> . 

Em In gar da defini<;ao ja apresentada da polencia geral x a ~ (x >0), 
definiremos, agora, esta potencia, por meio da equagao 

x a - 


A regra para a derivagao de x a decorre imediatamente da definigao 
empregando-se a regra da cadeia, porquanto 


d CL 

— x** = e 1 * * . — — 

dx ' x 


CLX 


or — 1 


coineidindo com o resultado que haviamos obtido (pag. 155). 


( ] ) So fizermos a => 10, tnrcmoa os logaritmos ordinfirios ou de ‘'Briggs*', os quais foram 
■sludados na matcmdtica elemental-, scndo de grande vantogem noa cSlculos numdricos. 


! 
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6. Representagao da fungao e.tponencial e dos logaritmos como 
Iimites. 

Estamos, agora, era condigoes de estabelecer importantes relagoes 
entre os Iimites das quantidades introduzidas aeima. Comegaremos 
com a formula para derivar a fungao f(x) = log x, 

1 ,, , x /(* + *) -/(*) .. lo S (» + h ) ~ 5 °S x 

- = / (ar) = lim ; lira j 

X ft— 0 « ft-0 ft 


?,i loe ( l+ i)- 


Se fizermos Ijx = z, teremos 

1 

limrlogfl + z/i) = z. 
ft— o h 

Ja que a fungao e x e continua para todos os valores de r. isto im- 
plica cm ser 

e z = lim = lim (1 -f- zh) llh . . . (a) 

ft — 0 ft — 0 

1 1 

Se, particularizando, atribuirmos a h aseqiiencia de valores 1, 


obteremoa 


iim (i+~y 

n—> co v ft y 


.... ( 6 ) 


Se, por outro lado, dermos a z o valor 1, a formula (a) permite a 
seguinte verificagao importante: 

A medida que h tende para zero, a expressao (l + h) 1/A aproxima-se 
do mimero e: 

lim (1 + h) vh = e. 
ft— o 

A formula (6), por seu turno, da 


lim (l + -\ = e, 

n— * co \ Tl y 


provando que o numero e de que estamos tratando e o mesmo que 
representamos pelo simbolo e na pag. 43. 

Da formula de derivagao para a 1 , 

a *+h _ a r 

a* log a = lira j , 






t 
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deduzimos, fazendo x = 0, 


log a — lim — r — , 
ft— o A 


expressao esta que exprime o logaritmo de a, diretamente como urn 
limite. 

Acrescentaremos que esta equagao permite completar a relagao 
' 6 1 

x“dx = (b° +1 - a x+l ) 

a + 1 ' 


i: 


ja estabelecida e para a qual fomos sempre obrigados a excluir o caso 
era que a = 1. Agora, entretanto, podemos verificar o que acontece 
quando a tende para o limite - 1. Se fizermos a = 1, o primeiro raem- 
bro, pela defimgao de logaritmo, tera o limite (1) 



b dx 

— = log b\ 
x 


ao passo que o segundo membro tera o mesmo limite, quando a — 1. 
Esta verificagao estd, alias, de acordo com a formula 

b h - 1 

log b = lim — r — ; 

A— 0 A 


bastando, apenas, fazer a f i = h. 

Eselarecemos, assirn, o caso excepcioual em que a = — 1, na for- 
mula de integracao que empregamos taatas vezes. A expressao carece, 
ainda, de significado quando a = — 1, porem, tem um sentido defi- 
nido, como formula de limite, quando a -» - 1. 


7. Observagoes finais. 

Vamos recordar, de modo sucinto, a ordem de ideias seguida nesta 
segao. De irucio, definimos o logaritmo natural y — log x para x > 0, 
por meio da integral, e deduzimos, imediatamente, a formula de de- 
rivagao, o teorema da adigao e a concluimos pela existSncia de uma 
fungao iuversa. Estudamos, entao, a fungao in versa y — (?, verifi- 
caudo que o numero e possui o logaritmo 1, e deduzimos a formula 

C 1 ) Efetuamoa a passagem ao limite a — »— 1, sob o sinal da integral, aem nos preocuparmo* 
com invest! gafSea posteriores (p6ga. 128 e seg-.). 


t 

I 


l 
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de derivagao correspondente, assim como as expressoes limites para 
ela e para a fungao logarltmica. Seguiu-se, naturalmente, a introdugao 
das fungoes y = — e“ loei e y — a x = e 3:loga . 

No estudo que acabamos de procedeT, contrastando com o qne 
acontece nos processos “elementares”, a questao da continuidade nao 
ac'arreta dificuldades, visto considerarmos o logaritmo como integral 
e, portanto, como fungao contiuua e derivavel, cuja fungao inversa 
e, tambem, contmua. 


Exemplos 


1. Empregando papel quadriculado e urn a escala grande, esbogar o grafico 

da fungao y = - (1 i * g 2) e determinar logs 2, contando os quadrados. 

a: 

Derivar as f lingoes dos exemplos 2 a 5: 


4. log [x + V 1 -f ar 3 ]. 

5. log (Vl + log x - sen x). 


2. x(log x - 1). 

3. log log x. 

Vx 2 +1 ... 

6. Derivar log ; (a) empregando as regras da cadeia e dos quocienles, 

V 2 + x 

sem simplificar inicialmente; (6) simplificando, primeiro, por meio do teorema 
sobre logaritmos. 


7. (a) Derivar y = 


Jhx"- 4 1 


<lx - 2 Vx 1 + 1 

(h) Derivar a mesma fungao, primeiramento tomando os logaritmos e simpli- 
ficando depois. 

/ xA” 

8. * Dado lim e„ = 0, demonstrar que lim I 1 4 - 1 — 1. 

n — > co rt — * ca V Tty 

9. Mostrar que a fungao y = ir“ x (a cos x 4 b sear) satisfaz a equagao 

y" 4 2 ay' 4 (a 1 + l)y = 0 
para quaisquer valores de a e b. 

d n PJs) 

10 * Demonstrar qne — (e~>l' xi ) - — e~V&, quando x 4= 0 e PJjc) for 
dx* x 3 " 

um polinomio de grau 2n~2. Estabelecer a ‘'formula de recorrencia”, 

P n+1 (x) = (2-3 nx°~)PJx) 4 * 3 i\'(x). 

11. Determinar o maximo de y = xX^e-x* considerando X e a como cons- 
tantes. Achar o lugar do maximo, quando se per mile a variagao de X. 

12. Derivar ate 1 ') (a > 0). 

13. Derivar a 2 ® 11 ^ 0 ®*) 2 . 
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7 . APL/ICAgOES DA FUNgAO EXPONENCIAL 

Nesta segao consideraremos alguns problemas variados, envolvendo 
a fungao exponencia!, a fim de que tenbamos uma visao ampla da 
importancia fundamental que ela tern nas aplicagoes. 

1 . Definigao da fungao exponential por uma equagao diferencial. 

Um simples teorema, cujo emprego evitara indagagcies minuciosas 
cm rnuitos casos particulares, define perfeitamente a funcao expo- 
nencial. 

Se a fungao y = f(x) satisfizer uma equagao do iipo 

/ = ay 

em que a e uma constante, diferenle de zero, y assume a forma 

y = iO) = ce° x , 

onde c e, lambem, uma constante; inversamente, cada funcao da forma 
ce M satisfaz a equagao y' = ay. Abreviadamente nos referimos a ul- 
tima expressao, chamando-a equagao diferencial, visto exprimir uma 
relagao entre a fungao e a sua derivada. 

A fim de tornar claro o teorema, notaremos, em primeiro lugar, 
que, uo caso mais simples, isto e, quaudo a. = 1, a equagao reduz-se 
a / = y. Sabemos que y = e* satisfaz esta relagao, sendo elaro que 
o mesmo valera para y = ce r , quando c for uma constante arbitraria. 
Inversamente, vemos com facilidade que nenhuma outra fungao sa- 
lisfaz a equagao diferencial. Se y for uma fungao desta especie, tome- 
mos a fungao u = ye~*. Devemos ter, entao, 

u! - / e ~ L - ye~ x = e~ x (f - y). 

0 segundo membro, poreni, se anula, visto que admitimos y' = y, 
donde u' = 0, u e a constante c e y = ce x , como queriamos provar 
(pags. 114 e seg.). 

0 caso de qualquer valor de a. diferente de zero, pode ser desen- 
volvido do mesmo raodo que o caso especial em que o>= 1. Seintrodu- 
zirmos a fungao u = ye~ ax , chegaremos ci equagao u 1 = y’ e~" x — aye"" 1 . 
Logo, tiramos da equagao diferencial, it' = 0, de modo que u — c e 
y = ce“*. A reciproca e evidente. 
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A fim de tornar o teorema mais compreensive], apKca-lo-emos a 
aJguns exemplos. 

2. Juros compostos coutinuos. Desintegragao radioativa. 

Um capital cujos juros sao adicionados em periodos regulares de tempo cresce, 
por saltos, nestes periodos, da seguinte maneira. Se 100a for a tax a dos juros por 
cento e se, ademais, o juro produzido for somado ao capital no fim de cada ano, 
a quantia acuraulada por um capital original 1, no fim de x arras, sera 

(1 -F «)*• 

Se, entretanto, somarmos o juro ao capital, nao no fim de cada ano, mas no 
fim de cada parte do ano, a quantia produzida no fim de x anos elevar-se-a a 

( q,N nx 

1 + J ' 

Se fizermos x = 1 para simplificar, isto e, computando o juro na base de 100a 
ao ano, acharemos o valor do capital original 1, no fim dc um ano, calculando o 
juro nesta base, 

0+;)" 

Se, agora, imaginarmos que n cresce alem de qualquer limite, isto e, se calcularmos 
o juro era iatervalos cada vez mais rcduzidos, o caso limite significara que o juro 
e composto contmuamente, em cada instante. Vemos, entao, que a quantia aeu- 
mulada no fim de um ano seja e rt vezes o capital original. Da mesma forma, calcu- 
tando-se o juro desta maneira, o capital inicial 1 atingira, no fim de x anos, e ax , 
podendo x ser um numero qualquer, inteiro ou nao. 

A discussao apreseutada no n.° 1 (pag. 178) constitui a ordem de ideias a 
luz da qual exempios dlste tipo sao rapidamente compreensiveis. Consideremos 
uma quantidade, representada pelo nOmero y, que cresce (ou decresce) com o 
tempo. Seja a razao pela qual esta quantidade cresce ou decresce, proporcional 
a quantidade total. So tomarmos o tempo como varidvel independents x, obtere- 
mos, para a razao do crescimento, urn a expressao da forma y ' = ay, ondea, fator 
de proporcionalidade, e positivo ou negativo, conforme a quantidade seja crescente 
ou decrescente. De acordo, entao, com o N.° 1, a pr6pria quantidade y sera dada 
por 

y =— ce* 1 , 

em que o significado da constante torna-se claro, imediatamente, considerando-se 
o instante a; = 0. Neste instante, e a ~ = 1 e, por conseguinte. c = y„ representa 
a quantidade ao comego do tempo considerado, de sorte que podemos escrever 


y “ ycf?**. 
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Um exeroplo caractensfcico do emprego destas ideias e proporcionado pela 
desiniegragdo radioatim. A razao segundo a qua! a quant, idade total y de substan- 
cia radioativa diminui, em cada instante, e proporeional a quantidade remanescente 
no instante considerado. A aEirmagao e plausfvel, a priori, visto cada particula 
da substancia decrescer tao rapidamente como qualquer ontra. Portanto, a repre- 
sentagao da quantidade y da substancia, como fungao do tempo, satisfaz uma 
equagao da foima y' = - ky, onde k sera positivo, desde que estejamos consi- 
derando uma quantidade que esta decrescendo. A quantidade de substancia sera, 
entao, expressa, em fungao do tempo, por y = y 0 «A onde y 0 e o acrescimo da 
substancia no inicio do tempo considerado (instante x = 0). 

Depois de um certo tempo r a substancia radioativa tera diminuido metade 
do vahr original, fiste tempo, denominado semiperiodo, e fornecido pela equagao 

l Ay 0 = yAG 
log 2 

donde obtemos, imecuatamente, t = — , — . 

k 

3. Resfriamento ou aquecimento de um corpo pelo meio cir- 
eundante. 

Outro exemplo tipico da oeorrencia da fungao exponencial e proporcionado 
pelo resfriamento de um corpo, por exemplo, uma placa metalica imersa cm um 
banlio de grandes dimensoes, a uma dada temperatura. Admitimos, de iuicio, que 
o banho e tao grande que a sua temperatura nao e afetada pelo processo de res- 
friamento. Imaginaremos, em seguida, que em cada instante dado, tSdas as partes 
do corpo tem a mesma temperatura e que a razao segundo aqual a temperatura 
varia e proporeional a diferenga entre a temperatura do corpo e a do meio que o 
cerca (lei do resfriamento de Newton). 

Se representarmos o tempo por x e a diferenga de temperaturas por y => y(z), 
a Jei do resfriamento sera traduzida pela expressao 

y' = - ky, 

em que k e uma constante positiva cujo valor depende do proprio corpo. Desta 
relagao instantanea, que exprime o efeito do processo de resfriamento num dado 
instante, pretendemos, agora, derivar uma “lei integral” que permita encontrar a 
temperatura num tempo arbitrario x, partindo da temperatura no tempo inicial 
x = 0. 0 teorema do n.“ 1 (pag. 173) fomece a lei integral, imediatamente, sob 
a forma 

y = ce-* 1 , 

onde k e a ja mencionada constante que depende do corpo. Isto indicaque a tem- 
peratura decresce “exponeucialmente” e tende a tornar-se igual a temperatura 
externa. A rapidez com que o fato se verifies, 6 expressa pelo numero k. Como 
anteriormente, podemos determinar a constante c, considerando o instante x — 0. 
Teremos, eutao, y„ — c, o que nos permits escrever a lei do resfriamento sob a 
forma final 
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E claro que discussao semelhante pode ser aplicada ao aquecirnento de um 
corpo. A unica mudanga reside na diferenga inicial de temperatura y 0 que, no caso 
do aquecirnento, e negativa, em vez de positiva. 

4. Variagao da pressao atmosferica com a altura, acima da 
superficie da terra. 

Como mais um exemplo da ocorrencia da formula exponencial, deduziremos 
a iei segundo a qual a pressao atmosferica varia com a altura. Empregaremos 
aqui: (1) a verificagao fisica, segundo a qua! a pressao atmosferica e igual ao peso 
de uma coluna vertical de ar sobre a superflcie unitaria, e (2), a lei de Boyle, que 
estahelece que a pressao do ar (p) a uma temperatura constante e proporcional a 
densidade do ar (<r). A lei de Boyle, expressa em sitnbolos, e: p — aa, onde a repre- 
senta uma constante que depende da prcpriedade fisica especifica do ar, e mais 
ainda, 6 proporcional a temperatura absoluta — como supusemos a temperatura 
constante, nao consideraremos esta 61tima depend encia. O problema resume-se, 
pois, na determinagao de p — f(h) como fungao da altura h acima da superficie 
da terra. 

Se designarmos por p„ a pressao atmosferica n a superficie da terra, isto e, o 
peso total da coluna de ar suportada pela irea unitaria, epor <r(X) a densidade 
do ar na altura X sobre a superficie da terra, o p£so da coluna de ar ate a altura h 

r h 

sera dado pela integral I o-(X)dX. A pressao, em h, sera, portanto, 

J o 

rh 

P =j(h) = P D- / 

■J 0 

Derivando esta formula, obtemos a seguinte relagao entre a pressao p = f(h) e 
a densidade 

c(h) = =-p'. 

Se empregarmos, agora, a lei de Boyle, eliminaremos <r, obtendo 



equagao que contem imicamente a fungao-pressao como inc6gnita. Da pag. 178 
segue que 

P = 1(h) = ce~ hu . 

Se, como ja o fizemos, chamarmos a pressao na superficie da terra, isto 6, j(0) 
por p a , obteremos, imediatamente, c = p„, e, por conseqiiencia, 

p = 1(h) = p 0 e' hl \ 

Passando aos logaritmos, obtemos 

J, 1 ^0 

h — a log — . 

P 




i 

«?> 
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Estas duas formulas sao freqlieatemente empregadas. Por exemplo, se a cons- 
tants a for conhecida, permite-nos cslcular a altura de um lugar, partindo da pres- 
sao barornetrica, ou determinar a diferenga de altitude de dois lugares, medindo 
a pressao atmosf erica era cada um deles. Alias, se a pressao atmosf erica e a altitude 
h forem conliecidus, pode-se determinar a coustante a cjue e da maior importunoia 
na teoria dos gases. 


5. Rea$oes quimicas. 


Consideremos, agora, um exemplo reierente a quimica, a saber, a cbamada 
reagao unimolecular. Suponhamos que ama substaucia e dissolvida numa quanti- 
dade relativamente grande de solvente, digamos, uma certa quantidade de agucar 
de caua, em agua. Se uma reagao tiver lugar, a lei quimica da agao das massas 
estabelece, neste caso simples, que a velocidade da reagao e proporcional a quan- 
tidade dos reativos presentes. Suponhamos que a agucar de cana esta sendo trans- 
formado, por agao catalitica, em agucar invertido, representando por u(x) a quan- 
tidade de agucar de cana que no instante x aiada se encontra inalterada, a velo- 
erdade da reagao sera — dujdx, e de a cord o com a lei da agao das massas, teremos 
uma equagao da forma 


dx 


= -ku 


onde k representa uma constante que depende da subst&ncia reagente. Desta lei 
instant^nea obtemos, imediatamente, como na pag. 178, uma lei integral, que da 
a quantidade de agucar em fungao do tempo: 


u(x) = ae' 1 *. 

Esta formula mostra, claramente, como a reagao quimica tende, assintbticainente, 
para a sua fase final, u = 0, isto e, a transformagao completa de todo o agucar. 
A constante a 6, como e facil deduzir, a quantidade de substaucia existente no 
tempo x = 0. 


6. Abertura e fecharaento de circuitos eletricos. 


Como exemplo final, estudaremos o acreseimo de uma corrente elltrica (con- 
tinua), quando o circuito e restabelecido (ou o seu decrescimo quando e cortado). 
Seja R a resistencia do circuito e E a fSrga eletromotriz (voltagem). A corrente I 
crescera gradualmente desde o seu valor original 0 ate o valor final EjR. Temos, 
pois, que considerar I como fungao do tempo. 0 crescimento da corrente depende 
da indugao-propria do circuito; o circuito possui uma constante caracterfstica L, 
o coeficiente de self-indugao, de tal natureza que uma forga eletromotriz, de gran- 
deza Ldljdx, oposta a forga eletromotora externa E, se desenvolve, a medida que 
a corrente cresce. Da lei de Ohm, que estabelece que em cada instante o produ to 
da resistencia peia corrente e igual a voltagem efetiva existente, obtemos 


j 


1 

it 


I 


dl 

IR = E - L — . 

dx 
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Escreveremos, entao, 

J(x) = /U)-?, 

R 

deduzindo, imediatamente, que j'ix) = - e, pe!a teorcma da pag. 178, 

J-t 

J[x) = j{ 0)e” Rl/I '. Recordaudo que /( 0) = 0, vemos que /(0) <= - — , vindo a ex- 

R 

pressao 

E E 

I=J(x) + ~ = -(1-e'S^) 

para a corrcnte em fungao do tempo. 

A expressiio iudica que, quaudo o circuito e fechado, a correnle tcnde, assiii 
toticamentc, para o seu valo - final EjR. 

Exemplos 

1. A fungao j[x) satisfaz a equagao 

j{x + y) =/(x)/(y). 

(a) Se /(x) for derivavcl, t.anlo se /(x) = 0, oomo se /(x) = e**. 

(b) ~ Se ]{x) for eontlnua, tanto se j(x) 0, como sc J(x ) = e° x . 

2. Se uma funcao j(x) for derivavel e satisfizer a equagao 

/fry) =/(a0 +J(y), 

teremos f(x) = a log x. 

3. Uina qiiantidade de radio pesa 1 g no instante l = 0. No tempo t = 10 anos 
ela diminuiu para 0,997 g. Quanto tempo sera necessario para Hear reduzida a 
0,05 gi> 

4. Resolver as seguintes equagoes diferenciais: 

(a) y' = <*(y-l 3). (e) y' ~ay = fie?*. 

(b) y' -ay = p. (d) y ’ ~ ay = /SeY* 


8. FuN£OE8 HIPERBOLICAS 
1. Defirngao analitica. 

A fungao exponential nao se apresenta sozinha, em muitas apli- 
cagoes, mas sim, ern combiuagocs da forma 

1 1 

-(e^ + e*) ou -(e x ~ e~ x '). 

E conveniente estudar estas e outras combinagoes semelhantes como 
fungoes especiais. Representa-las-emos como segue: 
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A fungao 


Ch x 


e, por definigao, positiva para todos os valores de r, assuraindo o seu 
valor mmimo quando x = 0, ficando Ch 0 = I. 

Entre Ch x e Slii; existe a relagao fundamental 

Ch 2 s — Sh 2 a: = 1, 

que decorre imediatamente da defi- 
nigao destas duas fungoes. Se de- 
signarmos a variavel independente 
por i em vez de x e escrevermos 
x = Ch i, y = Sh t, 

teremos 



x*-y l = 1 ; 

isto 6 , o ponto de coordenadas 
x = Ch l, y = Sh t se move sobrc 
a hiperbole eqiiilatera x- - y z = 1 , 
quando i percorre tMa a escala de 
valores, desde - « ate + . De acor- 

do com a equagao da definicao, x £ I , 
e vcmos inais facilmente que y per- 
corre todos os valores entre — e 

+ ro a medida qne t o faz. Desta forma, e‘ tendera para o inf ini to se i 
o fizer, enquanto que e~ l tende para zero. Podemos, portanto, estabe- 
lecer, mais exatamente, que quando t percorrer os valores entre - 

e 4 -°°, as equagoes x = Ch i e y = Sh t darao urn ramo, a saber, o 

da direita, da hiperbole eqiiilatera. 

2. Teoremas da adigao e formulas para derivagao. 

Das definigoes das fungoes que nos ocupam, deduzimos as forum- 
las conhecidas por teoremas da adigao: 

Ch(<z + b ) = Ch a Ch b 4- Sh a Sh 6 , 

Sh(a + 6 ) = Sh a Ch b + Ch a Sh b. 

A demonstragao e obtida se escrevermos 


Ch(a + b) — - 


e a e b + 


Sh(a + b ) 


e^e 


,-b 
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e se fizermos, nestas eqnagoes, 

e a = Ch a + Sh a, e~ a = Ch a - Sh a, 
e b - Ch b + Sh b, e~ b = Ch 6 - Sh b. 

A analogi a entre estas e as formulas trigoroonetricas correspondentes 
n evidente. A unica diferenga nos teoremas da adigao reside no sinal 
da primeira formula. 

As formulas para a derivagao apresentam analogias corresponden- 
les. Recordando que tf(e*)/<£c = e x , podemos escrever ® 

d_ d 

, Ch x — Sb x, , Sh x — Ch x, 

dx dx 

d 1 d_ 1 

dx Thx = Ch 2 ? dx C ° th X = "Sto 

?>. Fungoes hiperbolicas inversas. 

As fungoes hiperbolicas x — Ch t, y = Sh t, correspondem fungoes 
iaversas que designaremos por ® 

t — Arc Ch x, l — Arc Sh y. 

Visto a fungao Sh i ser monotona crescente, em todo o intervalo 
- » < t< -f- 03 , a sua inversa sera determinada para todos os valores 
de y. Por outro Jado, basta deitarmos um olhar ao grafico (fig. 17, 
pag. 184) para sabermos que l = Arc Ch x nao e definida univoca- 
mente, apresentando ambiguidades de sinal, pois, a cada valor de x 
••orrespondem, nao somente o numero /, mas tambem, -t. Assim, a 
fingao inversa Arc Ch x e definida somente para visto a sua 

fungao primitive ser Ch t A 1 para qualquer valor de t, 

Podemos representar estas fungoes inversas, muito comodamente, 
por xneio dos logaritmos, considerando e — u, nas definigoes 


d -f- e 1 d— e~ l 



como incognitas, e resol vendo estas equagoes (quadraticas) em rela- 
gao a u. Teremos, entao, 

u — x ± dx 2 - 1, u = y + Vy 2 + 1; 

(l) Mui£u 3 v&zes 6 coaveaiente intcoduzir aa fungoes Scchj: = l/Chrt; Cosachi =* l/.Sh *. 

C*) Emprojja-ao, tam bum, a notagfio Cli“ l z, etc. (Vcr aota da p5g. 143,) 
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como u? = e pode assumir unicamente valores positivos, a raiz qua- 
drada. na segunda equagao deve ser tomada com o sinal positivo, 
ao passo que, na primeira, 6 possivel outro sinal. Sob forma logarit- 

mica, teremos, 

t — log (a: =fc. Vr 1 2 - 1) = Arc Cli x, 

l = log (y -J- Vy 2 + 1 ) = Arc Sh. x 

No caso de Arc Ch x a variavel x 6 restringida ao intervalo x & 1 , 
cnquanto Arc Sh y e definida para todos os valores de y. 

A formula apresenta dois valores, log ( x + Vr 2 - 1) e log (x — Vr 2 — 1), 
para Arc Ch x, correspondentes aos dois ramos da curva. Desde que 

(a; + Vi 2 — 1) (a? — V m 2 — 1) = 1 

a soma dbstes dois valores de Arc Ch z 4 zero, o que concorda com a 
observagao feita acima. 

As inversas das tangente e co-tangente hiperbolicas podem ser 
deduzidas de modo analogo, podendo iguabnente ser expressas loga~ 
ri tmicamente. Rcpresentaremos estas fungoes por Arc Th x e Arc Coth x . 
Indicando a variavel independente por x, obtemos, imediatamente: 


1 1 + x 

Arc Th x = - log 7— — no intervalo - 1 < x < 1 , 
l 1 — x 

1 x ~t~ 1 

Arc Coth x = r log 7 no intervalo x < - 1 , x < 1 . 

2 x - 1 


A derivagao destas fungoes inversas pode ser feita pelo proprio 
leitor, que, neste caso, podera usar tanto a regra para a derivagao 
das fungoes inversas, como a regra da cadeia, juntamente com as ex- 
pressoes acima, representadas logaritmicamente. Se x for a variavel 
independente, sera obtido o seguinte resultado: 


~ Arc Ch x — ± 
ax 


1 d 

Va r — 1 dx 


Arc Sh x 


1 

vTTi’ 


d _ 1 d ^ 1 

7- Arc Th x = ; ~r Arc Coth x = 7 =■ 

dx 1 - x z dx 1 - x 2 

As duas ultimas formulas nao se contradizem, visto a primeira sb- 
mente ser verdadeira para - 1 < x < lea segunda someute verificar-sa 

d 

para r<~l e l<r. Os dois valores de — .Arc Chi, represenladoi 
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pelos dois sinais (±) na primeira formula, correspondem aoa dois 
ramos da curva y — Arc Ch x = log (x ± \x 2 — 1). 

4. Outras analogias. 

Na representagao que aeabamos de estudar, da hiperbole eqiiilatera, pela quan- 
tidade l, nao buscamos evidenciar qualquer signlficado geometrieo do proprio 
“parametro” t. Voltaxemos, agora, a este assunto, para obtermos conhecimento 
raais profundo das analogias entre as fungoes trigononietricas e as hiperb61icas. 
Se representassemos o cfrculo de equagao ar 4- y 2 = 1 pelo parametro i, sob a 
forma x - cos l, y = sen i, podemos interpietar a quantidade t como um acgulo 
ou como um comprimento de arco medido sobre a circunferencia. Podemos, ainda. 
considerar t como o dcibro da area do setor circular correspondente aquele angulo, 
sendo a urea positive ou n 'gativa, conforme o angulo seja positivo ou negativo. 



Fig- 20 — Represent a gao da Fig. 21 — Fungoes hiperb61icas 

hip&rboie pelos parilmetroa 


Faremos, agora, um enunciado semelhante para as tungoes hiperbiilicas, 
estabelecendo que t e o dSbro do setor biperbolico f 1 ) tracejado na fig. 20. A dt> 
monstragao 4 obtida sem dificuldade, se tomarmos para eixos da hiperbole as 
suas assfntotas, efetuando a transformagao das coordenadas 




B 

1 

V 

1! 

toi 

SCr 

x + y = V2 77 , 

OU 

_ 

1 

1 



2 “ vl (f + v) ' 



Com estas novas coordenadas a equagao da hiperbole sera {?? = Vemos, assim, 
desde logo, que a area em questao e igual a area ABPQ da figura, pois os dois tri- 

P) Do mesmo modo que a notacao arc cos x lembra que t £ um arco do circulo de referenda 
a evpressSo ( =» Arc Ch * signifioa que e uraa certa irea da hiperbole equilfitera. 
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angulos retangulos OPQ e OAB tem a rnestna Area, de acordo com a equagSo da 
liiperbole. Os dois pontos A e P terao, como e claro, as coordenadas 

i_ 1 x-y x + y 

V2 - “ V 2 ® { = V2 ’ 7 “ V2 

respectivamente, e pata o dobro da area da nossa figura, obteremos 
~ t/2 

2 I (1/2jj)c/ 77 = logfx + y) = fog [x =*= Vx a — l]. 

J 1 / V 2 

Efetuando-se a comparagao desta com a formula da fungao inversa t — Arc Cb r , 
deduzida na pag. 187, vemos que o emmciado sobre a quantidade t e verdadeiro 
Eai conclusao, devemos frisar que, como esta indicado na fig. 21, as fungoes 
iiipcrboiicas podem ser representadas por diagramas em relagao a hiperbole, de 
modo auulogo d representagao das fungoes Irigouometricas com referenda ao cir- 
cub ('). 


Exempi.os 

1. Domonstrar a formula 

Sh a + Sli b « 2 Sh ^ Cli 

Deduzir formulas semelhantes para Sha-Shb, Cb a Ch b, Cha-Cbb 

2. Tlepresentar Th (a ± b) etn fungao de Th a e Th b. 

Represcntar Cotb ( a =*= b) em fungao de Coth a e Coth b. 

Representar Sh ]4,a e Ch J 4a em fungao de Ch a. 

3. Denver 

(a) Ch x + Sh x; (6) e Thl *°° th *; ( c ) log Sh (x -f Chit); 

( d ) Ai'c Ch x + Arc Sh x; (e) Arc Sh {a Ch x); ( J) Arc Th — - 

1 + x- 

4. Calcular a area limitada pela catenaria y =» Ch x, pelas ordenadas x = a 
e x — b, e pelo eixo dos x. 

9. OrDEM RE GRANDEZA DAS FUNQOES 

As diversas fungoes que encontramos neste caplUilo mostram dife- 
rengas muito importantes com relagao ao seu comportamento em face 
de valores grandes do argumento ou, como dizemos tambem, na or- 

(t) Os valores aumnricos das fungoes hiperb61icas, que sao empregados em indmeros c&Idxlos, 
cncontram-se em muitas tibuas Mencionaremos as seguintes: J. B. Dale, Fhe-ji<jure Tables of Mathe- 
matical Funciions (Arnold, 19 lfi >; K. Hayashi, FiinfstelUue Tajcln der Kreis- u. d Hypcrbelfanktionen 
(Berliuo, 19301; E Jalmke aod JF. Emde, Funktionenlajeln mil Formeln. and fCurven (German and 
English, Leipzig, 1933), 


190 


DERIVACAO E INTEGRACAO 


[Cap. 



dem de grandeza do seu cmscimento. Devido a grande importancia 
deste assunto discuti-lo-einos aqui, de maneira abreviada, muito em- 
bora ele nao esteja diretamente ligado as ideias de integral ou de 
derivada. 

1. Conceito de ordem de grandeza, Casos mais simples. 

Se a variavel x crescer alem de qualquer valor, quando a > 0, as 
fun goes log x, e x , e° x crescerao, tambem, excedendo qualquer limite. 

Observando, porem, a maneira pcla qual se processa o creseimento, 
podemos, desde logo, apoutar uma diferenga essencial entre as fun- 
goes. Por exemplo, a fungao a: 3 lornar-se-a infinita de ordem superior 
a x 2 . Coin isto queremos dizer que, a medida que x cresce, o proprio 
quociente x 3 /x 2 cresce alem de qualquer valor. Do mesmo modo, diie- 
mos que a fungao x° tornar-se-a infinita de ordem superior a de x 3 
se ol < < 0 e, assim, sucessivamente. 

De maueira geral, se os valores absolutos das duas fungoes f(x) e 
g(x ) crescerem com x alem de qualquer limite, uma deias, digamos /(,;.) 
iornar-se-a infinila de ordem superior a oulra, g(x), desde que o quo- 
'f(r) I 

ciente |— — j cresga, com x, alem de qualquer limite. Quando o quo- 
f(x) 

ciente — : tender para zero, a medida que x crescer, fix) sera infi- 

9\X) 

nita de ordem inferior a g[x) e, finalmente, as duas fungoes tornar- 

f ( x ) ! 

se-ao infinitas da mesma ordem de grandeza, se o quociente — - L a 

9 (x) \ 

medida que x for crescendo, tiver uni limite diferente de zero ou, ao 
ruenos, permanecer entre dois limites fixos, positivos. Por exemplo, a 
fungao ax 3 + bx 2 + c = f(x), onde a 0, sera da mesma ordem de 

f(x) | ax 3 + bx 2 + c | 

grandeza da funcao x 3 — g(x), visto o quociente — - = : 

g(x) ] x 3 

ter o limite j a |. Por outro lado, a fungao x 3 + x +■ 1 atingira um 
valor infinito de grandeza superior ao da fungao x 2 + x 1. 

A soma de duas fungoes f(x ) e <£(r), sendo fix) de ordem de gran- 
deza superior a <£( 2 ), 'e da mesma ordem de grandeza que fix), visto 

fix) + <Kr) I <Kx) _ 

— 7(5 = I ^ ^ fix) 6 ’ ^° r ^ 1I P otese ' esta ex P re ssao tender 

para 1 a medida que x cresce. 
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Poderiamos ser tentados a medir a ordem is giandeza das fun- 
goes por uma escala, dando a x a ordem de grandeza l.ea potencia 
af (ce > 0) a ordem de grandeza a. Urn polindmio de grau n teria, 
entao, claraxnente, a ordem de grandeza n; uma funpao raciorml qual- 
quer, ua qual o grau do numerador excedesse de h o grau do dcno- 
minador, perteneeria a ordem de grandeza h. 

2. Ordem de grandeza da funpao exponencial e do logaritmo. 

Acontece, porem, que qualquer tentativa visando fixar a ordem 
de grandeza de funpoes arbitrarias pela escala acirria menciouadn, 
fulharia irremediavdmente. Existem funfoes que se tornam infinites 
de ordem superior a potencia a? 1 de x, nao importando quao grande 
soja o valor escolhido de a; alem disso, ha funpoes que se tornam 
iiil'initas de ordem inferior a da potencia por menor que seja o 
valor posit ivo atribuido a a. Tais funpoes nao poderiam ser colocadas 
ein parte alguma da nossa escala. 

Sem nos aprofundarmos na teoria da ordem das grandezas, de- 
monstraremos o seguinte teorema: 

Se a for am nu/nero arbitrario qualquer, maior do que l, o quocienle 
n 1 

— tendera para o infiniio, a medida que x crescer. 
x 

Para prova-lo construamos a funpao 

a 1 

<(>( x) — log — = a; log a - log x ; 

c claro que basta inostrar que a funpao cresce alem de qualquer li- 
able se x tender para Para tal, considcremos a derivada 

I 

<p' (z) = log a — 
a; 

2 

e observemos que, para x =£ c = ^ ^ elu nao serd menor do que o 
niimero positivo A log a. Portanto, segue-se que, para x & c, 

4>{x) - 4>{c ) = j [ <t>' (I) dt § H log a dt § y,{x - c) log a, 

<t>(x ) 4>(c) + - c) log a, 

onde o segundo membro se torn a infinite, a medida que x crescer. 
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Apresentaremos outra demonstragao deste importante teorema. 
Se escrevermos da = b — 1 -f- h, teremos b > 1 e h > 0. Seja n urn 
inteiro tal que ngi<n+l; podemos fazer x > 1, de inodo que 
n^l. Aplicando o lema da pag. 31, vira 

a* _ bf = C 1 + h) x j}T ^ 1 -r nh ^ jih^ _ h_,~ 

x Vz dx Vn -r 1 Vn + 1 v'2/i V2 n ’ 

e, consequentemeote. 



tende para o infinito com x. 

Da demonstragao que acabamos de apresentar decorrem muitas 
propriedades iDteressantes. Por exemplo, o quociente a x !x\ de duas 
potencias, onde a representa qualquer expoente positivo e a qualquer 
numero a > 1, tendera para o infinito, quando x crescer, isto 6: 

A fungdo exponential torna-se infini/a de ordem de grandexa supe- 
rior d de qualquer polmcia de x. 

A fim de verifica-lo, basta, apenas, mostrar que a raiz a. da ex- 
pressao, isto e, 

a tlc> J a l/or J a y 

x ~ a xjod. a y 

tende para o infinito. Isto, entretanto. decorre do teorema precedente, 
quaudo se substitui x por y = xja. 

De modo scmelliante, podemos demonstrar o seguinte teorema. 
O quociente (log x)jx“, para qualquer valor positivo de a, tende para 
zero, desde que x tenda para o infinito; isto e 

0 logaritmo iorna-se infiniiamente peqaeno, de ordem de grandexa 
inferior a de qualquer polencia posiliv a de x, por menor que ela seja. 

A demons tragao e imediata, fazendo-se log x = 1, com o que trans- 
formamos o quociente em yje ay . Escreveremos, pois, e“ — a, resultando 
que cl e urn numero > 1 e o quociente yja y aproxima-se de 0, quando 
y cresce. Como y aproxima-se do infinito, a medida que x o faz, o 
teoiema esta demonstrado 

(*■) Outra demonstracao muito simples pode ser apresentada: para a>le<>0, 

/ * Jt S*X 7 

t J 5 < J i d* = - (x £ - 1): 

se eacolheroaos e menor do que a e divMirmos ambos os ruembros da dcsigunldade por x. a , verifies -se 
quo sL medida que x — ► to , (log sc}/ ► 0. 




v 
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Com fundamento nestes resultados, podemos construir fungoes de 
ordem de grandeza muitissimo mais clevada do que a da fungao expo- 
nenciai, e outras de ordem de grandeza muitissiino mais baixa do que 
a do logaritmo. Por exemplo, a fungao e' 1 e de ordem de gTandeza 
superior a da fungao exponential, ao passo que log log a: 6 inferior a 
do logaritmo. Podemos, como 6 claro, repetir o processo quantas vezcs 
quisermos, combinando os simbolos e ou log. 

3. Observagoes gerais. 

As consideragocs auteriores mostram que e. impossfvel, por meio 
de um raciocinio sistematieo, atribuir numeros definidos as fungoes, 
classificando-as era ordens de grandeza, de modo que, ao comparar- 
raos duas delas, pudessemos conferir ordem de grandeza superior a 
que apresentasse o numero mais elevado. Se, por exemplo, a fungao x 
lor da ordem de grandeza 1 e a fungao x 1+e da ordem 1 + e, a fungao 
x log x devera ser de uma ordem de grandeza maior do que 1 e munor 
do que 1 + «, por menor que seja. o g escolhido. Tal numero, porem, 
nlo existe. Deixando esta discussao de lado, e facil, entretanto, ver 
que as fungoes nao precisam ter ordem de grandeza claramente defi- 

X 2 (S6H x) 2 — |— X 1 

nida. Por exemplo, a fungao xr~ r nao tende para qual- 

X (.COS iJC j [ cc 

quer limite definido quando x cresce. Ao contrario, para X = u-tt 

I S 1\ 

(n sendo inteiro) o seu valor sera — ,enquanto que para x = ( n + ^ )x 

f 1\ 1 

ele valera l n -+- - 1 x + 1 + — — ■ — — . Embora numerador e deno- 
\ 2/ (n H- 

minador se tornem, ambos, infinitos, o quoeiente nao se encontra en- 
tre limites positivos e nao se aproxima de zero nem do infinito. 0 
numerador, portanto, nao e da mesma ordem que o denominador, 
nem de ordem inferior ou superior. Esta situagao, aparentemente 
assustadora, significa, unieamente, que as definigoes apresentadas 
nao o foram de molde a permitir a comparagao de um par de fungoes 
quaisquer. Isto, entretanto, nao constitui um defeito, pois nao dese- 
jamos comparar as ordens de grandeza de fungoes tais como o nu- 
merador e o denominador da fragao acima, visto que o couhecimento 
do valor de uma delas nao nos da qualquer informagao util em relagao 
a outra. 
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4. Ordem de grandeza das fungoes na vizinliangu de pontos 
arbitrarios. 


Da mesma forma que podemos inquirir o comportamento das 
fungoes quando it cresce sem limite, podemos, tambem, indagnr se, e 
de que modo, as fungoes que se tornam infinitas no ponto x = £ podem 
ser distinguidas em face do seu comportamento no ponto referido. 

Estabeleceremos, em seguida, que a fungao /( x) — ^ 


infinita de primcira ordem no ponto x = f, e que ; 


z- £ 

1 


se torna 


, de modo 


£ 

correspondents, se torna infinita de ordem a, desde que a seja positive. 

Reconbecemos, entao, que a fungao se torna infinita do 

ordem superior e que log | x- £ | sera de ordem inferior a tddas aquo- 
las poteneias; isto e, verificam-se as r el a goes entre limites: 

lim(| x— | | a . e 1/,x ~ ) = » e Iim(j x- £ |“.Iog | x - | ]) = 0. 


Para verifica-lo, faremos, apenas, - 


x- f | 


y. 0 enunciado reduz- 


se, entao, ao conliecido teorema da pag. 192, visto 

I *- £ |°.e 1/,:E ' tl = e y !y“ e [ x - £ j“.log | x~ £ | = - (1 ogy)/y* 


e y crescer alein de qualquer limite & medida que x se aproxima de £. 
0 metodo de redugao do comportamento das fungoes num ponto 
finito ao comportamento das mesmas em um ponto infinito, pda 


substituigao 

adiante. 


J*-$l y ’ 


e freqiientemente util, como veremos mais 


5. Ordem de grandeza das fungoes que tendem para zero. 

Assim como procuramos descrever a aproximagao de uma fungao 
ao infinito, mais precisamente, por meio do conceito de ordem de 
grandeza, podemos, igualmente, estabelecer o modo pela qual ela se 
aproxima de zero. Diremos que, quando x-» =o, a quantidade 1/x se 
anula na primeira ordem, ao passo que ser5 nula para a ordem a, 
desde que a seja positivo. Acharemos, novamente, que a funcao 
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1/log x s’ anula em ordem inferior a de qualquer polencia isto e, 
para cada a positivo, verifica-se a relagao 

Iim(ar e '.Iog x) = 0. 

Da mesma forma, diremos que para x = £, a quantidade x — 
se anula para a primeira ordem, enquanto j x - £ [“ se anulard parn 
a ordem a. Com estes resultados, e facil demonstrar as relates 

lim( | x |“.log j x | ) = 0, lim( [ x | _ “.e _1/ i zl ) = 0 

x — »Q 2—^0 

que se exprimem, usualmente, como segue: 

1 

A funqao — . : se anula quando x - 0, em ordem inferior a de 

log | x | 

qualquer polencia de x; a fancao exponencial se anula em ordem 

superior a de qualquer polencia de x. 


Exemplos 


1. Comparar as fungous seguintes com potencias cle x , em relagao as suas 
ordens de grandeza, quando 


(a) e* s - 1. 

(b) (logi)S. 

(c) sen x. 

Id) Sli x. 

(e) x 1 sc n x . arc tg x. 


(/) x 11 - sen x + 


x 2 3 4 5 6 * 8 9 cos J x 
x J + 1 ' 


(9) 


e ~if* 
1 - 


(/i) x x - 1. 

U ) iogU log x). 


2. Comparar as ftingoes do exemplo 1 com e aX , e T “. (log a:)*. 

3. Comparar as fungoes do exemplo 1 com as potencias de x, quando x -+ 0 

4. A expressao Sim e 1 ” e(“ eX ), existe ? 

X~> co 


5. Quais sao os limites de et-r 1 ) e e< e x ), quando x -*<*>? 

6. Seja/(x) uma fungao contfnua que se anula, juntamente com sua primeira 
derivada, para x = 0. Demonstrar que f{x) se anula em ordem superior a de x, 
quando x -* 0. 


7. Mostrar que/(x) = 


a 0 x° + aiX n 1 + . . . + a„ 


quando a 0 , b 0 ^ 0, forem 


6 0 x m + biX”" 1 + . . . 4- 
da mesma ordem de grandeza que x n_m , a medida que x-*». 

8. * Demonstrar que e 1 nao e furicao rational. 

9. * Demonstrar que e r nao pode salisfazer qualquer equagao algebrica quo 
tenba pai'a coeficicntes polinomics em x. 
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APENDICE AO CAPiTULO III 

1. AlGUMAS FUNgoES ESPECIAIS 

Ja esclarecemos, em diversas oportunidades, por meio de exem- 
plos, que o conceito geral de fungao content muitas possibilidades 
estranhas a intuigao comum, Geral m ante nao apresentamos esses casos 
por meio de expressoes analiticas simphs, e acpii, portanto, deseja- 
rnos mostrar que e posslvel representar diversas destas descontinui- 
dades tipicas e fenomenos aaormais por meio de expressoes muito 
simples, construidas com o auxilio das ftingoes elementares. Come- 
garemos, entretanto, com um exemplo, no qua! nao existe desconti- 
nuidade. 


1. A fungao y — e~ 


i/A 


Esta fungao (fig. 22), que e definida, era sua primeira fase, somente para valo- 
res de i diferentes de zero, tern, obvianiente, zero para limite, desde que x *0. 
Fazendo-se 1/x 5 = £ a fungao proposta transfonna-se era j = e'f e lira e~£ = 0. 

£— » CD 

Logo, a fiin de estendermos a fungaci, de sorte que seja contfnua para x — 0, defi- 
niremos o seu valor neste ponto (x = 0), pela equagao y(0) ~ 0. 

f 

I 



Pcla regra da cadeia, a derlvada da fungao proposta, para x 0, sera 

y' — -e' lllS , Se x so aproximar de 0, a dcrivada tera, iguahnente, o limite zero, 
a 3 

como deduzimos da pug. 191 e seguinte. No proprio ponto x = 0, a derivada 


y'(0) = lira 
fc— >0 


y(h)-y( 0) 
h 


e - Vh* 

= Um 

h-> o h 


e, tamb£m, nula. 

Se formarmos as derivadas de ordem superior para i^O, obteremos semprc 
produtos da fungao por polinomios em 1/x, e a passagem ao limite, x — > 0, 

conduzira ao limite 0. Todas as derivadas de ordem superior se anularao, da mes- 
raa forma que y' no ponto i = 0. 


1 


p’ 
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Assim, vemos que a fungao estudada e contmua em qualquer intervalo e 
derivavel tantas vezes quant as desejarmos, alera de se anular, com todas as suas 
derivadas, no ponto x =» 0. Vereraos raais tarde (Capitulo VI, Apendice, pag. 336), 
quao notavel e, na realidade, este comportamento. 

2. A fungao y = e~ 1,x . 

Podemos verifiear, rapidamente, que para valores posilivos de x, esta fungao 
se comporta de maneira identica a anted onnente estudada. Se x tender para 0 
atraves de valores positivos, a fungao tendera, igualmente, para 0, assim como 
todas as suas derivadas. Se o valor da fungao fdr definido para x — 0, como y(0) = 0, 
todas as derivadas a direita do ponto considerado (x = 0), serao nulas. Quando. 
por6m, x se aproxima de 0 atraves de valores negativos, o procedimcnlo e inteira- 


Fig. 2J 

inente diverso. Entuo. tanto a fungao como todas as suas derivadas tornam-se 
infinitas, nao existindo derivadas a esquerda do ponto x = 0. Neste ponto, por- 
tanto, a fungao apreseuta uma notuvcl especic dc descontinuidade (fig. 23), com- 
pletainente diferente das descontinuidades infinitas das fungoes racionais, ja ante- 
rionneute estudadas (pngs. 22, 53). 


3. A fungao y = Th 


Jd vimos (pdgs. 33, 52), que fune.ues ‘‘com saltos” de descontinuidade podem 
ser obtidas a partir dc fungoes simples, pela passagem ao li.aite. A fungao expo- 
nencial definida na pag. 171 e o prindpio da composigao das fungoes dao-nos outro 
mevodo para construf-las com as descontinuidades citadas, partindo de fungoes 
elementares, sem outro qualquer processo posterior de limite. Exemplo disto e a 
fungao 

1 eVi - e ~ 
y = Th - = 

J _1 b* I "I /'h 


e a seu comportamento no ponto x 


ei/z + e~ !/•* 

0. Esta fungao, na sua primeira fase, nac 
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l> definida em tal ponto. Se nos aproximarmos do ponto x — 0 atraves dos vaJores 
i ositivos de x, obtereinos, como e claro, o Jimlte 1. Se, por outro lado, cos apro- 
imanno-s do ponto x — 0 atraves dos valores negatives, atiegiremos o limits — 1. 



Fig. 24 


O ponto x = 0 surge, assim, como 
um ponto de descontinuidade; quan- 
do x, no seu crescimento, atinge 0, a 
fungao da um salto iguai a 2 (fig. 24). 
Por sua vez, a derivada 


Ch s (l/;r) x 2 

1 4 

x 2 (e + e-l/i) 2 


-o. nproxima do limite 0 por ambos os fados, con o se deduz do § 9, pag. 194 (’). 


1 

4. A fungao y = asTli 


No caso da fungao 


y 



e I/r — e - 1/z 
c \!x -i. c ~l/x 


a descontinuidade acima e removida pelo fator x. A funciio Lem o limite 0 quando 
\ -» 0 de qualquer lado, de modo que podemos, mais uma vez, apropriadamente, 



defiuir y(0) como sendo iguai a 0. A fungao e, portanto, continua no ponto x = 0, 
mas sua derivada de primeira ordem 

, ™ 1 21 

y — Th - 

x 1 Ch 2 (l/x) 

i 

(•) Outro p.rempio da ocorrSncia de descontin uidade com “salto” 6 proporcionado pela fuejac 
v = arc tg quando x -* 0. 
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npresenta a mesrna espeeie de descontimiidade que o exemplo precedente. Ogra- 
fico da fungao e uraa curva com urn vertice (fig. 25). No ponto x = 0 a fungao 
uao possui, univocamente, derivada, mas tem uma a direita, com o valor -j-1, e 
outra a esquerda, com o valor —1. 


5. A fungao y ~ A'sen y(0) = 0. 

x 

Ja vimos que esta fungao nao e composta de urn numero finit.o de tcrmos 
monotonos — podernos dizer que nao e “parcialmeate moiiotojia” — mas, apesar 
disso, e continua (pag. 54). Sua derivada de primeira ordem 

111 

y ' = sen - - - cos (x + 0) 

XXX 

no conlr&rio, apresenta uma descontimiidade em x = 0. A medida que x-*0est& 
derivada oscila continuamente entre duas curvas-limite, uma positiva, outra ne- 
gative, as quais tendem para 4- e — respectivamente. No ponto x = 0 o 

y(k) — y(0) 1 

quociente das diferengas e — — = sen -. Quando h ~> 0 o quociente oscila 

h h 

um numero infinito de vSzes, para a frente e para tras, entre +1 e - 1, indicando 
que a fungao nao possui derivadas nem a direita nem a esquerda. 

2. Observaqoes sobre a derivabilidade DAS FUNQOES 

A derivada de uma fungao continua que tenha derivada em todos 
os seus pontos nao precisa ser, necessariamente, continua. 

Como exemplificagao mais simples, tomemos a fungao 

y =* /(*) = x* sen -. 

x 

\a sua primeira fase, a fungao proposta nao 6 definitive para i= 0. Estabele- 
i v-remos a defiaigao de/(0), atribuindo-lhe neste ponto o valor 0, tornando, assim, 
« fungao continua e definida em todo o intervalo. Para qualquer valor de x, dife- 
rcnte de zero, a derivada e fomecida pela expressao 


j '(x) — - x 2 cos - . — + 2x sen - = - cos - + 2x sen — 

X X s X X X 

Quando x se aproxima de 0, j'(x) nao possui liroite. Se, por outro lado, formarmos 

JW-/(0) / In ,1 

o quociente das diferengas = f h? sen - 1 [h — h sen veremos em se- 

h \ h / h 

guida que ele tende para zero, si medida que h o faz. A derivada, portanto, existe 

para x = 0 e vale 0. A fim de compreendermos intuitivamente a razao dlste com- 
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portamento paradoxal, representemos a funcao graficamente (fig. 26). Elu oscila 
para a frente e para tras, entre as curvas y = x- e y = — x-, as quais toca, alter- 
nadamente. Assim sendo, a razao entre a altura da crista das ondas e suas dis- 
tancias a origem, torna-se eada vez maior. Contudo, as ondas nao se retificam, 

1 1 

pois sua inclinafao e dada pe)a derivada j'(x) = 2 x sen - - cos— Nos pontos 

x x 

1 1 1 

x — — , em que cos - = 1, ela e igual a - 1, e nos pontos x = , onde 

2 nx x (2n + l)jr 

1 

cos - = — 1, ela vale + 1. 
x 



Em contraste com a possibilidade que acabamos de ilustrar, is to 
e, que a derivada exista em todos os pontos e, contudo, nao seja con- 
trnua, vamos estabelecer o seguinte teorema, muito simples, que 
esclarece uma s£rie de problemas e discussoes anteriores: se souber- 
mos que nas vizinbangas do ponto x — a a fungao /(e) e continua e 
tem uma derivada f' (x) em todos os pontos, mas se nao pudermos 
afirmar a existeucia de /' (a), e, se alem disso, verificar-se a equagao 
lim f'(x) — b, podemos concluir que a derivada f (x) existe, tambem, 

x—*a 


no ponto a e que f (a) = b. A demonstragao decorre, imediatamente, 

f(a + h) -/(a) 

do teorema do valor medio. Temos =/' (£), onde £ & 


um valor intermediary entre ana + h. Se h se aproximar de 0, /' ( £) 
tendera paxa b, ficando provado o que enunciamos. 

Outro teorema que acompanha este e que pode ser demonstrado 
de maneira analoga, e o seguinte: se a fungao / (x) for contin.ua no 
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intervalo a^x^kb e possuir derivada, para a < x < 6, que cresce 
alora de qualquer limite, quando x se aproxima de a, o quociente das 
v . /(fl 4 A) — f (a) 

diferengas, a direita, - — , cresce, tanibeni, alem de qual- 

quer valor a medida que h tende para 0, nao existindo derivada finita, 
a direita, no ponto x = a. Geometricamente, isto significa que a curva 
tein uma tangente vertical no ponto de coordenadas (finitas) [a, f(a )]. 

3. Algumas formulas especiais 

1. Demons tracao do teorema do binomio. 

As regras que estabelecemos para a clerivacao permitera-nos dar 
uma demons tr at;, So simples do teorema do binomio. Introduzimos 
aqui esta demonstraoao, como excnrplo do melodo dos coejicienles 
indelerminados, cuja iinportancia veremos mais tarde. Desejamos de- 
senvolver (1 4 a?)" em potencias de x, para todos os valores inteiros 
v positivos de n. Vemos, logo, que a f'nncao (1 4 r)™ deve ser um 
polmdmio de grau n, isto c,. deve assumir a forma 

(1 4 x) n = «o -f- Uix 4 a 2 x 2 4 ... 4 a n x\ 

ronsistindo o problcma em detcrminar os coeficientes a,. Se fizermos 
.( = 0, obteremos, em seguida, a 0 = 1. Derivando ambos os membros 
da equagao, urua, duas, tres vezes, etc., obteremos as equates 

n(l 4 x) n_1 = fli 4 2 a 2 x 4 ... 4 na n . r:" -1 , 
n(n - I) (1 4 a:)"" 2 = 2a 2 4 3.2a 3 x 4 ... 4 n(n - 1 )a n x n ' T , 

,Ta que t.ais equagoes se verificam para todos os valores de x, pode- 
mos fazer x = 0 em cada uma delas, vindo, entao, para os coeficien- 
tcs ai, U 2 . • ■ • os valores fornecidos pelas seguintcs exprcssoes 

n(n - 1) n(n - 1) (n - 2) 

Qi = n, an = Y72 ’ as = 1.2. 3 

n(n - 1) (n - 2) . . . (n - k 4 1) f rC\ 

ak = k\ = \kj * 

Finalmente, tcremos o teorema binomial sob a forma 


4 x) n = 1 4 nx 4 ^ + • ■ ■ + (j e ^) X "' 
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2. Derivagao sucessiva. Regra <le Leibnitz. 


Em conexao com o que acabamos de expor, deixamos ao cuidado 
do leitor provar, como exercicio, que a derivagao sucessiva de urn 
produto pode ser roalizada de acordo com a seguinte formula (regr.t 
de Leibnilz ): 


\ d n f , f n '\ d n ~\f dg f rC\d' i ~~} drg 

dx n ^ “ dx n 9 + V 1 ) dx n ~ l dx \2 ) dx n ~ 2 dx~ + ' 

f n \df d n ^g ^ . d n g 

\a-l J dx dx"~ l ' ‘ dx rL ' 

A derivagao sucessiva de uma fungao composta y = [/<£(r;)3, entre- 
tanto, nao segue lei tao simples. Das formulas de derivagao apresen- 
tadas no ultimo capitulo (regras do produto e da cadeia), dramas 

dy dj d<fi 

dx d<£ dx ^ ^ ’ 

dry 

-± = r*' *+?*', ■ 

dx- 

d 3 v 

v * + 3/ v<r 


3. Outros exemplos do uso da regra da cadeia. Derivagao de 
J(x) g (*\ Generalizagao do teorema do valor medio. 

Para formal a derivada da fungao x T escrevemos x x — e x lus *, 
donde obtemos 

dx 

— X x = x x (log X -(- 1) 

pela regra da cadeia. Da mesma forma, podemos efetuar a derivagao 
da expressao mais geral = e 1 '- 1 ' 1 emprcgando, ainda, a 

regra da cadeia. Obtereinos, entao, 

d 

~ [/(*)/» ] = /(*) y« . f (*) \ log/(r) + 1 ]. 

Como mais uma aplicagao da regra da cadeia, apresentaremos a 
dcmonstragao do teorema que podemos denominar de teorema geral 



n. 


: »j. ■! 

: ii 1 
; jj ?. 
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Capitctlo IV 

DESENVOLVIMENTO COMPLEMENTAR DO CALCULO 

INTEGRAL 

As regras para derivarao estabelecidas no capitulo precedente ha- 
bilitam-nos a operar extensamente scibre o problema da derivarao das 
fungoes. Quase sempre, porcm, o problema inverso, isto e, a integra- 
gao, excede-o em importancia. Bstudaremos, portanto, a arte de inte- 
grar fungoes dadas. 

Os resullados obtidos por meio das formulas de derivagao podem 
ser resumidos no seguinte enunciado: 

Toda fungao derivada de f undoes elementares, consliluiado uma “ex- 
pressao fechada" (1) pode ser derivada, sendo a sua derivada, tambem, 
uma expressao fechada, igualmente formada de fancoes element ares. 

Nao encontramos, porem, enunciado que correspondessc exata- 
mente a esse, aplicavel a integragao das fungoes elcmentares. Sabe- 
mos que toda fungao elementar, e aa realidade, toda fungao contfnua, 
pode ser integrada e id integramos nutnerosas fungoes deste tipo, seja 
diretamente, seja pela invcrsao das formulas da derivagao, verificando 
que as integrals obtidas sao constitufdas de expressoes que contem 
unicamente as fungoes elementares ja mencionadas. Contudo, ainda 
es tamos longe de podcr formulae a solugao geral do seguinte problema: 
dada uma fungao f(x) decorrente de fungoes elementares, representada 
por uma expressao fechada qualquer, determinar a sua integral inde- 
finida, F(x) = f j(x}dx que seja, tambem, por sua vez, urua expressao 
fechada, decorrente de fnngoes elementares. 

0) Entendemos por "erpressao rechada" uma fungao que pode ser formada, a partir das fungSes 
elementares, pela aplicagSo repetida das operates nieionais e dos processos de composigao e inveraao. 

Devemoa, entretauto, salientar que a distingSo entre as fungoes elementares e as demais £, em 
si meerna, inteiramente arbitr&ria. 
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Na realidade este problema 6, em geral, insoluvel. De rnodo algum 
4 certo que todas as fungoes elementares possuam integrals que se- 
jam, elas pr6prias, fungoes elementares. A despeito disso, porern, 4 
necessario que estejamos aptos para executar tais integragoes quando 
forem possims, adquirindo certo grau de habilidade tecnica no manejo 
das mesmas. 

A primeira parte desle capitulo 4 dedicada ao desenvolvimento 
de artificios liteis ao fim visado. E desde ja advertirnos o principiante 
contra o desejo que possa ter de decorar, simplesmente, as inumeras 
formulas obtidas pelo emprego desses recursos tecnicos. 0 leitor deve, 
ao contrario, dirigir seus esforgos no sentido de obter compreensao 
clara dos mctodos de integragao e aprender como aplica-los. Alem 
disso, deve lembrar-se de que, mesmo no caso da integragao ser im- 
possivel por tais artificios, a integral deve existir (pelo menos para 
todas as fungoes contfnuas) e pode, efetivamente, ser determinada 
com o gran de precisao desejada, por rneio de metodos numericos 
que serao desenvolvidos mais tarde (capitulo VII, pag. 342). 

Na ultima parte do presente capitulo esforgar-nos-emos em apro- 
fundar e estender as concepgoes de integragao e integral, inteiramente 
a parte da tecnica da integragao. 

1. Integeais elementares 

I nicialmente, repetiremos que a cada uma das formulas de deri- 
vagao, anterioimente estabelecidas, corresponde uma formula equiva- 
lente de integragao. Como estas integrals elementares sao emprega- 
das a cada momento como material indispensavel na arte da integra- 
gao, reunimo-Ias sob a forma de tabua (pdg. 206). A coluna da direita 
eontem cert.o numero de fungoes elementares, ao passo que a coluna 
da esquerda indica as derivadas correspondentes. Se a tabua for lida 
da esquerda para a direita, encontraremos, na ultima coluna, a inte- 
gral indefinida da fungao que esta na primeira coluna. 

Lembraremos, tambem, ao leitor, os teoremas fundamentais do 
calculo diferencial e integral, demonstrados no capitulo II, § 4 
(pag. 117) e, em particular, o fato de que a integral definida e obtida 
da integral indefinida F(x) pela f6nnula 

f b f(x)dx = F(x) T = F(b) - F(a). 

J a la 
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Finalrnente, o leitor devera saber perfeitameute as regras el emeu - 
tares da integragao reunidas no capitulo II, § 1 (pags. 81-82). 

Nas segoes seguintes procuraremos reduzir o calculo das integrals 
das fungoes que nos ocuparem ao das integrals elementares apresen- 
tadas na tabua ao Iado. Pondo de lado certos artificios, que nao podon i, 
certamente, ocorrer ao principiante, mas unicamente aqueles que 
possuem grande experiencia, a redugao a que nos referimos se base! a 
essencialmente em dois metodos usuais. Cada um dos referidos me- 
todos permite transformar as integrals de rnuitas maneiras, sendo o 
objetiYO do tais transformagoes reduzir a integral considerada, de 
utna vez, ou mediante uma seqiiencia de vezcs, a uma ou mais for- 
mulas elementares de integragao, constantcs da tabua que aprescu- 
tamos. 

2. MetODO DE SUBSHTUIgXo 

0 primeiro dos m6todos empregados para resolver os problem as 
de integragao, consiste na introdugao de uma nova variavel (isto 6. 
mSlodo de substiluigao ou transformagao). A formula integral corres- 
pondente 6, preeisamente, a regra da cadeia do calculo diferenciat. 
expressa sob forma integral. 

1. Formula da substituigao. 



' ,| 


I 



it 

I; 
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a regra da catleia assume a forma 

Q(u) =/(*)<£'(«). 

Por outro lado, sendo G(u) = F(x), por definiqao, isto e 

J g(n)da = J f(x)dx, 

obteremos a formula integral, equivalents a regra da cadeia, 

Jf [<*(“)] («) da — J f(x) dx, [2 = 4>(a ) ]. 

Tal e a formula bdsica para a subs lit air.ao, an uma integral , da variavel 
por uma oufra. Ela indica que, se. desejarmos a integral indefinida 
de uma fungao de u, a qual e dada sob a forma especial /[<£(u)] 4>' (u), 
podemos calcular a integral indefinida da funcao f(x), como fun^ao 
de x e, depois de realizada a integragao, retomar a variavel u, fazendo 
x — ds(li). 

Se, por exemplo, aplicarmos a formula ao integrando tere~ 

mos 

r r dx 

on, substituindo u por x y 


r 4>' (z) 


Se, nesta formula importante, substituirmos fun goes particulares, tais como 
ip(x) = log x ou <p{x) = sen x ou, ainda, <p(x) = cos x, obteremos ( 1 ) 

f dx 

/ - log I log® j, 

J X log X 

j ' cotg x dx = log i sen a: j, J" tg x dx = - log | cos x |. 


Outro exemplo 6 


<p[u)<p '(u) da 


r T 1 1 

— I x dx — ~ x z ~ - 

J 2 2 


l<r(u)} 2 , 


oude j(x) = x. Quando <p(u.) = log u, teremos 

f log u 1 

I da - - (log u) 2 . 

J u 2 

( ! ) Tonlo esta como as f6rnnulas subsequent©?, sao verlficadas derivando-se o restdlado, que 
deve dar, outra vez, 0 integrando. De mais a mais, estas formulas sao coasideradas ve.rdndciras s6- 
niente quando as express <5es que nelas figurant tern um slgnificado preciso, como 6 natural. 
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Consideremos, por fim, o exemplo 


J' sen rt 


u cos u rfu. 


Aqui, x = sen a = v{u) e, portanto, 


sen 11 a cos a da 


sen^+i ti 


Em muitos cases, entretanto, empregaremos a formula aeima em 
sentido inverse, partindo do segundo mernbro, isto 6, da integral 

j f(x)dx. Devemos, entao, calcular ou simplificar a integral indefi- 

nida F(x) = J f(x)dx, introdnzindo-lhe a nova variavel de integra- 

gao u por raeio da formula de trausformagao a: = <£(«) e operar sobre 
a integral indefinida 

G{a) - J fimWidu, 

substituindo, finalmente, a variavel u. por x. A fim de realizar esta 
ultima operacao devemos estar certos de que ha um valor definido 
de u que corresponde ao valor de x, isto e, que a fungao x = d>(u) 
tem inversa. Conseqiientemente, estabeleceremos a seguinte liipo- 
tese, pela qual consideramos x como variavel primitiva. No intervalo 
considerado, u — f/(x) e uma fungao mono Iona e derivavel, cuja de- 
rivada f (x) nao se anula em parte alguma do intervalo. A fungao 
inversa — que, sob estas condicoes, e definida e monotone — sera 
representada por x — <p(u), sendo sua derivada fornecida por 4>' (u) = 
= l/i l>' (x). Como formula basica, para a substituigao da nova variavel 
u na integral, teremos 

J f{x)dx - j fl<t>(u)] <i>'(u)du [u = vHz)]. 

A integral indefinida J " f(x)dx node ser oblida calculando-se a inte- 
gral indefinida J" f [<£(u)] 4>' (u)du, inlroduzindo-se x em lagar de u, como 

variavel independenie, por meio da equagdo u = 

Vemos, pois, que nao e suficiente exprinair-se simplesmente a va- 
riavel antiga x em fungao da nova u e efetuar a integragao em rela- 
gao a esta nova variavel. E necessario, antes de proceder a integra- 


) 
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quo, efetuai a multiplicagao pe]a derivada da variavel original x, em 
reiagao a nova variavel u. 

A formula correspondents para a integragao definida entre dois 
li mites 6 

/ ’ i rtw 

/(*)<&-/ f[4>(u)]<f>'(u)du. 

Os limiles de integragao da nova integral sao obtidos submetendo-se 
ns limites primitivos d Iransformar.ao x = <j(u) e u = -/-(x). 

Na maioria das aplicagoes, o integrando J(x) aparecera. inicial- 
mente, como fungao de fungao, digamos, f(x) = h(u ), onde u = f(x). 
.Vestas condigoes, e preferivel escrever a formula integral sob forma 
igeiramente modificada, identificando a oxpressao / [$(u)] com h(u). 
S3 fizerraos a substituigao u = x = <t>(u) para u, a formula de 
ransformagao sera, simplesmente, 


J' h [V'(a:)] dx — J ‘ h(u) — du. 


Como primeiro exemplo, vamos integrar a fungao j(x) = sen 2x, fazendo 
u = i j/(x) =2i e h(u) = sen u. Temos 


du 

dx 


= rb) - 2. 


Se, agora, introduzirmos u = 2x na integral, como nova variivel, ela nao se trans- 
formara em J~ sen u da, mas, sim, em 


1 f J 1 1 

_ / sen adu = — cos a — — cos 2x : 

2 J 2 2 


<i que pode ser verificado imediatamente pela derivagao do segundo membro. 

Se efetuarmos a integragao em reiagao a x, entre os limites 0 e r/4, os limites 
correspondentes para u serao 0 e rj 2, viado, entao, 


r t /4 

/ sen 2x dx 

J o 


ir 

2 J o 


t/2 1 

, sen u da = — cos a 
2J o 2 


W2 I 
o 2 - 


r 4 * 

Outro exemplo e a simples integral j Faremos, neste caso, ti = ^(x) = 

Vr, donde x — y(u) = u 3 Visto que v>’(u) = 2u, teremos 

f*dx fiudu r& , 

/ — - 2 / =2 du = 2. 

Jl Vi J x [i J i 
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2. Outra demonstragao da formula de substituigao. 

A formula de integragao que estabelecemos pode ser justiftcada 
de outra maneira mais direta, levando-se em conta a formula da 
integraQao definida, baseando-se a demonstragao no significado da 
integral definida como o limite de uma soma. Para calcularmos a 
integral 


J' h[f(x)]dx 


(quando a < b), comegaremos com uma subdivisao arbitraria do in- 
tcrvalo a g x ^ b e toniaremos esta subdivisao cada vez menor. 
Fixaremos esta subdivisao da maneira seguinte. Se a fungao u = ^(x) 
for monotona crescente, havera (1, 1) correspondence entre o inter- 
valo u Si ^ b no eixo dos x, e uni intervalo a £ a S dos valores 
de a = f/(x), onde a = <^(a) e ft — i£(6). Dividiremos este intervalo 
dos u em n partes de comprimento Au d); havera uma subdivisao cor- 
respondente do. intervalo dos x, em subintervalos que, em geral, nao 
tern o mesmo comprimento. Designaremos os pontos de divisao do 
intervalo dos x por x 0 = a, Xi, x 2 . .... x n — b, e os comprimenlos 
dos subintervalos correspondentes por 

Axi, Ax 2 , .... Ax„. 

A integral que procuramos sera, pois, o limite (2) da soma 

2 hbfrlQ ]Ax„ 

L 

cm que £„ assume um valor arbitrariamente escolbido no subintervalo 
de ordem r da subdivisao dos x. Podemos escrever esta soma sob a 
" Ax„ 

forma 2 h(uj ) — A a onde a„ = Pelo teorema do valor medio 

„ = i Ait 

Ax* 

do calculo diferencial — - = 4' (vJ), sendo t) v um valor intermediario 
Au 

da variavel u, convenientemenle escolbido, no subintervalo de ordem r 
da subdivisao a, e x => 4>(u.) a funcao inversa de u = \f(x). Se, agora, 

{*•) N3o 6 efiseocial, para a demoostracao. a liipAtcse do que todos §stes subintervalos sejam 
iguais. 

P) Tal limite existc, efetivamento fpara Au—»0), e represents a integral porque, em face da 
eontinuidade uniforme de x *= 4 ( 2 ), o maior dos comprimentos Aa: tende para 0 com Au. 
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escolhermos o valor de f, de lal maneira que e coinciilam, isto e, 
que = 4>(t} v ), n, ~ ^(£„), a soma estuciada adquire a forma 


J--L 

Efetuando a passagem ao limite. obteremos a expressao 

ft dx 

J a h( - a) du du ' 

como valor-limite, isto e, como valor da integral proeurada, em con- 
cordancia com a formula que ja havianaos deduzido (pag. 210). 
Demonstramos, assim, o seguiute teorema: 

Se h(u) for uma fungao conilnua de u no intervalo a g u sj 8, e se 
a funcdo u = i/'C'O /dr conilnua e monotona, tendo, alem disso, uni a 
du 

derixada — , conilnua e que nao se anula no intervalo a g; x rt b, e se 
dx 

f(&) = «, f(b) — fi, entao, 



h [f (k)] dx 


= f\(u)dx= f ^ 
J a J a 


dx 

h(u) -T- du. 
du 


Esta formula mostra a vantagem da notagao de Leibnitz. A fim de 
efetuarmos a substituigao u — fix), somente precisamos escrever 
dx 

du em lugar de dx, mudando o limite dos valorcs originais de x 
para os correspondentes de u. 


3. Exemplos. Formulas de integragao. 


Com o auxflio da regra da substituigao podemos, em muitos casos. 


calcular uma dada integral J /(; x) dx, reduzindo-a, mediante uma 

substituigao conveniente de x por 4>(u), a uma das integrals elemen- 
tares da tahua que apresentamos. Se tais substituigoes sao possiveis, 
e como acha-las, sao perguntas a que nao se podem dar respostas de 
eaxater geral; sao, antes, assuntos nos cprais a pratica e a capacidade 
inventiva de cada um, em contraste com os metodos sistematicos, 
encontram sua aplicagac adequada. 


Como exemplo, transformaremos a integral 


/ 


dx 


efetuando 
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a substituigao (1) x — <j>(u) — an, u = \y(x) - x}a, dx = adu, pela 
qual, de ac6rdo com o n.° 13 da t abu a das integrais elementarcs (pag. 
206), obteremos 


f dx ^ adu. 

J da 2 - x 2 J a V 1 - u 2 


arc sen u — arc sen -> para [ x j < | a |. 


Va 2 - x 2 

Pela mesma substituigao, teremos, de modo analogo, 


r dx r 

J a 2 ” 4- x 2== J 

dx 


! 

/ 


ada 1 lx 

- arc tg u = - arc tg -> 


a 2 (l -j- u 2 ) a 


a 


x 

,-5-7 — 5 = Arc Sh -1 
Va- + x 2 a 


dx x 

= AjC Ch a par& f * I > I a l» 


/ 


dx 


( 1 x 

- Arc Tb - para 1 x 1 < la 
n a 


a 2 -x 2 * 


1 x 

- Arc Cotb - para j x \ > | a \ 


a 


formulas que se apresentam freqiientemente, e que podem ser facil- 
aaente verificadas, pela derivagao do segundo membro. 

Em conclusao, devemos salientar, mais uma vez, que baseamos o 
processo que expusemos ua hipotese de que a substituigao possua 
uma unica inversa, x = 4 >(u) e, efetivamente, que ^ (x) nao se anule 
em parte alguma do intervalo considerado. Se a hipotese nao se veri- 
ficar, a aplicacao da formula de substituigao pode conduzir, facil- 
mente, a conclusoes erroneas. Verificando-se i>'{x) = 0 unicamente 
em pontos isolados do intervalo de integragao, podemos evitar a 
dificuldade subdividindo este intervalo de modo que 4 >' (x) se anule 
somente nos pontos extremos de um subintervalo. Podemos, entao, 
aplicar a formula de substituigao a cada subintervalo, separadamente (2> . 

(*) Para abreviar, esorevemos 03 simbolos dx, e da separadamente, isto 6, dx =■ 4>'(u) du em 
vez de dx!du — tj>'(u) (pfigs. 100, 107). 

(?) Uma apIicacSo dSste mOtodo conduz aa resultado seguiate, aplie&vel a maitos easos eape- 
ciais: ee a derivada ip'(x) se anular em um numero finito de pontos, pordm, se a fun$ao /( 1 ) perma- 
aeccr mondtona, 0 processo da formula de subsutuisao pode ser cmpregado. 
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3. ExEMPLOS DO METODO DE SUBSTITUir.AO 



Nesta secao reunimos um certo nurnero de exemplos qne o ieitor 
deve estudar cuidadosaruente, a fim de adquirir a pratica necessiria. 

Pela substituisao de u — 1 * x~, da = * 2 xdx, deduzimoa 

/ x dx . 

i = ^ il “ x 2 , 

Vl db X 2 

f x dx 

/ i •, “ - 14 Jg 1 1 * x 2 j. 

Nestas formulas (levmnos empregar, nas trgs posi<?oes indicadas, soraente um 
dos siriais, + ou 

Pela substiluicao de u = ax +- b, du = a dx( a 4= 0), obtemos 

f dx 1 

/ —r ~ log | ax -f- b | , 

at + o a 

( (ax -f by dx — — (ax 4- 6V*+ 1 (a 4= - 1), 

J a(a 4- 1) 

r i 

I sen (ax + b) dx - •- - cos(m 4- by, 

J a 

da mesma forma, subslituindo u = cosx, du = —sen xdx, teremos, 

J tg x dx — ~ log | cos x j, 
e. subslituindo u = sear, du — cos x dx, vird 

J cot x dx = log | sen x | 

(png. 208). Emprcgando as substituicoes analogas, u = Cb x, da — Sh x dx e 
u = Sh x, da — Cb x dx, obteremos as formulas 

f Tb x dx — log J Ch x [, 


Coth x dx — log | Sh x j. 


a a 

Efetuacdo a substitui§ao u — 7 tg x, du = - scc-x dx, cbegaremos Ss duas formulas 

b b 
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i 2 sen 2 x - b- cos 2 x 


- - ArcTh 
ab 


Arc Coth 


(b BI ) 


Calculamos a integral 


f dx 
J sen x 

x cc CC £ x 

escrevendo sen x = 2 sen - cos — = 2 tg — cos* - e fazendo iz = tg de modo aue 

22 22 2 

1 x 

du. = - sec 2 - dx. A integral, cntao, transform a-se era 

2 2 


r dx 

f du x 


/ — = log tg - 

/ sen x 

j u 2 


Se substituirmos x por x -J- tt/ 2, a formula assumira a forma 

f — -Iag|fgg + ;) I- 

J cos x I V2 4/ I 

A substitui^ao de u = lx conduz, se aplicarmos tambem as formulas trigono- 
metricas 2 cos 2 x = 1 + cos 2i e 2 sen 2 2 = 1 — cos 2x, &s relates freqliente- 
mente empregadas 


J' cos 2 xdx — -f sen x cos x ) 
J' sen 2 x dx = (x - sen x cos x). 


Pela subsiituiQao de x = cos u, equivalente a u — arc cos a:, ou 
mais geralmente, x = a cos u (a ^ 0), podemos reduzir 


J -J(l-x 2 )dx e J V (ar - x 2 ) dx 


respectivamente, a estas formulas. Obteremos, entao, 

a 2 xx — 

V (a 2 - a; 2 ) dx — ~ — arc cos - + ~ Va 2 - x 2 . 

Z a Z 

Da raesma forma, pela substituigao de x — a Ch a, chegaremos a 

gr _ 

V (a: 2 - a 2 ) dx ~ ~ ” Arc Ch - + - Va; 2 - a 2 

2 a 2 

e, pela substituigao de x = a Sh u, teremos 


V (a 2 + x 2 ) dx — — Arc Sh - + - Va 2 + a; 2 . 

A CL Zi 






T' 
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a a 

A substituigao de a — -■> dx — — -du, conduz a 

x u~ 


/ 

/ 


dx 


I t> 0 

xyx~ - a - 


1 a 

arc sen -> 


a 


x 


dx 1 a 

7, ~ ~ ~ Arc Sli -» 


; -j i 

x\'x~ 4- er 


a 


dx 1 a 

r — — Arc Cli -• 

a x 


x\ or - r 5 


Vejamos, por fim. as tres integrals 

j sen mx sen nx dx, J sen mx cos nx dx, f cos mx cos nx dx, 

onde m e n sao inteiros e positivos. Por formulas trigonometricas bem 
conbecidas, podemos desmembrar cada uma das integrais aciina em 
duas partes, escrevendo 

sen mx sen nx — y 2 [cos {ni ~ n)x - cos(m 4- n)x], 

sen mx cos nx = }4 [sen(m 4- n)x 4- sen(m-n)r], 

cos mx cos nx = 34 [cos(m 4- n)x. 4- cos(m - n)r], 

Se fizermos, agora, as substituieoes u = (m 4- n)x e u = (m - n)x , 
respectivamente, obteremos diretamente o seguinte si stem a de for- 
mulas: 


I 


sen mx sen nx dx ~ 


1 T scn(m - n)x sen(m 4- n)x "1 

2 L m-n m -\- n J 

0 


se m 4= n. 


5 V " 2m 


sen 2 mx\ 

) se m — n; 


f se 


sen mx cos nx dx = i 


1 j - cos (ni 4~ n)x ^ cos(m — n)x j 


■it 


m 4- n 


m-n 


se m =}= n. 


1 / cos 2 mx\ 


L 2 V 2m 4 5em = ' 1: 


jj 

is 

l 


i 


i 

1 

j 


i 

i 

! 
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cos mx cos nx dx = 


sen(m + n)x senfm- 
m -f- n m — r 


n-n)x "I 
- n J 


se m =£ n, 


1 Z' sen 2mx 


+ x )se m = n. 


Se, em particular, integramos desde — n ate -+- r, obteremos dessas 
formulas as relates importantissiinas 


*+*■ 

■ sen mx sen nx dx 


fj 

/:• 

s: 


J 0 se m 4 1 n, 


sem ~ n. 


sen mx cos nx dx — 0, 


+7r , f 0 se m ={r n, 

cos mx cos nx dx ~ ^ 

- x' [irsem = n, 


que traduzem as “relagoes de ortogon alidade” das f undoes trigono- 
metricas, que encontraremos novamente no capitulo IX (pag. 438). 

Exemplos 

Calendar as seguintes integrals, verlflcando os resultados pela derii agao: 


1. j~ xe xi dx. 

2. J x 3 e~ xi dx. 

3. J x 2 Vl 4- x 3 dx. 

r\ogx 

4. / dx. 

r dx 

5. / 

J x(log X) n 

/ 3 dx 

„ 

9x- - 6x + 2 

r dx 

J dx 2 -2x + 5 

r 6x 

8. / dx. 

J 2 + ‘ix 


r x - |-i 

9. / dx. 

J Vi — I" 

/ dx 

-j = — ; ■- 

"v5 + 2x -f- z 2 

/ dx 

V3 - 2x — x 3 

/ xdx 

. 

at a — X + 1 

/ xdx 

Vx 2 -4z + 1 

/ (x + l)dx 

VlT4-2x-3x 2 ' 

/ i dx 

— . 

X 2 + X + 1 

/ <fx 

. 

X 2 — X -i- 1 


+ X + 1 
dx 


& -.it- 
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* dx 

x 3 + 2ax + 6 

23. 

r 1 arc tg x 

I ■ — dx. 

1 0 1 + x a 

'-^—dx. 

1 - X 

24. 

j 

f cos n x sen x dx. 
’ 0 

sen 3 x cos 4 x dx. 

25. 

r* x dx 

1 o Vl+3x a 

sen a x cos 5 x dx. 

26. 

f h * dx. 

> 0 . (l+x a ) a 

i-) 5 dx. 

27. 

J 

r b x 3 

1 dx (1 < a 

1 a 1 - X 

, x 2 

i dx. 

V l-x a 

28. 

J 

/ x sen 2x 2 dx. 
' 0 


29. Calcular f (1 -x)n (sendo n inteiro e positivo) por substituicao. 

•> 0 

4. Integra qao por partes 

O scgundo metodo usual para resolver os problemas de integra- 
Cao e fornecido pela formula da derivagao dos produtos: 

Ug)' = f'g -!- fg' ■ 

1. Observances gerais. 

Se escrevermos a expressao anterior sob forma integral, obtere- 
mos (pag. 141) 

J(x)g(x) = J g{x) I' {x)dx + J f(x)g'(x)dx 
ou / (x)g' (x)dx - f(x)g(x) - J g(x) f ( x ) dx. 

Esta relacao pode ser tomada como a formula da integracao por par- 
ies. 0 calculo de uma integral fica, assim, reduzido a avaliagao de ou- 

tra integral. Decompusemos o integrando da integral J u{x)dx em 

um produto « (x) — f(x)(p(x), e se pudermos determinar o valor da 
integral indefinida 

g{x) =J 4>{x)d.x 

do fator 4>(x), de modo que 6(x) = g 1 (x), reduzimos, pela nossa for- 
mula, a integral J oj (x) dx = j j(x)4>{x)dx = J f{x)g' (x)dx a Jg{x)f(x)dx 
que, em alguns casos, pode ser calculada mais rapidamente do que sob 





[V] 


INTEGRAGAO POR PARTES 


219 


a forma primitiva. Levando-se em conta que a fungao a integral « (x) 
pode ser considerada como um produto f(x)<t>(x) = f(x)g' ( x ) de um 
grande numero de modos diferentes, verifica-se que a formula pro- 
posta proporciona um instrumento muito eficiente para a transfor- 
magao das integrals. 

A formula de integragao par partes, escrita como formula para a 
inlegragao definida, assume o aspecto 

■6 


j: 


J(x)g'(x)dx = f(x)g(x) 


b rb 

a J a 


g(x)f(x)dx 


= /(%(£>) g(x)f'(x)dx, 


visto necessitarmos, apenas, substituir a variavel que aparece em 
ambos os membros da integral indefinida (1) por x = b, (2) per x - a 
e escrever a diferenga das duas ex- 


pressoes, para obtermos a integral 
definida, partindo da formula para 
a integragao indefinida (cap. II, 

§ 4, pag. 117). 

Po demos dar uma interpret agao 
simples desta formula, pelo menos 
com restrigoes convenientes sobre 
as fungoes envolvidas. Suponhamos 
que y = /(r) e z => g( x) sao fungoes 
monotonas e que /(a) = A, f(b) — B, 
g(a ) = a, gib) = d- Podemos, entao, 
formar a inversa da primeira fungao, 
substituindo na equagao assiru obtida z como fungao de y, admitindo 
que tal fungao seja monotona crescente. Como dy = f l (x)dx e dz = 



Fig. i 


= g'{x)dx, a formula de integragao por partes pode ser escrita 


/; 


B re 

zdy f J y dz = Bj3 


la 9 


em concordancia com a relagao que a figura 1 esclarece perfeitamente. 
drea NQLK + area PMLQ = area OMLK - area OPQN. 

Q exemplo seguinte servirfi de primeira ilustracao do mdtodo apresentado: 


J log x dx = J~ log x. 1 . dx. 


ii 


1:1! 




j >? i 

1 I i 




: f! 


id I 

• 1 l< 


r'rj i 
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Escrevemos o integrando desse modo para indicar que faremos /(sc) = log x e g '(x) = 1, 
de tal sorte que tenhamos j'(x ) = 1/a: e <7(2) — X. 

A formula proposta torna-se, entao, 

J log x dx = zlog x - J - dx = x log z — x, 

expressao que e a integral do logaritmo, como pode ser verificado pela derivagao . 

2. Exemplos. 

Os seguintes exemplos sao destinados a auxiliar o leitor a fixar este metodo. 
Fazendo-se j{x) = x, g’{x) = «s teremos J ' (r) = 1, <j(x) — e x , e 


J are 1 dx = e 1 (x - 1). 


Da mesma forma obteremos 


J~ x sen r dx = — x cos x + sen x 
J x cos x dz = x sen x + cos x. 


Para J[x) = log x, g'{x) = x a , teremos a relagao 


/..log.*-! 


Admitiremos que a — 1. Quando a => — 1 teremos (p&g. 208) 

/ I r dx 

- log x dx = Gog x) 2 - / log x. — ; 

X J X 

transpondo a integral do segundo membro para o primeiro, vira 

r 1 1 

I - log x dx = - (log x) 5 . 

J x 2 

Calculamos a integral J arc sen x dx, fazendo j(x) = arc sen x, g’(x) — 


Obteremos, assim, 


arc sen x dx = z arc sen x 


/ z dx 

VT-aN 


A integragao do segundo membro pode ser efetuada como esta indicado no § 3 
(pag. 214); achamos, pois. 


j " arc sen x dx =» x arc sen x +■ Vl - x 2 . 


i 
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Do mesmo modo calcularemos a integral 

/ arc tg x dx — x arc tg x — log (1 -f- x 3 ) 

2 

e muitas outras do tipo analogo. 

Os exemplos seguintes sao de natureza algo diferente. Uma dupla aplicagao 
de metodo de integragao por partes leva-nos & integral primitiva, para a qual 
obtcmos, assim, uma equagao. 

Integrando por partes, duas vezes, inferimos: 

J e xa sen bx dx = - - eP* CO s bx + " J e°- x cos bx dx 

1 a a? r 

v. — e ax cos bx e ax sen bx / e ax sen bx dx, 

b b 3 b 2 J 

e, resolvendo a equagao em relagao a integral J e ax sen bx dx, 

/ ■ e sen bx dx = e ax ( a sen bx - 6 cos ta). 

a 3 + 6 2 

De maneira analoga, deduzimos que 

/ e ax cos bx dx — — e ax (a cos bx + b sen bx). 

a 2 + u 3 

3. Formulas de recorrencia. 

Em muitos casos, o integrando e fungao nao somente de uma 
variavel independente, mas, tambem, de um expoente inteiro n e, 
11 a integragao por partes, obtemos, em lugar do valor da integral, 
o' itra expressao semelhante, na qual o expoente n aparece com um 
valor menor. Chegaremos, assim, apos um. certo nunaero de aplica- 
goes do metodo, a uma integral que poderd ser resolvida pela tabua 
de integrals elementares que apresentamos. Este sistema e denomi- 
nado processo de recorrencia. Os exemplos seguintes mostram como, 
pela repetigao da integragao por partes, e posslvel estabelecer o valor 
das integrals das fungoes trigonometricas 

j' cos n x dx, j' sen* x dx, J sen™ x cos« x dx, 

desde que men sejam inteiros. Achamos, assim, que 

J cosnxdx = cos" -1 a: sen x + (n - 1) J cos n " z x sen 2 xdx; 

podemos escrever o segundo membro sob a forma 

cos 71-1 x sen x + (n - 1) J* cos n ~ 2 xdx-(n- 1) J cos' 1 x dx. 
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obtendo a relagao de recorrencia 


/ 


1 n - 1 r 

cos" x dx — - cos n 1 x sen x T / cos n 2 xdx. 

n n J 


Esta formula perrnite-nos prosseguir, diii-inuindo o expoente do in- 
tegrando, ate cbegarmos a integral 


/ 


cos x dx — sen 2 ou dx — x. 


conforme n seja impar ou par, respectivamente. Analogamente esia- 
beleceremos as formulas de recorrencia analogas 


/ 


1 n ~ 1 f 

s en n xdx = — sen" 1 a:cosx -\ — — / sen" 2 x dx 

n J 


n 


f 


sen m x cos" x dx — 


sen m+1 xcos n-1 


x n — 1 f 

— H 7 — / sen m x cos n-2 xdx. 

m + rtj 


m + n 

Em particular, estas formulas permitem calcular a integral 


/ 

/ 


sen 2 xdx— H(x - sen x cos x) 


cos 2 x dx — y 2 (x -}- sen x cos x), 

como ja fizemos, empregando, porem, o metodo de substituicao 
(pag. 215). 

Diremos, ainda, que as formulas integrals correspondentes para 
as fungoes hiperbolicas podem ser estabelecidas de maneira exata- 
mente igual. 

As seguintes transform agoes fornecem outras formulas de recorrencia: 
fOogx)»dx ~ a: (log x)™ - rn J (log xj m — i dx, 

f xm “ dx ~ 

J" x m sen x dx =» — x m cos x m J" x m — 1 cos x dx; 

xm cos x dx — x m sen x~m J' a:™— 1 sen x dx, 

/ a;*+l (log x) m m f 

x a (log x)"» dx = — / x a (log x) m — 1 dx (a 4= “ 1). 

a -f 1 a + IX 
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4. Produto de Wallis. 


A formula de recorrencia para a integral J sen" x dx conduz, por 

meio de transformagoes elementares, a mais notavel expressao de r, 
como um produto infinito. Suporemos que n > 1 e introduziremos 
os limites 0 e t/2 na fbrmuia 


f . sen" 


1 n - 

x dx — — sen"” 1 x cos x + — 
n n 


-1 f 

— / sen"' 

n J 


obtendo 


sen" x dx 


= n-l r* 

n J o 


sen" 2 xdx para n > 1. 


Se aplicarmos novamente a formula de recorrencia ao segundo mem- 
bro, e continuarmos o processc, teremos, fazendo distingao entre os 
casos em que n = 2m e n — 2m + 1, 


2/77 ‘ — 

sen 2m .rda; = 

2m 


1 2m -3 1 r 17/2 

„ . dx, 

2m - 2 2 J o 


donde 


rl2 2m + 1 a 2m 2m - 2 2 f *' 2 , 

sen zm-t-i x _ . _ . I sen x dx, 

2m +1 2m -1 3 J o 


f W2 t 2m- 1 2m -3 1 tt 

/ sen irn xdx — — — — . — 

Jo 2m 2m - 2 2 2 

%/2 2m+i ,1 2m 2m -2 2 

o 2 m +1 2m - 1 3 


Dividindo, vem 


7 r 2.2 4.4 6.6 


2m. 2m 


2 1.3 3.5 5.7 ' (2m — 1) . (2m + 1) 


sen 2,71 xcfo 


sen 2m+1 xcfa; 


0 quociente das duas integrals do segundo membro converge para 1 
a medida que. m cresce, como podemos deduzir das seguintes consi- 
deragbes. No intervalo 0 < x < vj2 temos 


0 < sen 2,71+1 x 5s sen 2 " 1 # ^ sen 27 "" 1 #; 
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conseqiientcmcnte 
*/2 


/ ’^/2 Ttt /2 r v J 2 

sen 2nl+:I rdr / s en 2m xdx^f sen 2m ~ l xdx. 
° Jo Jo 


Dividindo-se cada termo 


ermo por / 

Jo 


*/2 


sen dr, e observando que pela 


formula deduzida acima 


/. 


r;2 

sen 2,71-1 x dr 

0 2m -f- 1 = l J_ 

5r/2 - - - 2m 2m 


teremos 


/: 

J 

-L = /* 


sen 2 "^ 1 r dr 


t/2 


sen 2m r dr 


^14- 


sen 2m4 ' 1 x dr . 


zm 


que demons tra o enunciado. 

A relagao 

t _ 2 2 4 4 6 6 2m 2m 

2 13 3 5 5 7"' 2m - I 2 in + 1 

esta, portanto, verificada. 

Esta formula do produto (devida a Wallis), com a sua lei sim- 
ples de formagao, proporciona uma relagao notavel entre o ndrnero tt 
e os inteiros. Se observarmos que 

2 m 

lim — - ■ — = 1, podemos escrever 

m— > qo JiTTl “-j** 1 

2 2 .4 2 .. ,(2m-2) 2 *■ 

3 2 . 5 2 . . . (2m - l) 2 = 2’ 

e, se tomarmos a raiz quadrada e multiplicarmos, entao, numerador 
e denominador por 2, 4,... (2/n-2), acharemos 


V 


v 2.4... (2m- 2) _ 2 2 . 4 2 . . . (2m - 2) 2 _ 

9 = * im o e 7^Z — rw2m = l,n ‘ , 0 " TA V2m 

2 m— * o >).d. . . (2m — 1) m _, a, (2m — 1 j\ 

= lim 22-/1 2 V ~. 

W — * co 2/72 


771—* c*> 
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Donde deduzimos, finaJmente, 

( m !) 2 2 2m 

Jim <. < = Vt, 

para a formula do produto de Wallis, formula esta que empregare- 
mos mais taxde (capvtulo VII, apendiee, pag. 363). 

Exemplos 


Calcular as integrais dos exetuplos 1 ate 14. 


/ x cos a; 

— dx. 

sen 2 x 

4. J x 3 e~ x2 dx. 


2. f -■ dx. 

J (1 — x 4 ) 2 


3. / x 2 cos x dx. 


4. j'x 3 e~ x2 dx. 5. J x- cos nx dx (n sendo inteiro e positivo). 

6. J x 2 sen nxdx (n sendo inteiro e positivo). 7. J x’ cos x- dx. 

8. J sen* x dx. 9. J'cos 9 ® dx. 10. ^VVl ~x 2 dx. 

/ rlog x 

x 2 e x dx. 12. J dx (n ^ 1). 

13. Jx™\ogxdx {m rf: 1). U. J x 2 {\og x) 1 dx. 


14. J x 2 (log x) ! dx. 


15. Demonstrar a formula 


J e x p[x) dx = e*[p(x) -p'{x) + p"(x) -+ . . .], 

onde j o(x) representa um polinomio qualquer. 

16. Mostrar que, para todos os valores fmpares e positlvos de n. pode-se 

calcular a integral J~ e~ x2 zn dx em relagao a fungoes elementares. 

17. Demonstrar que, se n for par, a integral J e~ x -x’ 1 dx pode ser avaliada 

por intermedio de fungoes elementares e da integral J e~ x2 dx (da qual existem 

tabuas calculadas). 

18. Demonstrar que 


f f JO 1 ) dl\ du = f j(u) (x - u) du. 
J d LV o J J o 


19.* 0 exemplo anterior (18), da uma f6rmula para a segunda integral repe- 
tida. Demonstrar que a integral repetida de ordem n de j(x) e dada por 

- - 1 ~ - fjiaKx - U)n-1 du. 

( n — 1)1 J o 
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5. Integraqao de funcoes raciowais 


A classe gera] mais importante de funpoes integr&veis por inter- 
medio de fumgoes elementares, consiste nas fungoes racionaia 

m 


R(x) = 

onde fix) e g[x) sao polinomios: 


ffU) 


fix) = a m x m + a m -iz m 1 +• . . . + ffj, 
g(x) = b n x n + b^x*' 1 -f . . . + b 0 ib n 0). 


Cada polinomio pode ser integrado imediatamente, e a integral 
do mesmo e, tambem, um polinSmio. Portanto, devemos estudar, 
apenas, as fungoes racionais cujo denominador nao e constante. Alem 
disso, podemos sempre admitir que o gran do numerador (a) e menor 
do que o do denominador, pois no caso contrario poderemos dividir 
os polinomios f{x) por g(x), obtendo uni resto de grau inferior a n. 
Em outras palavras, podemos escrever f(xi = g(r)p(i:) + r(:c), onde 
q(x) e r(x ) sao tambem polinomios, e r(x) e de grau menor do que n. 


f(%) 

A integragao de e, entao, reduzida a integragao do polinomio 

fix ) 

qix) e da fragao “propria” ---- Poster iormente, mostraremos que a 

9 \jc) 


g(x) a v x” 

fragao pode ser represen tada como a soma das funcoes » de 
fix) g(x) 


x" 

sorte que estudaremos apenas os integrantes da forma — 

9(z) 


1. Tipos fundamentals. 

Nao procederemos, de imediato, a integragao da fungao racional 
mais geral do tipo acima, mas consider aremos, apenas, aquelas cujos 
denominadores g(x) sao de forma particularmente simples, a saber, 

g(x) = x, g(x) = 1 + x 2 , 

ou, mais geralmente, 

g(x) = x n , g(r . ) = (1 + x?) n 
onde n S um inteiro positivo qualquer. 
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A §ste caso podemos reduzir o mais geral, em que g(x) — (ax -j- /S) n , 
ou seja, 6 uma expressao linear ax + £ ( a rjz 0), ou g(x) = (ax 2 + 2ix -f c)™, 
uma potencia de uma expressao quadratica definida (1) .. No primeiro 
caso, introduziremosumu nova variavel, £ = ax + j3. Teremos dQdx—a 
e x ~ (£-/3 )/a que sao, tambem, .fungoes Hneares de £. Cada nume- 
rador /(x) torna-se um podnumio <£(£) do mesmo grau, e, consequen- 
temente, 


r /(*) , i r M , 
J teT&tor-J.frdi. 


No segundo caso, escreveremos •/ . 

1 ' d 1 - : 

ax 2 + 26x -f c ="(<«+ W J r~ (d 2 ~ ac-b-, d > 0), 

observando que, desde que admitarnos ser a expressao definida, ac-b- 
deve ser positivo e a =|= 0. Introduzindo a nova variavel 

ax d b 


chegaremos a um Integra n do com o denominarlor 


-(P “In 

~a + a . 


Logo, para integrar fungoes racionais, cujos denominadpges sejam 
potencias dc expressoes lineares, ou quadraticas definidas, e suficiente 
que sejamos capazes de integrar os seguintes tipos de fungoes: 

1 x 2p x 2l,Jrl 

x n> (x 2 -f l) 71 ’ (x 2 + 1)" 

Veremos que, mesmo estes tipos, na realidade, nao precisam ser tra- 
tados em geral, visto podermos reduzir a integragao das fungSes ra- 
cionais a integragao de formas muito especiais destas tres fungoes, 
fazendo v ~ 0. Gonsideremos, pois, a integragao das tres expressoes 


x* (x 2 ~-f' ])"’ (x 2 + .1)"' .• 


(i) Uma expressao quadratica Q(x) =» ax- -f 2 bx + c 0. deJLnida t quando, para qunlquer valor 
real de x> reccher valores que tenham um s6 e mesmo sitaal, isto e, se a equa$uo 0(x) ** 0 aao tiver 
raizes reals. Para tan to 6 necesstiric e suCiviente qua ac — seja positivo. 
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Vemos, entao, que a integral In (’) pode ser representada implicitamente por fun- 
goes racionais e pela fungao arc tg x. 

Pcderfamos, incidentalmente, ter integrado a funcao diretamente, 

U 2 + 1)% 

substituindo x por 2 — t g f. Terlamos, pois, dx — sec 2 t dl e 1/(1 + x-) = cos - 1, de 
modo que 


r dx r . . , 

I — — = / cos -'- 2 1 di, 

J (x- + y J 


sabendo, j§, como calcular esta integral (pag. 222). 


3. Fragoes parciais. 

Podemos, agora, estudar a integragao das fungoes racionais mais 
gerais, visto tais fungoes poderem ser consideradas como a soma das 
chamadas fragoes parciais, isto 6, a soma de ran polinomio com urn 
niimero finito de fun goes racionais, cada qual com nma potencia de 
expressao linear para denominador e uma constante para numerador, 
ou, entao, uma potencia de uma expressao quadratica definida para 
denominador e uma fungao linear para numerador. Se o grau do 
numerador f(x) for menor do que o do denominador g(x), nao ha poli- 
nomio. Estamos, portanto, aptos para calcular cada fragao parcial, 
visto o denominador poder ser reduzido as formas especiais ou 
(. x 2 + l) u (pag, 226), dando fragoes que representam combinagoes dos 
tipos fundamentals ja integrados (pag. 228). 

Nao apresentaremos uma demonstragao geral da possibilidade da 
decomposigao em fragoes parciais. Pelo contrario, nos contentare- 
mos em enunciar o teorema de maneira inteligivel ao leitor, mos- 
trando, por meio de exemplos, como a decomposigao em fungoes par- 
ciais pode ser realizada em casos tipicos. Na pratica, somente se opera 
Bobre fungoes relativamente simples, dada a excessiva complicagao 
que atingiriam os calculos, caso fossem consideradas fungoes mais 
complexas. 


(i) A integral da fungSo ■ 


pode ser calcuiada do mesmo modo, visto cjue, pelo m£todo 


de recorrencia, podemos reduzi-la & integral 



— ArcTh t. (ou Arc Colli z). 



■ ,,s . 
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Como sabemos pela algebra el omen tar, qualquer polindmio g{x) 
pode ser escrito sob a forma 

g(x) — a(x - aC Zl ( x — c *2 ) fe ... (r 2 -}- 2b\X- f- c 1 ) n (r 2 4- 2b 2 x + c 2 ) r * . . . 

As quantidades ai, a 2 , . . . sao as raizes reals e distintas da equaqao 
g(x) = 0, enquanto l x , I 2 , que sao inteiros e positivos, indicam 
quantas vezes as mesmas sao repetidas. Os fatores x 2 + 2 b p x + c„ 
represen tam expressoes quadraticas definidas, das quais duas nunca 
sao iguais, com razzes complexas conjugadas, indicando os numeros 
r i, r 2 , quantas vezes as mesmas sao repetidas. 

Suponliamos que o denominador e dado sob esta forma, ou que 
o reduzimos a mesma mediante o calculo das suas raizes reals e ima- 
gin arias. Admitamos, alem disso, que o numerador /(r) e de grau 
menor do que o denominador (pag. 226). 0 teorema da decomposigao 
em fragoes parciais pode, entao, ser ermnciado como segue. E sempre 
posslvel determinar uma expressao da forma 

A i A 2 A i 

(x-a) + (x- Q ) 2 + •” + (x- a y’ 

para cada um dos fatores (x — a) 1 , onde a e qualquer uma das raizes 
reals e / o numero de v§zes que ela e repetida, ou 


B l + C\x B 2 + Cx 2 

+ 7^ H- 


0 


Q 2 


• + 


B r -j- C r x 

~Q r ’ 


para cada um dos fatores quadraticos Q(x) — x 2 -f 2bx + c, do pro- 

f(x) 

duto elevado a potencia r, de forma que — rq seia a soma de tddas 

g(.x) 

f(x) 

cstas expressoes. Em outras palavras, o quociente — r pode ser re- 

ffW 

presentado por uma soma de fragoes, cada uma das quais perteuce 
a um ou outro tipos dos ja integrados na pag. 228 C1) . 


(O Damos, a seguir, um breve apanhado do metndo pelo qua! se demonstra a possibilidada 
da decomposigao am fragoes parciais. Se g{x) — (x - a) 11 h{x) e h(a 0, o segundo membro da equagao 

J(x) j(a) 1 J{x)k(a) ~ J( a )h(x) 

y(x) ~ fc(a) { x - a)* “ hW (i - «)k h(x) 

lard o nomeradoi nulo para x =» a, como e claro. Ela serd, pois, da forma h(a) (x - or) K fi(x), onde 
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Em casos particulares, a decomposigao em fragoes parciais pode ser feita, 
facilmente, pela simples observagao. Se, por exemplo, g(x) = x 2 - 1, vemos, desde 
logo, que 


de tal modo que 


riii 11 

J Z--1 _ 2 X - 1 ~ 2 X + 1’ 

f dx 1 x — 1 

J x*-l 2 & x -f- 1 


\x + 1 


Mais geralmente, se g(x) — (x — a) (x — /3), isto e, se g(x) nao for uma expressae 
quadratics definida com dois zeros reais, a e (3, teremos 


de forma que 


(x - a) {x ~ f3) a — /3 x — a. a — jS X — (3 


J (x ” «) 


(x - (3) a — |3 ° X - 0 


4. Exemplo. Reagao bimolecular. 

Um exemplo simples da aplicagao desta facil redugao a fragoes parciais e 
proporcionado pela chamada reagao bimolecular. Suponhamos que disponios de 
dois reagentes cujas concentragoes originais, em inoleculas-grama, por unidade 
de volume, sao a e b, sendo, por hipotese, a <b. Suponhamos, ainda, que no tempo t 
forma-se uma quantidade x (moleculas-grama) do produto da reagao, por unidade 
de volume. De acordo com a lei da agao das massas (pag. 182), no caso mais sim- 
ples — reagao entre uma molecula de cada reagente — a razao do acrescimo da 

dx 

quantidade x e fornecida pela equagao — = k(a - x)(b - x). O problema consiste, 

dl 

entao, em determinar a fungao x(t). Se, inversamente, considerarmos o tempo t 
como fungao de x, teremos 

dl _ 1 _ 1 /' 1 „ 1 Y 

dx k{a-x){b-x) k(b — a) \a - x b — xj * 
que d& por integragao, 

1 a — x 

kl — log + c, para x < a < b. 

a- b b—x 


I i(x) 6, tamb6m, ura polinSmio, a quantidade inteira m S 1, e/i(a) 0. 



j{x) /3 jilx) 

g(x) (x — c*)* 1 (x - a) k_m hlx)' 

Repetindo o processo, ircmos dimimuindo o grau do expoente de (x — or) que ocorre no denomi- 
nador, atfi eliminS-lo. Repetir;enios o processo era relagao & fracao restante. para alguma outra raiz 
de [ 7 (r), e o Tarenjoa tantus vAzes quantus fatfires distintos existirem cm g(x). Realizando-o, n§o s6- 
meute para as raizes reais, mas igualroente para as complexas, chegaremos, eventualmente, & decom- 
posigao compiela cm fragoes parciais. 
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Detennina-se a constante de iategragao c, sabendo-se que no tempo 
produto algum da reagao formado, de sorte que 

1 a 


r log - + C 

— o 0 


0. 


Obtemos, finalmeute. 


x 

l-~ 

, 1 , a 

ki = -log , 

a — o x 

1 -- 
b 


0 nao ha 


e se resolvermos a equagao em relagao a x, teremos a fungao procurada x(l): 

ab[l - 

x = . 

b - ae < *~ bm 


5. Outros exemplos de decomposigao em fragoes parciais. Me- 
todo dos coeficientes indeterminados. 

Se g(x) = (x - a{) ( x - Go) (.. .(x- a n ), onde a L a k se i dp k, isto 
e, se a equagao g(x) — 0 tiver unicamente raizes simples reals, pode- 
remos representar a expressao, valendo-nos das fragoes parciais, da 
seguinte modo 

1 «i_ a 2 a,, 

^ — j— ' ' ' — . 

g(x) X~ax X — a* X~a n ' 

Se multiplicarmos ambos os membros por (x — aq), cancelando este 
fator comum ao numerador e denominador do primeiro membro e 
do primeiro termo do segundo membro, fazendo, entao, x = ai, obte- 
remos expressoes explicitas para valor dos coeficientes a lt a 2 , . .., 
que assumirao a forma (1) 

1_ 

1 («i - Oi 2 ) («i - ct 3 ) ... - a n ) 

Como exemplo caractenstico do denominador g{x) com raizes multiplas, 

estudemos a fungao — . A relagao preliminar 

x-(x - 1) 

I a b e 

1 1 

x-(x - 1) a: - 1 x x I * 3 * * & 

em coneordancia com o exposto na pag. 230, leva-nos ao resultado que procura- 

mos. Se multiplicarmos os dois membros desta equagao por x-{x - 1) chegaremos 

& expressao 

1 = (a 4- b) x- — (6 — c)x — c, 

( s ) O leitor deve observar que o dem.noinsdjr do segundo membro e g'(a,), isto c, a derivada 
da funsao s(x) no ponto x=a ( . 
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verdadeira para todos os valores de x e por meio da qual determinaremos os coe- 
ficientes a, b, c. Tal condigao, porem, nao pode ter lugar, a menos que todos os 
coeficientes do polinomio (a + b)x 2 — (b - c)x —c~ 1 sejam iguais a zero, jsto 6, 
devemos ter a + 6 = i- c= c + l= i 0, ouc=-l, b — — 1 e a = 1. Logramos, 
assim, a decomposigao 

1 _ 1 1 1 

x 2 (x — 1) x — 1 x x 2 ’ 

e, por conseqiiencia, 

1 

Decomporemos, agora, a f unhurt (que 6 um exemplo do caso era que 

x{x 2 + 1) 

os zeros do denominador sao complexos) de acordo com a equagao 

1 a bx + c 

x(x 7 + 1) ~ x + x 2 + 1' 

Teremos, para os coeficientes, a b = c = a— 1 = 0, de modo que 


«, conseqiientemente, 


I ' x(x 2 


x(x 2 +1) X X 2 + 1 

dx 1 

= log | z | - - Iog(s 3 + 1). 


Como terceiro exemplo, vejamos a f ungao (o proprio Leibnitz a con- 

x* + 1 

siderou uma integragao trabalhosa.) Potlemos representar o denominador como 
o produto de dois falores quadraticos: 

x* + 1 = (a 3 + l) 2 - 2x 2 = (x 2 + 1 + Viz) (x 3 -f 1 - V2x), 

Sabcmos, portanto, que a decomposigao em fragoes parciais assumira a forma 
1 ax + b cx + d 

x* -f 1 x 2 + V2x -+■ 1 x 2 - V2x + 1 
Para a determinagao dos coeficientes a, b, c, dispomos da relagao 

(a ■+- c)x 3 + {b + d- aV2 + cV 2)x 2 + (a 4- c- W 2 + dV 2)x 
+ (6 + d-l) = 0, 

que e satisteita pelos seguintes valores: 


7= b = c — 
2V2 2 


2V2’ d “ 2 


Teremos, assim, 

1 I x + ^2 1 * “ VI 

x* + 1 ~ 2\/2 x 2 +V2x + 1 2V2 x 2 -V2x + l 
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visto que T+l? = cos2 2 e Y+l 2 

e, partindo das formulas eleraentares, 


XX XX 

sen x — 2 cos 2 - tg - e cos x = cos 2 - - sen 2 - 

2d u & 

obtemos as expressoes acima estabelecidas. Estas equagoes moslrain 
que sen x e cos -x podem ser expressos, racionalmente, em Jane do da 
x x 

quantidade t = tg-- Derivando t — tg -> temos 
£ £ 

di 1 1 + e dx 2 

dx 2 cos 2 j:/2 2 dt 1 + t~ 

dx 

portanto, a derivada — e, tambem, uma expressao racional em /. 


/* 


p i 


A* 

\, 1 

rf~o 


jr *b. \ 


A representagao e o significado geometrico das formulas encontradas estuo 
indicados na figura 2. 0 cfrculo u 2 + v 2 = 1 esta contido no piano uv. Se repre- 
sentarmos por x o angulo POT da figura, u = cos x 
e v = sen 2 . 0 angulo OSP, com vertice no ponto ' 

u = — 1, o = 0, e igual a z/2, devido a am teorema 
da geometria elementar, sendo possivel deduzir f 

da figura a significagao geometrica do parametro l, f \ 

pois l = tg yZ'x = OR. Se o ponto P se deslocar, 'sVs — 0 
partindo de S, e girar uma vez em tor no do circulo, V * J 

na diregao positiva, isto e, se x percorrer o intervalo \ / 

de — ir a + x, a quantidade t percorrerd toda a se- \ 

rie de valores compreendidos entre - e + «° , 
exatamente uma vez. „ 

- rig. 2. — rtf presen tacao parametri 
ca das fungoes irigonoinetricas 

As fungoes hiperb61icas Ch x — %(e x + e - *) e Sb x = J 4(e x - e~ x ) 
podem, de maneira correspondente, ser expressas como fungoes ra- 
cionais de uma terceira quantidade. 0 caminho mais simples e fazer-se 
e x — t, de sorte que teremos 

expressoes racionais do Sh x e do Ch a:. Nestas formulas, tambem, 
dxjdt = 1/r e racional em r. Obteremos, porem, analogia mais perfeitn 
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com as fungoes trigonometricas, introdu 2 indo a quantidade t = Th -• 
Chegaxemos, entao, §s formulas 


21 

Sh x = j— p. Ch x 


1 + l 2 
1 -l 2 


Derivando t = Tb - obteremos, como na pag. 235, a expressao racional 

dx 2 
Tl = 1 - t- 

para a derivada dxjdl. Novamente, a quantidade i e suscetivel de 
iaterpretagao geometrica semelhante a que Ihe atribulmos no caso das 
fungoes trigonometricas, como vemos, imediatamente, observando a 
figura 3 . 



Fig, 3. — TlepreacntacSo pararadtrica das funroea hiperb61icas 

No caso, porem, das fungoes trigonometricas, t deve ass umir toda 
a seqiiencia de valores compreendidos entre — “ e +■ , para dar 

todos os pares de vadores de cos x e sen x, ao passo que, no caso das 
fungoes hiperbolicas, t e limitado ao intervalo -l<t< 1. 

Feitas estas observagoes preliminares, passaremos ao problema 
da integragao. 


2. Integragao de R(cos x, sen x). 


Seja R (cos x, sen x) nma expressao racional em sen x e cos x, 


rvj 
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isto 6, uma expressao que se forma racionalmente destas duas fun- 
goes e constantes, de sorte que 

3 sen 2 z + cos x 
3 cos 2 £ + sen x 
x 

Se aplicarmos a substituigao t = tg -> a integral 

R(cos x, sen x)dx 

sera transformada em 

n f\ -t 2 2t \ 2 

+ i 2 ’ TTpjTTr*' 

com uma fungao racional de t sob o sinal de integral. Desta manei- 
ra resolvemos teoricamente o problema proposto, isto e, achamos a 
integral da fungao dada, visto podermos resolve-la, integrando-a de 
acordo com os metodos expostos nas segoes precedentes. 

3. Integragao de ft (Ch x, Sh x). 

Do mesmo modo, se J?(Ch x, Sh x) for uma expressao racional 
em fungao das fungoes hiperbolicas Ch cc e Shi, podemos efetuar a 

x 

integragao substituindo t = Th -> Lembrando que 

dx 2 

It ~ 

teremos 

r /1-H J 21 \ 2 

R(Chx, Sh x)dx = / R \ _ p 

(De acordo com uma observagao anterior, podiamos, tambem, ter 
itrtroduzido t = e~ como nova variavel, exprimindo Ch x e Sh x em 
fungao de r.) A integragao 1'ica, portanto, reduzida, mais uma vez, 4 
das fungoes racionais. 

4. Integragao de R(x, V I— ac 2 ). 

A integral J R(x, V 1 - a; 2 ) pode ser reduzida ao tipo estudado 
no n.“ 2 (pag. 236), empregando-se a substituigao 

x = cos u, Vl — x 2 = sen u, dx — - sen u da; 
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partindo deste ponto, a transform agao t — tg ~ leva-nos a integragao 

de uma furigao racionai. Poderiamos, neste caso, ter efetuado a re- 
dugao de uma so vez, em In gar de duas, empregando a formula de 
substituigao 

/TT7 1 - 1 - 21 

t = 1 / r— ; — '» x = r— j- p V 1 - x 2 = — 

V l-r x 1 + 1 ~ 1 + r 


l + l 2 
dx ~ 41 
dt = (1 + l 2 ) 2 ’ 


ou seja, poderiamos ter introduzido l = tg 9 diretamente, como nova 
variavel, obtendo, desde logo, uma furgao racional para integrar. 

5. Integragao de R(x, Vs 2 — 1). 

A integral J Ti(x, Vr 2 - 1) dx sera transformada no tipo tratado 

no N.° 3 (pag. 237), substituindo-se x = Ch a. Observemos, cntre- 
tanto, que, neste caso, tambem podemos atingir o nosso objelivo 
iinedia tamente, introduzindo 


6. Integragao de jR(.v, Vs 2 -|- 1). 

A integral / R{x, Vr 2 A l)dx e reduzida pela transformagao 
x = Sh u, ao tipo apresentado no N.° 3 (pag. 237), podendo, pois, 
ser integrada em termos de fungoes elementares. Em vez de empre- 

garmos a snbstituigao e u = r ou Th ^ = t e depois reduzirmos o pro- 

blema proposto a integral de fungoes racionais, poderiamos ter obtido 
a integral das fungoes racionais de urn so passo, utilizando qualquer 
das substituigoes 

r-*+V?+l, t - zl+jf.. +- 1 . 

X 

7. Integragao de R (*, Vax 2 + 2bx -f- c)‘ 

A integral J " R(x, \az 2 +• 2bx -\- c)dx de uma expressao racional 
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em x e da raiz quadrada de um polinfimio qualquer em x, do segundo 
grau, pode ser imediatamente reduzida a um dos tipos ja estudados. 
Podemos escrever (pag. 227) 

1 ac-b 2 

ax 2 -f 2 bx + c = - (ax -f b ) 2 -} 

a a 

Se ac-b 2 > 0, introduzireruos a nova variavel por rneio da 
ax + b 

transformagao £ = , ^ em virtude da quai o radical assume a 

Vac - b- 

f ac - P 

forma j / — — (£ 2 + 1). Portanto, a integral proposta, quando c.\- 

pressa em termos de £, e do i.ipo do IN. 0 6. A constante a deve, nestc 
caso, ser positiva, para que a raiz quadrada possa adniitir valores reais. 
Se ac-b 2 = 0, a > 0, vemos pela formula 


“ 0 + «) 


Vcnr + 2bx + c = V 


que o integrando e racional em x desde o inicio. 

ax -f- b 

Se, finalmente, ac — b 2 < 0, faremos £ = obtendo a ex- 

Vo - — ac 


pressao 


s5 ° V 


(£ 2 — 1) para o radical. Quando a for positivo, a 


integral sera reduzida ao tipo do N.° 5 (pag. 238), ao passo que, quando 

a for negativo, escreveremos o radical sob a forma Vl - £ 2 , 

reduzindo a integral ao tipo do N.° 4 (pag. 237). 


8. Outros exemplos de redugao a integrals de fungoes racionais. 

Dos outros tipos de fungoes que podern ser integrados pela rcdu- 
gao a fungoes racionais, mencionaremos apenas dois: (1) expressoes 
racionais contendo dois radicals diferent.es das expressoes lineares, 

( •a ^ / Q|/ji , | .. 

x, y 

onde a, b, a e /? sao constantes. No primeiro caso introduziremos a 
nova variavel £ = 'Jax - f jS, de sorte que ax + j3 = £ 2 , e, conseqiien- 
temente, 

a dx 2£ 
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entao , J R(x, \ lax + b, -\ax + 0)dx = 

- /« (—■ y ; W ! - W - w I, e) ^ di, 

que e do tipo ja estudado no n.° 7 (pag. 238). 

Se, no segundo caso, introduzirmos a variavel 


n / i L 
£ _ 1 / aX + 0 ^ 

J-' ai + i6 

teremos 

ax + b - /3£ n + 6 dx afi-ba 

fcfl — - SJ> • — ■ - - - — — ■ — — ■ — . Y} £^"^1 

ax + /3 ag 1 - a d$ (a£"-a) 2 ’ 

chegando, imediatamente, a formula 


/*(* fso* 

-/■OSA) 

que e a integral de uma fungao racional. 


9. Observagoes sobre os exemplos. 

As discussdes que precederam apresentam interesse puramente 
teorico, pois a realizagao dos calculos efetivos, no caso de expressoes 
complicadas, 6 extremamente Jaboriosa. E, portanto, aconselhavel 
fazcr uso, sempre que possivel, da forma especial do integrando, 
para simplificar o trabalho. For exemplo, para integrar a expressao 

« V — — ~ e prei'erivel empregar-se a substituigao t = ts x, 
crsen-x + tr cos^x * a 6 ’ 

cm vez da apresentada na pag. 237, visto sen 2 x e cos 3 x poderem ser 

expressos como fungoes raclonais de tgx, evitando-se, assim, voltar 

X 

a expressao l — t.g -* 0 mesmo vale para qualquer expressao formada 

racionalmeate (1) de sen 2 x, cos 2 x e sen x cos x. Ademais, para o calculo 
de muitas integrals, 6 preferivel a forma trigonometrica a racional, 
desde que a primeira possa ser avaliada por um processo simples de 
recorrencia. 


0) Visto sen a? cos a; ^ tgucos^i poder ser expresao, racionalaacnto, em fung2o de igz- 
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+ 9x 2 ) dx. 


(2 — 2) Vz ! - 4r 4- 3 
2 V(z- + 4z) dx. 


dz 

Vi + Vl-V 

t r il + j + Vi 

V1 + 3:- vr 

R f ''lx — a 

1 + Vi-a + 


J Vl+2- Vl -z 

is. /—^E L= =dl 

^ 1 + Vz-a + 1 

dx 

Vx - a +- Vz — 6 


7. ObSERVAQOES SOBRE AS FUNgOES NAO INTEGRA VEIS PELAS 

fun goes elementares 

1. Definigao de fan goes por meio de integrals. Integrals ellp- 
ticas. 


Com os exemplos apresentados dos tipos de fungoes integraveis 
pela redugao a fungoes racionais, esgotamos, praticamente, a Iista 
das fungoes cfue podem ser integradas por meio das fungoes elemen- 
tnres. As tentativas feitas para exprimir integrals gerais, tais como 


~ dx 

V(l 0 + 0.1X + . . . 


/ V( “" 


+• air + . . . 4- a n x n dx 



e x 

~dx por meio de fungoes elementares, falharam sempre e, no 


seculo XIX, foi finalinente pro vado ser de fato impossivel realizar tal 


desiderate. 


Se, portanto, o ohjetivo do c&lculo integral fosse o de integral- 
fungoes referidas, unicamente, as fungoes elementares, leriamos che- 
gado, decididamente, a um ponto derradeiro. Tal finalidade, entre- 
lanto, tao restrita, nao tem juslificativa intrlnseca, sendo, ao contra- 
t-io, de natureza um tan to artificial. Sabemos que qualquer fungao 
continua possui integral, sendo a propria integral uma fungao conti- 
nua do limite superior, nao indicando este fato coisa alguma sobre a 
possibilidade da integral poder, ou nao, ser representada por fungoes 
elementares. Os aspeetos caracteristicos das fungoes elementares 
sao baseados na facilidade com que sao reconhecidas, na sua aplicagao 
aos problemas numericos, aplicagao simplificada, muitas vezes, por 
tabu as convenientes ou, como no caso das fungoes racionais, pela 
simplicidade com que podem ser calculadas com o grau de precisao 
desejado. 
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No caso era que a integral de uma fungao nao possa ser represen- 
tada por meio de fun goes com as qua is ja estejamos familiarizados, 
nada nos impede de considerarmos tal integral como uma fungao “su- 
perior” em analise, o que equivale, apenas, a atribuir-lhe uma de- 
signagao propria. Se a introdugao desta nova especie de fungoes con- 
vem ou nao, depende das proprieiades que possui, da freqiiencia com 
que ocorre, e da facilidade com que possa ser manipulada na teoria 
e rta pratica. Desta maneira, o processo de integragao serve de base 
para a formagao de novas fungoes. 

Alem do raais, ja estamos acostumados com este prinerpio desde 
que operamos com as fungoes elementares. Assim, vimo-nos obrigados 
a introduzir a integral 1/a:, anteriormente desconhecida, como nova 
fungao, que denominamos logaritmo e cujas propriedades foram de- 
terminadas com facilidade. Poderiamos ter deduzido as fungoes trigo- 
nometricas de maneira semelhante, fazendo uso, somente, das fungoes 
* racionais e dos proccssos de integragao ou do de inversao. Para tanto, 
basta apenas tomar uma ou outra das equagoes 

dt f« dt 

arc tg x = } - — ; — ou arc sen x = / ~7 = 

J o 1 A i 2 Jo Vl-i 2 

como definiQuo das fungoes arc tg x ou arc sen x, respectivamente, 
a fim de chegarmos as fungoes trigonometricas, por inversao. Por 
este processo, a defmigao das fungoes mencionadas e iudependente 
da geometria; resta-nos a tarefa de desenvolver as suas propriedades, 
tambem independentemente da geometria (1) . 

0 primeiro e mais importante exemplo que nos leva alem da re- 
giao das fungoes elementares e fornecido pelas integrals elfplicas. 
Suo integrals em que o integrando e formado de modo racional por 
mcio de uma variavel de integragao e da raiz quadrada de uma ex- 
pressao do terceiro ou quarto grau. Entre estas integrals, a fungao 

r s dx 

u{s) = J o 

se apresenta como tendo particular importancia e a sua fungao in- 
versa, s(u), desempenha papel igualmente importante. Em particular, 

<i) N5o entraremos no desenvolvimento dastas idfias a<jui. O essencial 6 demoostrar os teoremas 
da adica .0 referontes &s £uacocs inveraaa, iato 6, para o aeno e a tangents. 


3 
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em pontos isolados, e podemos mencionar que desde o tempo de 
Weierstrass foram apresentados muitos exemplos de fungoes eonti- 
nuas que nao possuem derivada em qualquer ponto {1) . (Na definigao 
matematica da continuidade ha, portanto, muito menos do que a 
simples intuigao nos levaria a supor.) Era contraste com isto, ainda 
que a integragao por meio das fungoes elementares nem serupre seja 
possivel, temos certeza de que, em qualquer circunstancia, existe a 
integral de uma fungao continua. 

Tomadas em conjunto, vemos que a integragao e a derivagao nao 
podem ser classificadas, simplesmente, como mais elementar ou menos 
elementar, mas que, sob alguns pontos de vista, o primeixo dos pro- 
cesses citados e mais elementar, ao passo que sob outros, sera o se- 
gundo. 

No que diz respeito ao conceito de integral, veremos na proxima 
segao que o mesmo nao esta rigid am ente ligado a hipotese de que o 
integrando seja uma fungao continua, podendo ser estendido a nume- 
rosas classes de fungoes com descontinuidade. 


8. Extensao do conceito de integral. Integrais improprias. 

1. Fungoes descontinuas com salt os. 

Em primeiro lugar vemos que nao ka dificuldade em estender o 

conceito de integral ao caso em que a fun- 
gao a integral’ apresente descontinuidades 
com salto, em urn ou mais pontos, no in- 
tervalo de integragao. Para tanto devemos, 
somente, considerar a integral da fungao 
como a soma das integrais estendidas aos 
intervalos separados em que a fungao e 
continua (2J . A integral conserva, entao, o seu significado intuitivo de 
area (fig. 4). 

O) Titchmaxsh, The Theory of Functions (Oxford, 1932), §§11,21-11.23 (pSgs. 350-354). 

( 2 ) Na realidade, deveriamoa ter observado que na definigao anterior de integral, consideramos 
o intervalo fechado e a futicao continua no intervalo. Esta hipfitese uao acarreta nenhuma dificuldade, 
visto que, cm cada aubintervalo feebado, podemos estender a fungao de tal modo, que aaja continua, 
dando-lhe para valor, no ponto extremo, o liraite da mesma quando sc se aproxima do ponto terminal, 
partindo do interior do intervale 



Fig. 4. — Integral de uma furigSo 
descoatmua 


I 
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3. Fungoes com descontinuidades infinitas. 

Quando as fungoes apreseutam descontinuidades infinitas, no in- 
terior do interval© ou em algum dos seus extremos, o caso e comple- 
tainente diferente. A fim de formularmos a nogao de integral, mesrao 
nestes casos, devemos apresentar um processo posterior de limite. 
Antes, porem, de anunciarmos a definigao geral, ilustraremos algum as 
das suas possibilidades com uns poucos exemplos. 

Iniciaremos com a integral 

onde a representa uma quantidade positiya. O integrando 1 jx°- toroa-se infinito 
quando k-* 0, nao sendo posslvel, pois, estendermos a integral ao limite inferior 0. 
Podemos, porem, indagar o que sucede quando tomamos a integral desde o limite 
positivo c ao limite 1, digamos, e, finalrnente, fazemos e tender para 0- De acordo 
com as regras elemen tares da integragao, desde que a ±1 obteremos 






Itcconhecemos, imediatamente, a ocorreacia das seguintes possibilidades: (1) a £ 
maior do que 1; entao, quando e-*0, o segundo membro tende para o ; (2) a £ 
menor do que 1; ncste caso, o segundo meinbro tende paia o limite 1/(1 — a). No 
segundo caso, portanto, adotaremos simplesmente fete valor-limite como a integral 
entre os limites 0 e 1. No primeiro caso, direiuos que a integral entre os limites 
del nao existe. (3) No terceiro caso, quando a — 1, a integral valera — log e, e 
quando €-*0 ela nao se aproximara de limite algum, tendendo para o m, isto e, a 
integral entre 0 e 1 dSo existe. 

Outro exemplo da ertensao de uma integral alum de uma descontinuidade 

infinita e dado pelo integrando f Achamos que 

V 1 - x- 



arc sen (1 — «). 


Se fizermos <■ tender para 0, o segundo membro convergir^ para um limite definido, 


tt/ 2, e chamaremos a este, o valor da integral 
do sc torne infinito no ponto x — 1. 




, embora o integran- 


Para que possamos extrair um conceito perfeitamente geral destes 
exemplos, notaremos em primeiro iugar que, evidentemente, nao 
havera diferenga essencial se a descontinuidade do intervalo ocorrer 
no extremo inferior ou no superior do intervalo de integracao. Pode- 
tnos, entao, estabelecer o enunciado seguinte: 
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Se num iniervalo a S b, afuncao ff x) for conluvia, coni a (mica 
excegdo do ponlo extrema b, dejinirnos f f(x)dx, como o limite 

Hm f /(,r)dx 

*— *0 *J a 

-—.era qne o ponlo b - e se aproxinia de b, a par Ur do interior do inter- 
valo — desde qne lal Uni He ex isla. 

b 

Neste caso, diremos quo a integral impropria / /(,r) dx e comer- 

J a 

genie. So, entretauto, nuo exist ir o liniite, diremos que a integral nan 
oxisto, on nao converge, on ainda, que el a diverge. 



Quaadn <> iimile inferior, e nao o superior, do intervalo de inie- 
gra?ao lor o ponlo exceptional, veril’ica-se definigao analoga a que 
estabelecemos aeima. 


Mesmo as integrals improprias podem ser interpretadas como areas. Nao 
forma senlido, naturnlmenle, falnrmos da area de uma regiao que se cstende ate 
o infinite, porem, podemos ten tar defiui-la per meio da passagem ao limite de 
uma regain limitada, com area finita. Por exetnplo, os resultados ja ob tides para 
a funcao'l/x“ indicam que a area limitada pelo eixo dos x, pelas linhas x — 1 e 
x — s c pcla curva y = V,x a tende para uin limitc finito, quaudo e-* 0, desde que 
a < 1, o que tendera para o infinite se a §;1. Esta constatagao pode .ser expressa 
simplesmcute, como segue: a area compreeudida pelos eixos dos x e dos y, pcla 
curva e pela linha y — 1 sera finita ou infiuiLa, conform e a < 1 ou a § 1. 

A intuiguo nuo pode, como e claro, dar-nos uma informagao preciaa sobre 
a ponderabilidadc da area de uma regiao que se estende ao iofinito. Desta regiao 
podemos dizer, umcarnente, quo quanto mais os seus lados se aproximarerp urn do 
outro, tan to mais pro voxel sera, que ela tenha uma area finita. A figura 5 explica 
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o que acabarxjos de dizcr, isto e, a possibilidade da area ser fimta para a < 1 en- 
quanto que se torna infinita quando oil. 

Para decidir se uraa fungao j(x) que apreseuta uma descontinui- 
dadelnfiiiita noponto x — b. pode ser integrada ate b, podemos, muitas 
vezes, evitar uraa investigagao especial, usando o seguinte criterio: 
Seja f(x) uma i’uncao positive (1) no intervalo a tkx S6, e lim f(x) = » . 

/ b x — * b 

f(x) dx couvergira se existirem, tanto urn numero q me- 

nor do que 1, como ran numero fixo M, independente de x, tais que, 
em qualquer ponto do intervalo a g x < b se verifique a desigualdade 
M 


M s, 


Em outras palavras, a integral sera convergente se 


(6 - a)' 1 ’ 

no ponto x = b, a jangao f(x) lornar-se infinita de ordem menor do que 
a primeira. Por outro lado, a integral sera divergente, se existirem duas 
quantidades n^l e outra fixa N tais que, em qualquer ponto do 

N 

intervalo a ^ x < b se verifique a desigualdade f(x) ^ . Em 

outras palavras, a integral divergird, se no ponto x*ba fungao f(x) 
se tornar infinita, no minima, de primeira ordem. 

A demonstrate decorre quase imediatameute, por comparagao 
com os casos especiais, muito simples, apreseutados acima. Para de- 
monstrar a primeira parte do teorema, observetnos que, para 0< e<b - a, 
teremos 

M 


0 ^ 


j{x)dx 


-r 


(6 - x)‘ 


dx. 


r dx 

Como e^O, a integral a direita, que eobtida da integral / — (pag. 128) 

J X <* 

por simples mudanga de notagao, tem limite, permanecendo, portanto, 


restringida. De mais a mais, os valores de 


n 


f(x)dx crescemmono- 


touamente quando e — 0, e como eles, tambem, estao delimitados, 
devem possuir limite, e a integral J b f(x)dx sera, portanto, conver- 
gente. 

Deixamos a demoustragao paralela da segunda parte do teorema, 
como exercicio, para o leitor resolver. 

<*) Veremoa, no ap^odice do capltulo VUI (p&£. 418) que estas rest! igSes, quanto ao sinal, podem 
*er f&cilraente poatas de lado. 
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De modo semelhante, vemos que teoremas inteiramente atialogoa 
tem lugar quando o limile inferior da integral for o ponto de descori- 
tinuidade infinita. Se o ponto em que ocorre a descontinuidade infi- 
nita estiver no interior do intervalo de integragao, usaremos este 
ponto somente para subdividir o intervalo em duas partes, aplieam 
do, entao, as consideracoes feitas a cada uma delas separadamente. 

Como mais um exemplo, estudemos a integral eliptica 
C 1 dx 


V (1 - X 5 ) (1 - k*x-) 


(fe= < 1). 


A identidade 1 - x 1 = (X - x) (1 + x) permite ver que, a medida que x-*l, o inte- 
grando se lorna infinito de ordem }/o, donde se segue que a integral iiuprupria 
existe. 

3. Intervalo infinito de integragao. 

Outra extensao importante do conceito de integral consiste em 
tomar o infinito como um dos limites da integracao. A fim de tor- 
narmos precisa tal extensao, introduziremos a seguinte notacao: se 
a integral 

j a f(x)dx, 

onde a e flxo, tender para um limite definido, quando A crescer alem 
de qualquer valor, de maneira positiva, designaremos o limite por 

f J{x)dx, 

e diremos que a fungao/(a;) 6 integrada desde a ate », Naturalmente, 
tal integral nao precisa, necessariamente, existir, ou como se diz mui- 
tas vezes, nao e comergente. 

Excmplos simples das diversas possibilidndes sao novatnenle fornecidos pelas 
t ungocs J{x) = l/x“, 


r* dx i 

/ -=r (.d‘-“-l). 

J I X a 1 - a 


Vemos, aqui, que se excluirmos, novamente, o caso em que a = 1, a integral no 
infinito existe para a > 1 e, de fato, 

r™ dx 1 
J 1 X a a — l’ 

ao contrario, quando <* < 1, a integral nao existe. Para a = 1 a integral deixa 
novamente de existir, visto que log x tende para o infinito juntamente com x. 
Vemos, alem disso, que relativamente a integragao sobre um intervalo infinito. 
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us fungoes l/r« nao se comportam da mesma maneira que no caso da integmgao 
a partir da origem. Um olhar a figura 5 torna o emmciado plaushel, pois veroos 
que, quanto maior f6r a, tanto mais perto do eixo dos x deverao ser desenhadas 
as curvas. desde que x seja suficientemente grande, sendo aceitavel a suposiqao 
de que a area considerada tende para um limitc definido. para valores convenien- 
lemente grandes de a. 

0 criterio seguinte, para a determ in agao da existencia de integrals 
couio liraite infinito e util, muitas vezes. Admitircmos novamente 
que para valores suficientemente grandes de x, digamos x j^a, o inte- 
grando tenha sempre o mesmo sinal que, sem perda de generalidade, 
podemos escolher positivo (1) , Teremos, entao, o seguinte enunciado: 

A integral J f(x)dx convergird se a fungao f(x) se anular no in- 
finite com ordem superior a primeira , isto e, se existir uma quanti- 
dade v > 1 tal que, para qualquer valor de x, tao grande quanto qui- 
rt/ 

sermos, se verifique a relagao 0 <f(x) ^ sendo M uma quanti- 

X 

dade fixa, independente de x. A integral divergirct se a fungao per- 
manecer posiliva e se anular no infinito cm ordem ndo superior a pri- 
meira, isto e, se houver uma quantidade fixa N > 0 tal que xf(x) ^ N. 

A demonstragao destes criterios, que e feita paralelamente ao 
raciocmio anterior, sera deixada ao leitor. 


/*» i 

Um exemplo muito simples e fornecido pela integral / — dx i 

J a X- 

■grando se anula no infinito, na segunda ordem. Efeti vamente, v 

pi 11 

), que a integral e convergente, pois / — dx = — — , e port 

J a x- a A 

f“ 1 dx = 

J a X- a 


dx (a > 0), cujo 


Outro exemplo, igualmente simples, e 


■ lim (arc tg A - arc tg 0) = — . 

4 — ■+ co 2 



4. Fungao-gama. 

Um exemplo de particular importancia em analise e oferecido 
pela cliamada fungao-gama. 

r(n) — e~ x x n ~ l dx ( n > 0). 

(’) Como veremos no ap&ndicc do capttulo VIII (p&g. 418), esta reslricao de sinal pode ser 
f&cilmeiUe removida. 
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Neste caso, tambem, o criterio de converggncia e satisfeito. Por exem- 
plo, se escolhermos v ~ 2, tereinos Iim x v .e~ z x n ~ l = 0, yisto a funpao 

exponential e" x tender para zero com ordem superior a de qualquer 
outra potencia 1 jx m ( m > 0). A fungao-gama, que pode ser conside- 
rada como fungao do numero n (nao necessariamente inteiro), satisfaz 
uma relagao notavel, que podemos obter pela seguinte deducao, apli- 
cando o metodo da integrapao por partes. Tomaremos, de initio, 

j' e~ x x n ~ l dx — - e~ x z n ~ l J r (n ~ 1 ) j' e~ r x r, -~ dx. 

Se considerarmos esta formula entre os limites 0 c .4 e fizermos, en- 
tao, A crescer alem de qualquer limite, oblercmos 

F (n) = [n - 1 ) e~ x x n ~ 2 dx = [n - 1) r (n - 1), 

e empregando esLa formula dc recorrencia, desde que n suja inteiro 
e 0 < ju < n, 

T(ri) = (n - 1) (n - 2) ... (n - a) ^ dx. 

J o 

Em particular, se n for inteiro e positive, vira 
T(n) = (n- l)(n -2) ...3.2.1 


e 1 dx, 


e como 


/; 


e X dx = 1, 


segue-se, finalmente, 

r(n) = (n - 1) (n - 2) . . . 2 . 1 = (n - 1)! 

Esta expressao das fatoriais por meio de integrals e de grande impor- 
tdneia em diversas aplicacoes. 


/ *a> /* cd 

e.-x- dx, / x r e-*' dx 

o J o 


tambem convergem, como fucilnieate nos cerlificaremos apbeando o criterio 
exposto. 

5. Integral de Dirichlet. 

Uma integral convergente. importante em muitas aplicapoes, mas 
euja convergencia nao segue diretamente o nosso criterio, e que e 
urn caso simples do tipo estudado por Dirichlet, 6 


I = 


/; 


sen x 


dx. 


x 
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para os valores positivos de x. A integral da direita e convergente, 
pelo criterio conhecido, e a formula mostra que [ D AB | — > 0, h medida 
que A e B tendem, arnbos, para o infinito. Temos, pois, 

| Rob - Ro,i I = | D A b |, 

seguindo-se, pelo criterio de convergeneia de Cauchy, que D a B tende 
para um limite definido, quando B - oo. Em outras palavras, a inte- 


f 


! 
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gral I existe. Outra demons Iragao sera apresentada no apendice do ca- 
pitulo VIII (pag. 4d8), e na pag. 450 mostraremos que I tem o valor x/2. 

6. Substituifao. 

E claro que tod as as regras para a sulistituigao de novas va- 
riaveis, etc., sao validas para as integrals improprias convergentes. 

Como exemplo, para calcularmos xe~~ x ~dx, introduzimos a nova 
variavel u = x 2 , obtendo 


f " i r- 

Jo “ 2 Jo ' r “‘ 


Yixn - (l 


= 5- 


Outro exemplo do emprego da substituigao no estudo das inte- 
grals improprias, e oferecido pelas integrals de Fresnel, as quais ocor- 
rem na teoria da difragao da luz: 


Fi= s mhr)dx, F 2 = / cos (x 2 ) dx. 

Jo J a 

qSo x 2 = u conduz a 

_ 1 sen a . _ 1 cos u 

F L = - — ~ du, F 2 = - — 

2 J 0 Vu 2 J a V u 

por partes, teremos 

!' B sen u ^ _ cos A cos B 1 C B cos a 

J A Vb V A V A 2 J A iF- 


A substituigao x 2 = n conduz a 

_ 1 sen u , 

F L = - —— du 


Integrando por partes, teremos 


cos u , 
— — da. 


Quando A e B tendem para o «>, os primeiros dois termos do segundo 
membro tendem para 0, e, pelo criterio da pag. 250, a propria integral 
teude para zero. Portanto, empregando o mesmo raciocmio que fize- 
mos para a integral de Dirichlet, vemos que a integral Fj e conver- 
gente. A convergencia da integral F 2 e demonstrada de maneira iden- 
tica. 

As integrals de Fresnel mostram que uma integral impropria 
pode existir, embora o integrando nao tenda paTa zero, quando x-* °° . 
De fato, uma integral impropria pode existir mesmo quando o inte- 
grando nao 6 limitado, conforme mostra o exemplo 

r 

J 2a cos (u*) du. 

Quando u* = m r, isto 6, quando u = \mr, n = 0, 1, 2. o inte- 
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grande torna-se 2\’ nir cos mr = ±2 \ nx, sendo, pois, ilirnitado. Pela 
substituicao a 2 = x, entretanto, a integral reduz-se a 


cos (x 2 )dx, 


a qual converge, conforme acabamos de mostrar. 

As integrais imprdprias podem, por meio de suhstituicoes, ser 
transformadas. muitas vezes, ein integrais proprias. Por exemplo, a 
transfonnacao x = sen u da-nos 


(U 

0 v 1 ~ X 2 


7J- 

du — — . 


Por outro Iado, as integrals das funcoes continuas podem ser trans- 
formadas em integrais imprdprias; isto ocorrera se a transfonnacao 
u — ,pi;r) for till quo nura dos extremes do intervale da iutegrafao a 
derivada 4> r (x) se anule, de sorte que dxjdn seja iul'inita. 


Exemplos 


j 

K 


| 

| 

i 



Comprovar a convergencia das integrais imprdprias dos exam pins 1-11: 

</x /’ 1 </x d.i 

1. I 2. / — 3. / 

J 3 X J J — 1\I 7 — o 1 + X' U 

dx r y ilx 


r => rtx _ r T ox 

Jo (Itx)Vi Jo 1- cos x 

r* 1 dx 

6. I — , nude «„ a a , a., a, suo tudos cl ife- 

J B X (x -- a,) (x - «.,) (x - « 3 ) (x - a,) 

re.iles, port* m, eompreeudidos entre .4 e 3 . 

r arc tg x , r" arctgx 

7 . I — dx. 8 . / dx. 

Jol + x 2 Jo 1 -j 3 

r a x r™ x r~/~ 

9. / . dx. 10. / dx. 11. / log tg x </x. 

Ji L-e Jo e-l Jo 

12.* Demonstrar que J sen 2 ^x -f- dx, nao existe. 

/ ■“ dx 

. — — 0. 

0 1 T kx ia 

/ “ xs-1 r“sen.r 

dx, (6) J .. dx, 

D 1 + X J 0 X s 


nao existe. 


13.* Demonstrar que 


•“ X s-1 


eao couvergentes ? 


/ • " sen l 

dt e convergente ? 

0 1 -f- 1 
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16.* (a) Se a for um numero fixo, positivo, demonstrar que 

h 


lira f a 

h-iO J — . 


dx — r. 


-ah 2 4 " £ 3 

(b) Se /(x) for coatir.ua no intervalo - 1 g 2 ^ 1, demonstrar que 


lim C 

h-> 0 J — 1 


h 2 + x 2 


/(x) dx = tt/(0). 


Exemplos di versos 
Calcular as integrals dos Ns. 1-7: 

1. J e"* ,M *ofx. 

2. j" sen 3 x cos fi dx (Por um metodo mais abreviado do quo 0 do texto, rmnre- 
gando identidades trigonometricas.) 

„ r ,, „ , r sen 1 dx r . 

3. / (logx) 2 dx. 4. / . 5. / V 1 - e '- 1 d.r. 

d J 3 4- sen 3 x J 


3 + sen 3 x 
r 2 
M 


6. f xe~ x2t s ix 1 lx. 7. f - sen x — ^ dx. 

x — 1 d x V 2/ 

8. * Demonstrar que lim e~* 2 f e^ 2 dl - 0. 

9. Admitindo que | a [ ^ J 0 j, tnostrar que 

1 r T 

lim — I sen ax sen fix dx — 0. 

7 1 03 T 0 


10. Calcular J x 3 e~ xi cos 2x dx. 


at fi 

11.* Demonstrar que a substituigao x — , onde a 5 -yfi ± 0, transfor- 

yl -J- <5 

ma a integral 


f; 


dx 


V ax 4 4- bx 3 + cx 3 4- dx 4- e 
em urtra de tipo semelhante, e que, se o polinSmio do 4.° grau 

ax 4 + bx 2 4- ex 2 H- dx + e 

duo tiver fatores repetidos, o mesmo acontecera com a nova fungno do 4.° gran 
em t, que toma o lugar da anterior. 

Demonstrar que o mesmo enunciado se aplica a 

J 7?(x, V ax 4 4* bx 3 4 • cx 2 -f- dx 4* e) dx, 
onde R e uma fungao rational. 
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APENDICE AO CAPITULO IV 


Segundo teorema do valor medio do calculo integral 


0 metodo de integragao por partes faculta-nos um processo sim- 
ples para provar um importante teorema s6bre o calculo das integrals, 
geralmente chamado — segundo teorema do valor medio da calculo 
integral. 

Suponhamos que a fungao <j>(x) 6 monotona e contlnua no inter- 
val a ?=x ^b, e que a sua derivada <f> ( x ) e contmua. Admitamos, 
ainda, que f(x') e uma fungao continua arbitraria no mesmo intervalo. 
0 segundo teorema do vaLor medio do calculo integral sera, entao, 
enunciado da seguinte maneira. Existe um nuraero £, tal que a^£A&, 
para o qual 




Kx)dx + 


0 (b) f ' J(x)dx. 


Para demonstra-lo, observemos, preliminarmente, que podemos 
supor que 0(6) = 0, visto que substituindo 0(a) por <j>(x ) - 0(6), os 
dois membros da equagao sao alterados pela mesma quantidade e 
dao uma fungao que se anula para x = b. Alem disso, podemos ad- 
mitir que 0(a) > 0. Sendo 0(a) < 0, precisamos apenas substituir 
0(a) por - 0(a), o que muda o sinal de ambos os membros da equagao. 
(O caso em que 0(a) = 0 e trivial, pois se tanto 0(a) como 0(6) se anu- 
lam, 0(a) deve ser igualmente nula, e a equagao proposta transfo.rma-se 


i 


\ 

f 
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em 0 = 0.) Precisamos somente demonstrar que, se 4>(x) for continua 
e monotona decrescente, e i j>(b) — 0, teremos 


J ^ f(x)4>(x)dx = <j>(a) j ^ J(x)dx. 


Faremos, agora, F(x) = ff(x)dx e aplicaremos a formula da in- 

tegragao por partes ao primeiro menibro da ultima equagao. Vira, 
entao. 


f b Kx)'t>(x)dx = F(x)<j>(x) 6 + f b F(x) [ - *'(x) ] dx. 

Jo. a J a 


A parte integrada se anula, ja que F(a) e <j>(b ) sao iguais a zero. A 
expressao - <p' (x) e positiva era qualquer posigao, dc sorte que pode- 
mos aplicar o primeiro teorema do valor medio do calculo integral. 
Chegaremos, entao, ao seguinte valor da integral da direita 


Mas 


F(£)f a [-4>'(x)]dx, agfgfc. 

F(!) f{x)dx e J a [- 4>' (a:) ]da: = <£(a) - = 4>(a), 


ficando, assim, estabelecido o teorema. 

Este teorema pode ser estendido para classes mais gerais de fun- 
goes (embora nao apresentemos a demonstragao), visto permanecer 
verdadeiro para qualquer fungao monotona quer adnrita deri- 

vada, quer nao. Finalmente, ele se verifica para qualquer fungao 
monotona descontinua, para a qual possamos integrar J(x)4>(x). 








Capitulo V 7 
APUCACOES 

Neste capltulo, depois de alga mas preliminares, mostraremos como 
se a plica o que aprendemos ate aqui, a geometria e a fisica. 

1. Repbesektaqao das cur v as 

1. Reprcscntarao parametrica. 

Como ja vimos no eapitulo I (pag. 17), na represen tagao das cur- 
vas por meio de uina equagao y = f(x), devemos nos restringir, sem- 
pre, a urn ramo uinvoco. E, por isso, mais conveniente, especialmente 
quando se trata de curvas fecliadas, estudarmos outrcs metolos ana- 
liticos de representagao. A representagao mais geral, e, ao mesnio 
tempo, a mais empregada, das curvas, e a parametrica. Em Iugar de 
se considerar cada uma das coordenadas retangulares como fungao 
da outra, tomamos am has as coordenadas x e y como fungao de uma 
lerceira variavel independent e, o parumelro. O ponto consideraclo, de 
coordenadas x e y, descreve pois a curva, a medida que t percorre uni 
intervalo definido. Representagoes como estas ja foram encon tracks 
nos capitulos anteriores. Por exempio, para o circulo x~ -f y 2 = a 2 
teremos uma representagao parametrica da forma x = a cos t,y~a sen i, 
que, como ja sabemos, indica, geometricamente, urn angulo com o 
vertice no centro do circulo. Para a elipse ar/a 2 -f y 2 /6 2 - 1 teremos, 
de maneira analoga, a representagao parametrica x — a cos t, y — b sen /. 
onde t e o Angulo excentrico, isto e, o angulo central correspondente 
ao ponto do circulo circunscrito, situado, verlicalmente, acima ou 
abaixo do ponto P (a cos i, b sen /) da elipse (fig. 1). Em ambos os 
casos, o ponto com coordenadas x, y descreve o circulo complete ou 
a elipse, quando o purametro t percorre o intervalo compreendido entre 
0 e 2 tt. 
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Em geral, podemos reprcsentar uma curva parametrica, fazcndo 

x = = x(0, y = VJ) = y( /), 

isto e, conhcc.cndo duas fungoes do parametro t. Emprcgarcraos a no- 
tagao mais condensada x(l) e y(f) quando nao houver perigo de con- 
fusao. As duas fungoes 4>(t) c \p{l) devem ser determinadas para ca- 
da curva, de modo que a totalidade de paresfun cionais x{l ) e y(f), 
correspondente a um dado intervalo de valores, de todos os pontos 
sobre a curva, e nenlium fora dela. 

Se a curva for dada sob a forma y = 

— /(r) v podemos obter uma repre- 

sentacao desta especie, escrevendo f 
primeiramente x ~ <£(/), onde <£(/) e f 

uma fungao monolona qualquer, j/ / \\ 

cent inn a, que, mmi intervalo defi- — f- q<— ^ 

nido, passa exatamente uma vez so- K A 

bre cada valor de x considerado. ^ I 

Segue-se, enLao, que y =/[<#( /)], s' 

isto c, a segunda fungao ^(0 e obtida ^ 

compondo-se / e 4>- Vein os assim que, 

Fig. i 

gragas a arbitrariedade da escolha 

da fungao <f>, disponios de completa liberdade na representagao para- 
metrica de uma curva dada. Em particular, podemos fazer, efetiva- 
mente, l — x e assim considerar a representagao original y = J{x) como 
equagao parametrica, com o parametro t ~ x. 


A vantagem da representagao parametrica reside em se poder aproveitar a 
arbitrariedade da escolha para fins de simplificaguo. Por cxemplo, representamos 
a curva y — i'azendo x — P e y — L-, de sorle que ip(l) — P, \^(l) = P. Opon- 
to de coordenadas x, y descrevera, entao, a curva completa (parabola semicubica), 
quando i variar de - cc ate + <». 


Se, por outro lado, tivermos inicialmente uma curva dada pel as 
suas cquagoes paratnelricas x = <£((), y — <£(0, e desejarmos obter a 
representagao nao parametrica, isto e, sob a forma y = /(.r), basta, 
apenas, eliminar o parametro t nas duas equagbes. No caso das repre- 
sentagbes parametricas do cireulo c da elipse, dadas acima, podemos 
efetuar tal eliminagao imediatamente, elevaudo-se ao quadrado e em- 
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pregando a equacao sen 2 t -f- cos 2 t ~ 1. (Damos mais abaixo outro 
exemplo.) Em geral, teriamos que acbar uma expressao para t, par- 
tindo da equagao x — por meio da fungao inversa t — subs- 
tituindo-a em y = 4>(l), para obtermos, finalmente, a representagao 
y = ^[^>(x)] == f(x) C1) . Em tal eliminacao, naturalmente, devemo-nos 
restringir, via de regra, a um segmento da curva, ou, mais precisamente, 
a uma porgao da curva que nao seja cortada duas vSzes por umalinha 
qualquer paralela ao eixo dos y. 

A representagao parametrica compreende um seniido definido se- 
gundo o quai a curva e descrita, e que corresponde a diregao em que 
os valores do parametro crescem. Tal diregao sera denominada seniido 
positive. Se, por exemplo, o ponto x = x(l), y — y(i) descrever a curva 
C enquanto t atravessar o intervalo t Q e os pontos extremos 

da curva P 0 e Pi corresponderem, respectivamente, a i Q e i lt a linba 
e gcrada positivamente de P a para Pi. Se introduzirmos r = - i como 
novo parametro, a curva C correspondera aos valores — i g t g — 1 0 
da variavel r, enquanto os pontos extremos P 0 e Pi corresponderao a 
t = — t e r ~ — li, respectivamente. Se, agora, percorrermos a curva 
de P 0 para Pi, prosseguiremos na diregao em que os valores do para- 
metro r decrescem, isto e, em sentido negativo. Em geral, uma inu- 
danga de parametro l = t(j) conserva o sentido segundo o qual a curva 
e descrita se i(r) lor uma fungao monotona crescente, alterando-o 
quando t(r) for uma fungao monotona decrescentc. 

2. Interpretagao do parametro. Mudanga de parametro. 

Em muitos casos podemos atribuir uma interpretagao fisica ime- 
diata ao parametro t, considerando-o como tempo. Justamente, o fato 
das coordenadas x , y de um ponto serem dadas em fungao do tempo, 
e que permite exprimir-se matematicamente qualquer inovimento do 
ponto num piano. Estas duas fungoes determinam, portanto, o movi- 
menlo ao longo de um caminho ou Irajeloria, sob forma parametrica. 

Como exemplo apresentaremos a cicloide que se origina quando um clrculo 
rola ao longo de uma linha reta ou de um cfrculo, sem deslizanieato. Limitar-nos- 
enios aqui ao caso mais simples, isto e, em que um circulo de raio a rola sobre o 

{*) Pode acontecer, entretanto, que a equacao y « J(x\ obtida desta forma, signifique mais do 
quo a representagao parametrica original. Assiro, por exemplo, as equates x — a sen l, y - b sen t, 
representam dnicamente a poreno finita da linha y — bxfa, situada entre os pontos r — a, y «■ — b 
e x = a, y = 6, ao passo que y =* bxja representa tdda a linha. 
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eixo dos x, e consideraremos um ponto da sua circunferencia. O ponto em questao 
descrevcra uma cicloicle “comum”. Se fixarmos a origeni do sistema de coorclena- 
das e o tempo inicial de sorte que o ponto correspondente da curva coincida com 
a origem no tempo t ~ 0, teremos (fig. 2) a represent acao parametrica 

x = a(l- sen (), y = a(l - cos l) 

para a cicloide. Nas eqnagoes acima, t indica o angulo do qua! o circuit) girou, a 
partir de sua posi<;ao inicial; no caso de velocidade de rolamento uniforme, e pro- 
porcional ao tempo. 



Pela eliminaqao do parametro l podemos obter a e qua quo da curva sol) forma 
nao parametrica, a custa, entretanto, da cleganeia de expressan. Teinos 


cost = ? — 2, l = arc cos? — sen / = — 1 / 1 AL, 

a a 1 a 2 


e, portanto, 


a arc cos 


V (2a - v)j). 


obtendo, assim, x como funqao de y. 


Na representagao parametrica das curvas, dispomos de ampin IP 
berdade na escolha do parametro (pag. 259). Por exemplo,, em vez do 
tempo t, podemos tomar a quantidade r = p como parametro, on ate 
qualquer quantidade arbitraria r relacionada com o parametro original 
t, por uma equagao arbitraria da forma r = w(/), em que admitimos 
que a fungao possua uma unica inversa do tipo t — k(t) para o inter- 
valo dos valores de i considerados, Se os valores crescentes de r cor- 
responderem aos valores crescentes de t, e mantido o sentido positive 
do percurso; caso contrario, ele e invertido. 

A representagao parametrica nao e limitada, natuxalmente, as co- 
ordenadas retangulares, podendo, por exemplo, ser empregada igual- 
mente bem no caso das coordcnadas polares red. Estas coordenadas 
sao relacionadas com as retangulares pelas equacoes ja conhecidas 
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x -- r cos (?, y = r sen 6 , on r = V :i~ -f- y-, sen 5 — y/r, cos d = ar/r. 
As equames da curva assumirao a forma r = rii), 6 = 6(1). 



Fig. 3 


Como exempio, a Jinha rcta pode ser repre- 
sentada paramctricamcnte (fig. 3) pdas equa- 
tes 

p 

r = J- e = a +t 
cos t 

(p c o sendu constautes), donde obtemos, cm 
seguida, a equafiio da linba cm coordeuadas 
polarcs, 

P 

T = 77 ; ;> 

cos {6 -a) 

pcla oliminacao do para metro t. 


3. Derivadas das curvas represeutadas parametricamente. 

Se tivermos a equagSo do uma curva, y — f(x), e por outro lado, 
a sua represenlacao parametrica x — x(f), y — y(L), devemos ter y(t) == 
= /[.r(0]. Pela regra da cadeia para a derivagao, vira 


ou 


dy dy dx 

dl dx dt 

, dy y 

y = -r * 

dx x 


onde, como abreviagao para as derivagoes em relagao a t usamos urn 
ponto sobre a variavel (notacao de Newton), em lugar de uma linha ('), 
a qual reservamos para as derivadas em relagao a x. 

Para a cicloide, por exempio, teremos 

t 

x ~ a(l - cos t ) = 2a sen 2 - , 
t l 

y = a sen i = 2a sen - cos - . 

2 2 

Eslas formulas mostram que a cicloide tern uni vertice com tangente vertical 
nos pontos t = 0, =±=27 r, =±=4 tt, . , nos quais encontra o eixo dos x, pais, quando 
nos aproxirnamos ilestes pontos, a derivada y' — y/x - cot g (t/2) torna-se infinita. 
Nestes pontos y 0, ao passo que, cm qualquer outra posifao, y > 0. 
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A equagao da tangente a curva e 

(i - x)y ~ (»j - y)x = 0, 

onde tei) sao as coordenadas “correntes”, isto e, as coord enadas va- 
riaveis, correspondentes a um ponto qualquer da tangente. Para a 
equagao da normal, isto e, da iinba reta que passa por um ponto da 
curva perpendicularmente a tangente, neste ponto, obteremos, de modo 
analogo, 

.(£-&)* + (v -y)y = 0 . 

Os co-senos diretores da tangente, ou sejam, os co-senos dos angulos 
a e 0 compreendidos entre a tangente e os eixos dos x e dos y, respecti- 
vamente, sao dados pelas formulas 


COS a. — 


cos jS = 


± V or -T ± V ar + y~ 

como podemos verificar por metodos elementares. Os correspondentes 
co-senos diretores da normal sao fornecidos por 


CCS a 


cos j 3' — 


(fig. 4). 

Estas formulas mostram que em cada ponto em que x e y forem 
contmuas, e x 2 +y 2 0, a diregao da tangente variara coutinuamente 

com t. Este e o caso mais importante para 
nos, porern nao deixara de ser intercssante UK 
esclarecermos, por meio de exemplos, as 
varias possibilidades que surgem quando 
as hipoteses estabelecidas nao sao preen- \ 

chidas e quando nao e possivel afirmar-se, \ t 

dirctamente, que a tangente se conserva \ /- 

girando de modo continuo. Num ponto em 

que x — y — 0, a tangente podc girar con- \ n‘ 

tinuamente ou nao. Como exemplo, tome- 

mos a curva x — ft, y — t 2 , ja estudada |C 

nas paginas 99 e 259, que tem um vertice F!g - 4 - — Co ' senos d,retorPS da taa * 

gento e. da normal 

na origem, embora x e y sejam continuas 

em toda a parte. Como outro exemplo, consideremos a curva x = t z , 
y = C, que representa a linha reta y — x. Esta curva tem a mesma 
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diregao da tangente em toda parte. A ultima e, portanto, contfnua, 
embora ambas as derivadas x e v se anulem para t = 0 . Alem disso, 
nos pontos em que x e y forem descontinuas, a diregao da taagente 
pode ou nao ser continua. Seja d (0 uma fungao qualquer, continua e 
monotona crescente, definida para t x St S t 2l com um vertice em t—l 3, 
ti < l 3 < < 2 . A curva x — t, y — <£(/), que e a mesma curva que y = p(r), 
tera um vertice emi = i 3 , ao passo que a curva x = <£(<), y = 
que e um segmento da linha reta y — x, tera diregao constante para 
a tangente, mesmo que as derivadas i e y nao existam para t — t 3 . 
Isto indica que se quisermos investigar o comportameuto da tangente 
no ponto em que 0 teorema citado nao se aplica, devemos empregar, 
primeiramente, as formulas que dao cos a ou cos j 3 como fungoes de l 
e, depois, estudax os proprios co-senos diretores. 

De uma formula conhecida da trigonometria ou da geometria 
analitica, deduzimos que o angulo formado pelas duas curvas, repre- 
sentadas parametricamente por x = Xi(l), y = y x (l) ex = x 2 (l), y = y 2 (l) 
respectivamente (isto e, 0 angulo formado pelas suas tangentes ou pelas 
suas normais), e fornecido pela expressao 


i‘> 4- 3't3'2 

COS 6 / - >5*”; *) , ■ o 1 ■ V 

±vxj- -f y x - Vx 2 - + y 2 2 

A indeterminagao dos sinais das raizes quadradas nas ultimas for- 
mulas, sugere que os angulos nao sao perfeitameute determinados, 
visto podermos especificar qual 0 sentido de diregao, sobre a tangente 
ou a normal, que adotamos como “positivo”. Considerando a raiz qua- 
drada como positiva, como se faz habitualmente, isto corresponded 
a escolher para diregao positiva da tangente, a diregao em que o para- 
metro cresce, e para diregao positiva da normal, a direcao obtida pela 
rotagao da tangente de um angulo igual a r/2, no sentido positivo (1) . 

d z y 

A derivada de segunda ordem, y" = — > e obtida como segue, pelas 
regras da cadeia e da derivagao dos quocientes: 

tt dy' dy' (It d f y \ 1 xy - yx 1 

^ dx dl dx dl\xjx x 2 x 

(*) Iato no sentido oontr&rio ao do movimento dos ponteiros dos relogioa 


I 
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(fig. 5 e equacoes (a) acima estabelecidas). Alem disso, — a - d e, 
portanto, 

y' - tg 6 r + r tg- Q r 

tg v = m-"”/ tg 0 = r+Vig r y = y 



Esta formula pode, igualmcnte, scr estabelecida por dedugao geome- 
trica. 

5. Observances gerais. 


No estudo de diversas curvas encontramos, por vezes, proprieda- 
des que nao proporcionam informagao alguma sbbre a forma da pro- 
pria curva, mas somente eni relagao a sua posigao, em face do sistema 
de eixos cnordenndos. Tais sao, por exemplo, a existencia de unia tan- 
gcnte borizonta!. oxpressa pela equagao y = 0, ou de uma tangente 
vertical, represent adn por x — 0. Propriedades desta natureza nao 
pens is teai, quando os eixos sofrem rotagao. 

Contrastnndn corn isfo, os pontos de inflexao serao sempre pontes 
di: inflexilo. qualquer que seja a rotagao atribuida aos eixos coorde- 
uados. A condieao necessaria para a existencia de urn ponto de infle- 
\ho e (pag. 265), 

xy - xy = 0. 


Sc substituirmos as expressoes Jr, v, x, y, do primeiro membropor seus 
valores em fungao das novas coordenadas tj, v, obteremos 

zy - iy = tv ~ tri- 

Logo, da equagao xy - xv = 0 segue-se que tv - tv — 0, de sorte que 
a equacao l.raduz uma propriedade de urn ponto da curva, a qual e 
independents do sistoma de coordenadas. 

Veremos, muitn-? vezes, mais tarde, que as propriedades verdadei- 
ramente geornetricas sao expressas por formulas que nao se alteram 
pela rotagao dos eixos coordenados. 
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Exe.mplqs 

1. Deduzir a equagao da curva 

x = a cos 20 cos 9 
y = a cos 28 sen 0. 

2 . Urn circulo c, de raio r, rola externamentc sobre um efrculo fixo C , de raio P . 
0 ponto P da circimferencia de c move-se com o circuit) e descreve uma curva 
denominada epicicloide. Determinar a representagao parametrica da epicicloide 
(considere-se a velocidade de c constante e mega-se o tempo de sorte que para l = 0, 
o ponto P esteja cm contato com o circulo C). 

3. Desenhar a epicicloide para o caso especial cm que r = B, determinando 
as suas equagoes paramctricas. (Esta epicicloide particular e denominada cardioide.) 

4. Se, no exemplo 2, o raio r fSr menor do que R, e c rolar por deniro dc C, 
o ponto P deserevera uma hipocicloide. Determinar suas equagoes paranietricas. 

5. Desenhar a hipocicloide (a) para R = 2r; (6) para R — Sr. 

6. Desenhar a hipocicloide para R — 4r ( aslroide }, deduzindo sua equar-ao 
nao parametrica. 

7 . Estabelecer as equagoes parametricas da cun- a x 3 -\- y 3 — 3 ary (jalio de 
Descartes), escoihendo a tangenle do angulo compreendido entre o eixo dos x e 
o raio vector de origem ao ponto x, y, como parametro. 

8 . Demonstrar que o eomprimcnto da tangenle a hipocicloide x-' 3 + y 2,3 = a 2 3 
interceptado polos dois eixos coordenados, e constante. 

9. Provar que a tangenle e a normal a cicloide passam pelos pontos mais 
alto e mais baixo do circulo gerador, em cada posigao do mesmo. 

10. Estabelecer a formula do angulo a compreendido entre as curvas r = /((?) 
e r — fl{8), cm coordenadas polares. 

11. Seja G uma curva fixa e P um ponto fixo com coordenadas x Q , y 0 - A 
curva pedal de C em relaqao a P e dofinida como sendo o lugar dos pes das per- 
pendiculares baixadas de P sobre as tangentes a curva dada, Estabelecer a reprc- 
sentaqao parametrica da curva pedal dc C, se a propria curva C for dada para- 
metricamente por x =j(t), y — 

12. Determinar a curva pedal do circulo C, (a) relativamente ao seu centra i\d, 
( b ) relativamente a um ponto P da sua circimferencia. 


2. ApUCAQOES a teoria das curvas planas 

Ao estudarmos as curvas, consideraremos duas especies dc pro- 
priedadcs geometricas associadas as mesmas. 0 primeiro tipo consiste 
em propriedades ou quantidades que dependent, miicamente, do com- 
portamento da curva no sentido reslrilo , isto e, na vr/inhanga imediata 
de um ponto, e que podem ser expressas anaiitienmente por meio da 
derivada no ponto. Propriedades da segunda espeoie dependem de 
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todo o tragado da curva ou somente de uma poreao dela, e sao tra- 
duzidas analrticamente pelo conceito de integral. Iniciaremos estudando 
as propriedades do segundo tipo. ! 

j 

1. Orientagao das areas. 1 

A ideia de area constituiu o nosso ponto de partida para a defi- 
nigao de integral. Enlretanto, a conexao entre integral definida e area, 
perinanece algo incompleta. As areas com as quais estamos habitua- 
dos a a geometria sao limitadas por carms fechadas conhecidas; por 

f 

outro lado, a area representada pela integral J f(x) dx e limitada so 

era parte pela curva dada/(a;), ficando o resto do contorno dependendo 
da escolha do sistema de coordenadas. Se quisermos determinar a area 
compreendida por uma curva fechada, coruo um circulo ou uma elipse, 
por integrals deste tipo, devemos empregar um artificio, como, por 
exemplo, a decomposigao da area em varias partes, cada uma delas 
limitada por um ramo univoco da curva e tambem pelo eixo dos x, 
assim como pelas ordenadas correspondentes. 

Para a discussao deste caso geral e conveniente, em primeiro lugar, 
apresentarmos algumas observacoes sobre a determinagao do sinal da 
area considerada. Para qualquer area limitada por uma curva fechada, 
arbitraria, que nao se corte a si mesma, podemos relacionar o sinal 
da area com a ideia puramente geometrica do sentido segundo o qual 
a curva e descrita, de acordo com a seguinte eonvengao. Diremos que 
o contorno de uma superficie 6 descrito no senlido positivo, quando o 
interior da area ficar a esquerda (l) de quem percorre o contQrno; o 
sentido oposto sera o negativo. Se, entao, considerarmos uma super- 
ficie cujo contorno seja percorrido num dado sentido, superficie esta 
designada regiao orientada, tomaremos a area como positiva se tal 
sentido for positivo e negativa no caso contrario (fig. 6) 

Suponhamos que, em particular, a funcao f(x) seja positiva em 
qualquer posigao do intervalo a Sx Ikb. Cousideraremos a curva fe- 
chada obtida a partir do ponto x = b = Xi, y = 0, seguindo pelo eixo 
dos a: para tras, ate o ponto x — a — x 0 , y = 0, subindo pela ordenada 

C 1 ) So quisermos evitar aa palavras “direita” c “esquerda’* nesta definigao, diremos que o tri- 
Angulo cujos vertices sao, respect! vo m en te, a or! gem e 03 pontos a? ■* 1, y = 0ex=0, 6 

descrito do sentido positivo, se ds vertices forem percorridos na ordem meaciooada Para qualquer 
outra Area, o coatorDO descrito ser£ positivo se f6r percorrido como o triangulo acima, e negativo 
no caso contrfirio. 
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da curva y = f(x), percorrendo a curva ate a ordenada x = b, e, finnl- 
mente, descendo por esta ordenada at6 o eixo dos x (fig. 7). 0 valor 
absolute da area interior a esta curva — o numero de unidades qua- 

dradas contido nela — 6, como jasabemos, J j{x)dx. Logo, designundo 

por Aoi a area com o sinal como foi determinado acima, a integral da 
o valor de Aon exceto quanto ao sinal. Para detertnina-lo, precisamos 


v h 



Fig, 6. — Area positiva F 7 ^. 7 

uuicamcnte observar que o contorno da regiao 6 percorrido cm scn- 
tido ncgativo, de forma que A 0 i 6 negative; temos, portanto, 

Am = - Jj{ x) dx. 

Do mesmo modo, se a > b, veremos que, de acordo com a defini- 

r» 

fao que cstabclecenaos, .4 0 i e positiva, ao passo que j f(x)clxe nega- 
tiva. Assim, A<ji e, em qualquer caso, dado pela equagao acirua. 

2. Formula geral para a area considerada como integral. 

Depois destas preliminares, as dificuldades mcnciouadas no inicio 
podem ser contornadas de forma simples, pela representagao parame- 
trica da curva proposta. Se introduzirmos t, formalmente, como nova 
vari(ivel independente na integral acima, fazendo x - x(l), y = y(£) = 
= / [ar(£)l» teremos 

doi = - f it y(l)-iil) dt, 

onde t 0 e h sao os valores do parametro correspondente as abscissas 
Xc = a e %i - b, respectivamente. Admitiremos que o ramo conside- 
rado, da curva y = f(x) refere-se ao intervalo £ 0 S t = k por uma cor- 
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respondencia (1) (1, 1), segundo a qual J(x) e positiva em tdda parte 
e x(i) nunca se anula no intervalo. Como vimos, a e.vpressao estabe- 
lecida da-nos a area da regiao limitada pela curva, peias iinbas x = a 
e x = b, e pelo eixo dos x. Ela esta, naturahnente, sujeita as dcsvan- 
tagens que ja mcncionamos. Moslraremos, agora, quo, so a curva 
x — x(t), y ~ y(l), ( a SIS li, for fecliada, contornando uraa regiao de 
area .4 0l , esta area sera fornecida por lima integral que, na forma, e 
exatamente igual a que estabelecemos. 

Imaginemos, pois, uma curva fechada, representada parametri- 
camente pelas equagoes x = xii), y = y(l ), sendo a curva descri- 



Fig. $3. — A rca de uma curva fecliada 


ta justamente uma vez, quando t percorre o intervalo l a S i S t\. 
A fim de que a curva possa ser fechada, e essencial que ir(/ 0 ) = x{t{) 
e y(Q = y{t\)- Admitiremos que as derivadas sao contiuuas, exceto 
para um ndmero finito de descontinuidades com saltos, e, mais ainda, 
que x 2 + y 2 seja diferente clc zero, salvo, talvez, em um numero finito 
de pontos, os quais poderao ser vertices da curva (2) . 

Estudaremos, em primeiro lugar, uma curva fechada sem vertices, 
convexa, e de tal tipo que nenhuma linlia reta a possa cortar em mais 
de rlois pontos. Designaremos por P ± e P 2 , respectivamente, os pon- 
tos em que a curva possui tangentes verticals; eslas tangentes sao cha- 
madas “linhas de conteugao” em P 1 e P 2 , porque os pontos da curva 
na vizinhanga de Pi e P 2 ficam situados inteiramente de um dos lados 
destas tangentes. Podemos, entao (fig. 8), considerar a area limitada 

0) Tsto e, tal que cada pontn do rnesmo corresponda a um unico valor de l no intervalo In rS t % h 
c. reriprocamente. 

(-') Uinu curva continua x = x{i\ y = y(l) lord um vfirtice em i — £o sc a dire^ao positiva da 
tangenti! se aproximar de um limile, quando (l — tn)—> 0, atraves de valores positivos, e ss npioxirnar 
tmnlieja dc urn limite, porem, diferente do primeiro, quando (£ — ip) — » 0 atraves de valorea negatives. 
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pela curva, como a soma da area Ai* envolvida pela cutva fechada 
PiMP^ABPi, formada, como na scrao prccedente, com a area . 4 -! 
contornada pela curva fechada P^PiBAP*. Admitimos que a curva 
seja gerada no sentido positivo, como esta indicado na figura. Pela 
convcnr;ao dc sinais que adotamos, A 12 sera positiva e 4.21 negative. 
Suporemos que o ponto x(l), y(t ) descreve a parte superior da curva, 
de Pi a P 2 quando t se desloca de / () a r, ao passo que a parte inferior 
de P 2 a Pi e dcscrita quando i varia de r a l L . Obteremos imediata- 
mente 

A 12 — - j h y( 0^(0 dl 
/ 1 21 = -/ y(t){lx) dl] 

porlanto, a area total contornada pela curva convexa sera 


A ~ ~ I y(t)x(i) dl. 


Se designarmos por “area absoluta” de uraa regifio o numero de 
quadrados unitarios conlidos na mesnia — e que, naturalmente, nunca 
pode ser negativo — a expressao aeima 110s dara sempre a area abso- 
lula, limitada pela curva, exceto, talvcz, quanto ao sinal. Para que 
possamos aquilatar o que aconlece quando o sentido em que a curva 
e gerada e i river tido, toraaremos a niesma integral dc d a / 0 era vez 
de t 0 a l j. Faremos, entao. 


■/'Vi 


que e igual a - A. Reconhecemos, entao, a veraculade do seguinte 
enunciado: 

A area represenlada pela formula sera posiliva ou negalim, conforme 
for posilivo ou negalivo o sentido em que a l inha de cord orno for des- 
crila (1 d 

(O Tracando a figura udmitirnos flue y > 0 para todos os puut.os da curve. Esta enndicuo. ti:i 
rcalidadn, niio rcstriuge a gencrulidude do resultndo. Se deslocurmos a curve de uma flint, nicij u , 
paralelnmont.e ao eixo dos y, sein girar a mesma, ou, em outras palavras, se siibstituirmos y pur y + a, 
a Area uuo 3ofre aiteracao. O valor da integral, da mesma forma, fica iualterado, vis to que a integral 
aeima sera substituida por 


e, como a curva k fechada, 


"f 

J. to 


(y + a)x(l) dt, 


aidt = a [x (q) - £(/<>)] = 0* 


APLICAGOES 


[Cap. 


Duas observagoes simples permitem-nos estender os resultados en- 
contrados. Primeiramente, a formula continua valida para as curvas 
feehadas que nao se interceptarn, mesmo nao sendo convexas e apre- 
sentando forma mais geral, como indica a figura 9. Em segundo lugar, 
as derivadas podem ter descontinuidades com saltos, ou podem am- 
bas anular-se em um numero finito de pontos, os quais podem ser 
vertices. De acordo com o cap. IV, § 8, pag. 245, a funcao yx contx- 
nuara sendo integravel. (As ordenadas dos vertices sao consideradas 
linhas de con ten can se as curvas, na vizinhanga do ponto, ficarem 
inteiramente de um lado da ordenada.) Admitiremos que a curva 
possui um numero finito de linhas de contengao, correspondendo aos 
pontos Pi, P 2 , . . . , P nj e subdividiremos a curva nos ramos univocos 

n 


C] 

Fig. 9 

PiP 2 , • ■ P n -iP n , PnPi- Como vemos (fig. 9), obteremos a area limb 
tada pela curva, sob a forma .4 = A 12 + A 23 -f . . . + A„_ x , „ + A„i. 
(fs T a fig. 9, n — 6.) Se representarmos parametricamente cada uma 
dessas porgoes de area, e combinarmos as equagoes numa integral 
unica, veremos que a area limitada pela curva e dada por 

h 

yj dt, 

o 

que, como ja vimos anteriormente, tem o sinal do sentido em que a 
curva de contorno e percorrida. 

De certo modo, a formula deduzida da a area das curvas que se interceptarn . 
Deixaremos, porSm, de apresentar aqui tal discussao, remetendo o leitor ao § 2 
do apendice deste capftulo (pag. 311). 







Juntamente com estas expressoes faremos uma observagao do na- 
tureza fundamental. Tanto a demonstragao como o enunciado destas 
formulas dependent de am sistema particular de coordenadas retangu- 
lares. O valor da area, porem, e uma quantidade puramente geome- 
trica, que nao pode ficar subordinado ao sistema de coordenadas even- 
tualmente escolhido. E, pois, importante mostrar que as integrais en- 
contradas nao se alteram quanto ao valor, pela mudanga de coorde- 
nadas. 

Se os eixos sofrerem somente um deslocamento, sem rotacao, as 
integrais nao mudam (nota da pag. 271 ). Suponhamos, entao, quo os 
eixos sofrem uma rolagao igual ao angulo a. Em vez de x e y teremos 
as novas variaveis £ e rj, definidas pelas equagoes x — £ cos a — y sen a, 
y = £ sen a + 77 cos a, sendo ainda as novas variaveis fungoes do parS- 
metro t. Se lembrai'mos que x — £ cos a — ij sen a e y — £ sen a -f- rj cos a, 
um calculo abreviada da yx-xy — ~~ £v> de modo que 

1 n 1 r u 

(yx-xy) dt = J ' (■>?£ ~ £»j) dt. 

(i) Em vez de acharm03 a segunda expressuo da 6reapcla integracuo por partes, podemos deriv^-la 
baseados na propriedade apresentada pela prdpria definicao de area, quo permite trocar os eixos dos x 
e dos y. Deve-se obaervar, por6m, que o seutido da rotacao que leva o eixo dos x para a posicuo do 
eixo dos y, polo canainho mais curto, 6 oposto ao que o eixo doa y deve perfazer para, pe!o carui- 
nho mais curto atingir o eixo dos x. 
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Esta equagao mostra que a area e independeute do sistema de coor- 
denadas. 

A expressao integral que estabelecemos para a area, e igualmente 
independente da escolha do parametro. Suponhamos que introduzimos 
utn novo parametro t pela equagao r = r{t). Teremos, entao, 

dx dx dr dy dv dr 

dt dx dl dl dr dl 

de rnodo que 



onde t 0 e r L sao os valores inicial e final do novo parametro, corres- 
pondentes aos valores parametricos to e C, respeclivamente (1) . 


Como exemplo de aplicacao da formula da area, vejamos a elipse y - 


da 2 -z 3 . 


Para determinarmos a area, tomaremos separadaruente as duas metades, superior 
e inferior, representando a superffcie pela integral 


b 


a 



da'--x n -dx. 


Se, entretanto, nsarmos a represen ta^ao parametrica, x — a cos i, y = b ser. L, 
estabelecemos i mediatamente a expressao 


f"2n 

ab / sen 2 t dl 

J 0 

que pode ser integrada como na pag. 215, e tendo para valor ab*. 


( l ) Nesta segao, baaeamos o conceito de firea sobre o de integral e mostramos que esta definigao 
analftica tem cnratcr verdadeiraraente geometrico, vis to que proporciona quantidades independents 
do 3istema de coordenadas. £ fficfl, eatretanto, tormular nma definigao geometries direta da firea 
limitada por uma curva feehada que nao se intcrcepta .da seguinte maneira: a firea fi o limite superior 
das Areas de todos oa polfgonos situados no interior da curva. A demonstragao da equivalence dua 
duas definigoes, que nSo apresentaremos aqui, 6 extremamente simples. 
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4. Areas em coordenadas polares. 

E conveniente, para nnritos fins, que possamos exprimir as areas 
em fungao de coordenadas polares. Seja r — f(6) a equagao de uma 
eurva em coordenadas polares. Representemos por A(9) a area de uma 
regiao limitada pelo eixo dos x (isto e, a linha 6 - 0), pela linha qne 
passa pela origem e qne faz o angulo 6 com o eixo dos x, e pelo seg- 
mento da curva compreendido entre estas duas linhas. Teremos, entao, 

A' ( 0 ) = 1 r 2 . 

2 

Sc considerarmos o raio vector cor- 
respondente ao angulo 6 e o que 
correspond e ao angulo 6 -f- Afl, re- 
presen Undo o nienor deles, neste 
intervalo angular (fig. 10) por r 0 e 
o maior por , o setor compreendi- 
do pelos raios vectores 6 e 6 -f- A8 

tera a ar 'a Ad, compreendida entre os limites yr^Hd e yr^^O. 
scquentemente, 



Fig. 10. — EIttnifinin de Area em oaorde- 
nadas palares 



A.4 
< — 
- A0 


1 






e, passando ao limite quando Ad-<0, obtemos a relagao acima. Pelo 
teorema fundamental do calcuio integral, a area do setor compreen- 
dido entre os angulos polares a e (3 e dada pela expressao 

1 C» 



r~ dd. 


Se /3 > a, esta expressao nao pode ser menor do que zero. Como vemos 
irnediatamenle que, & medida que 8 cresce, o ponto com coordenadas 
( r , 8) descreve o contbrno da area no sentido positivo, isto esta de acordo 
com a nossa conven$ao previa sobre o sinal. 


Como exemplo, consideremos a area limitada por um laco da lemniscata. A 
equagao da lemniscata e (pag. 73) r 2 = 2a 2 cos 20, obtendo-se um ia$o, lazendo 0 
variar do ~~ t/ 4 ate -Hx/4. T-eremos, entao, a expressao 
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para a drea. Podemos integra-la imediatameDte, introduzindo a nova variavel 
u = 26, obteudo para valor da area, a 2 . 



5. Comprimento das curvas. 

0 comprimenlo de am arco de curva e outro conceito geometrico im- 
portante que nos leva a integragao. 

Primeiraraente exporeinos, geometricamente, como fomos levados 
a defitiigao do comprimento de uma curva arbitraria. 0 processo ele- 
mentar para a medida de comprimento consiste na comparagao da ex- 
tensao a ser medida com padroes retilineos de comprimento. 0 metodo 
mais simples consistiria, portanto, em aplicax o padrao de comprimento 
a curva, com os seus extremos sobre a mesma, e contar quantas vezes 
o processo deve ser repetido, do principio ao fim da curva. 0 processo 
seria tornado mais preciso, empregando-se unidades de comprimento 
cada vez menores. Por analogia com esta ideia intuitiva elementar, 
del’iniremos o comprimento de uma curva da maneira seguinte. Supo- 
remos que a curva e dada pelas equagocs x = x(t ), y = y(t), 

(0 que inclui as curvas da forma y — f(x), desde que se possa escrever 
y = f(t ), x = i.) No intervalo compreendido entre a e /3, escolberemos 
os pontos t 0 = a, li, 1 2 , /S, na ordem em que estao escritos. 

Os pontos da curva que correspondem a estes valores t, serao unidos 
por retas, segundo a sua ordem natural, formando assim parte de um 
poligono inscrito na curva. Mediremos, agora, o perimetro deste poll- 
gono. Este comprimento dependera do modo como os pontos /,, ou, 
como podemos dizer ainda, os vertices do poligono, forem escolhidos. 
Deixemos o numero de pontos i, crescer indefinidamente, de sorte que 
o comprimento do maior subintervalo, no intervalo a St g /3 tenda 
simultaneamente para zero. Isto faz com que o numero de lados do 
poligono eresga sem limite, ao passo que o comprimento do maior lado 
tende para 0. 0 comprimento da curva podera. portanto, ser definido 
como o limite para o qual tendem os poligonos inscritos, desde que tal 
limite exista e seja independente da maneira particular pela qual os 
poligonos f'oram escolhidos. Somente quando se verifies a existencia 
deste limite (hipotese de relificagao) e que se pode falar em comprimento 
da curva. Veremos, em breve, que classes muito extensas de curvas 
podem ter a sua retificagao demonstrada. 

Para exprimir analiticamente o comprimento por meio de uma in- 
tegral, consideraremos a curva, de fato, como representada pela fungao 


| 

| 

t. 

i 

i 


i 


I 
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y ~ /(a 1 ), com uma derivada contm.ua y' . Pelos pontos a = Xi, x 2 , - . 
x n — b, dividimos o intervalo a g x ^ b do eixo dos x, acima do qual 
esta situada a curva em estudo, em (n - 1) subintervalos de compri- 
mento Ax lt Inscreveremos entao um poligono na curva, 

cujos vertices correspondam, verticalmente, aos pontos de divisao. 0 
comprimento total desse poligono inscrito sera, de acordo com o teo- 
rema de Pitagoras (fig. 11), dado pela expressao 

"? l/'i + C^Y ax.. 

,=i ir = i Y \Ax v y 

Mas o teorema do valor medio do calculo diferencial diz que o quo- 
ciente das diferen?as Ay„/Ax, k igual a /' (£,), sendo f, um valor in- 
termediary do intervalo Ax,. Se, agora, n crescer alem de qualquer 



limite e, ao mesmo tempo, o comprimento do maior subintervalo Ar, 
tender para zero, pela defini^ao de integral, a expressao enunciada 
tendera para o limite 



Vi + y ' 2 dx. 


Visto a passagem ao limite nos conduzix sempre ao mesmo resultado, 
a saber, a integral, qualquer que seja a forma pela qual o intervalo 
foi subdividido, podemos estabelecer o seguinte teorema: 

Tdda a curva y = f(x), para a qual a derivada f ' (x) e continua, e 
relificavel e o seu comprimento entre x = aex = b(b^a)e dado pela 
formula 


VI + y' 2 dx. 



t(a, b ) =y # 
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Sc dosignarmos por s o comprimento do arco, meditlo a parLir de 
urn potito fixo arbitrario ate o panto de abscissa x, a equacao acima 
da-nos a seguinte expressao para a derivada do comprimento do arco, 
em relagao a x: 

ds 

— = Vl + v' 2 . 
dx 

A expressao obtida para o comprimento do arco esta, ainda, su- 
jeita a hipotese especial e artificial de que a curva consiste em umramo 
unfvoco, acima do eixo dos x. A represent agao parametrica, porem, 
livTa-nos desta restricao. Se a curva da especie cpie estamos conside- 
rando for dada sob forma parametrica, pelas equaeocs x = x(t), y = y(f), 
obteremos a forma parametrica do comprimento do arco, introduzindo 
o parametro t na expressao encontrada 

s(a, ,3) — J Vi 2 + y 2 dt, 


onde <x e /3 suo os valores de t que correspondem, respectivamcnte, 
aos pontos da curva x — a e x = b. 

A expressao parametrica do comprimento da curva apresenta unm 
consideravel vautagein sobre a forma primitiva, a qual consite em nao 
ficar reslrita unicameute aos ramos umvocos das curvas represeutadas 
por y ~ f{x), mas verificar-se igualmenle para arcos arbitrarios, inclu- 
sive das curvas fechadas, desde que as derivadas x e y sejam contmuas 
ao longo dos arcos. 

Reconlieceremos esta afirmagao mais facilmente, se retornarmos ii 
formula do comprimento do polfgono iuscrito. Supomos cjue x e y 
sejam continuas ao longo do arco. Como 11 a definigao, subdividiremos 
o intervalo a ^ t S ft pelos pontos ( 0 — a, A, = /3, com as dife- 

rengas A l„ e faremos dos pontos correspondentes sbbre a curva ver- 
tices de um poligono iuscrito; na passagem ao limite n admitimos 
que a maior diferenea A tende para 0. Se escrevermos o comprimento 
do poligono sob a forma 


?-* ^ - i VXt&' + (§) V 


/• U . - 

veremos logo que a soma tende para a integral j dxZ + y~dl\ basta, 
unicameute, lembrar 1 0 metodo geral de formagao das integrals 
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(pag. 133). Se a curva for composta de varios arcos d§ste tipo, os quais 
podem unir-se nos vertices, um ao outro, a expressao do comprimento 
da curva sera dada pela soma das integrals correspondentes. Reuoindo 
estes resultados, podemos estabelecer o seguinte enunciado: 

Se as junqoes x(t) e y(t) forem conl'muas no inlervcdo a ^ t S/3 e se 
as suas derivadas x(t), y(t), tambem forem conltnuas, exceto, talvez , 
para um numero finiio de desconlimiidades com salios, o arco da curia 
x = x(t), y = y(t) terd para comprimento a expressao 

•js 


i: 


\'x 2 + y 2 dl, 


onde a integral, se necessario, pode ser toinada como impropria, no 
senlido do Capitulo IV (pag. 215). Em vir tude desta formula, na qual 
a deve ser menor que j3, ha um significado em atribuir um comprimento 
negativo ao arco de curva percorrido na diregao em que o valor do 
parametro t decresce. 0 sinal do comprimento do arco dependera, 
assim, da cscolha do parSmetro. Se introduzirmos nova expressao pa- 
ramctrica para a mesma curva, que nuo altere o sentido do percurso, 
isto 6, se introduzirmos novo parametro pela equagao r = r(t), onde 
drldt< 0, vemos a priori que a formula integral que deduzimos daria 
o mesmo valor, qualquer que fosse o parametro empregado, t ou r; 
as duas integrals dando o comprimento da mesma curva devem, for- 
gosamente, ser iguais. Isto, entretanto, pode ser verificado diretamente 


por 


f — i, fl / 7 dx\ 2 f dr\ 2 7 dy\ 2 7 dr\ 2 


Deduzircmos agora a expressao do comprimento do arco, quando 
a curva fur expressa em coordenadas polares. Para isto basta subsli- 
tuirmos x e y por seus valores dados pela formula (a) (pag. 265) na 
ultima equagao pai'a obtermos 


donde 


ir + y- = r 2 + r 2 P, 
s(a, ,0) = f V/' 2 + r' 2 f dl. 


fl 






it 
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Se agora passarmos da expressao parametrica para a equagao sob a 
forma r — f(8 ), introduzindo o proprio parametro t — 6, de sorte que 
0=1, teremos 

/'e. 

8,) — I \V 2 + r- d8 

J 9m 

para expressao do comprimento do arco. 


I’m exemplo simples do calculo do comprimento do arco e dado pela para- 
1 

bola y = - x-. 0 comprimento deste arco e dado imediatamente pela integral 




Vl + x- dr, que, com a substituicao x =Shu, transforma-se em 


Ch u) I 


I Arc S!i b 


/ Arc Sh b 1 f Arc Sh h 1 

Cl) 2 u da = - / (14- Ch 2 n) da — - (u 4- Sh a Ci 

Arc Sh a - J Are Sh a - 1 Arc Shu 

de snodo que o comprimento do arco da parabola entre as abscissas x = a e x “ b 

sera dado por 

s(a, b) = J-afArc Sli b 4- Wl - b- - Arc Sli a - a \ J -f a- 1 ). 

Para a catenaria y = Ch x, achamos que 


s'" a, b ) 


f Vl 4- Sh 2 xc?.z = f Ch xdx, ou s(a, b ) = Sh b - Sh a. 
J « J a 


Finalmente, deve ser observado que em muitos casos e convenient 
introdimr como parametro o comprimento do arco, medido a partir 
de uin ponto fixo P 0 sobre a curva, isto e, x — x (s) e y = y(s). Os 
pontos situados em lados opostos da curva, em relagao a P a corres- 
ponderao aos mesmos valores de s, porem, com sinais diferentes. Neste 
easo, teremos 


donde, por derivagao. 



xx 4- yy = 0; 


Estas duas ultimas formulas sao de freqiiente aplicagao. 


6. Curvatura das curvas. 

A area e o comprimento do arco de uma curva dependem do tra- 
gado completo da mesma. Discutiremos um conceito que se refere ao 
eomportamento da curva somente na vizinbanga de um ponto, a saber, 
a curvalnra. 



i 

\ 

I 
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Se imaginarmos a carva descrita uiiiformementc no sentido posi- 
tivo, de sorle que iguais comprimentos de arco sejam percorridos eiri 
tempos iguais, a diregao da curva variara numa razao definida, que 
tomaremos eorno medida da curvatura. Se, portanto, designarmos o 
angulo compreeadido entre a direcao positiva da tangente (pag. 264) 
e a diregao positiva do eixo dos x, por a, e se considerarmos a como 
fuugSo do eomprimento do arco s, podemos defiuir a curvatura k pela 
equagao k = dajd.s, no ponto corresponded te ao eomprimento do ar- 
co s. Sabemos, porem, que a = arctgy', logo, pela regra da cadeia, 

da da ds y" 1 

ds dx ' d;c 1 -p y /2 VI + y'~ 

(onde o sinal positivo da raiz quadrada significa que os valores cres- 
centes de x correspondem aos valores crescentes de s). A curvatura 
sera pois, conseqiientementc, dada pela expressao 

y" 

k ” (1 + y’-r 12 ' 

Usando a forma parametrica para y' e y" obteremos a seguinte 
expressao simples para a curvatura das curvas representadas pnrame- 
trieamentc: 

xy - vx 

k “ {i- + y 2 ) 3 ' 2 ’ 

a (]iial, como e ldgieo, pode ser diretamentc deduzida da equagao 


a — arc tg = arc cotg c • 

V 

Em contraste com a expressao anterior que depende da equagao y ~f(x), 
euvolvendo, por eonsequeucia, uma hipotese especial sbbre a posigao 
do arco em relagao ao eixo dos x, a formula parametrica da curvatura 
tern lugar para todos os arcos ao longo dos quais x, y, fey sao fungoes 
continuas de t e x 2 4- y 3 4= 0. Em parlicular, ela e valida para os pon- 
los ern que x — 0, isto e, nos quais dyjdx se torna infinita. 

Se introduzirmos o eomprimento do arco s como parametro, lem- 
brando que x 2 -f- y 2 = 1 e xx + yy = 0, teremos 

, / . , . A y * 

k~ X y-xy = y -f y xj = t - - r - 
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Obtivemos, assira, uraa expressao particularmcnte simples para a cur- 
vatura. 

0 sinal da eurvatura sera mudado se invertermos o sentido do 
percurso da curva, isto e, se substituirmos o parametro ! ou s pelo 
novo parametro t = -^ouct=-s. Neste caso icy mudam de sinal, 
porern, x, y, ir ou y 2 nao mudam de sinal, como mostra o calculo se- 
guinte: 

d dx di 

d z d. dx dl 


(Dedugao semelliante pode ser feita para y.) No caso da expressao 
y" 

k — — — ; — txpttu estabelecida rta pagina anterior, este fato estasuben- 
(1 -+• y'-yi- 

tendido, pois e natural e comma considerar a curva como descrita da 
esquerda para a direita, caso em que a raiz quadrada somente pode 
ser positive. 

Como exeinplo, estudemos a eurvatura do circulo descrilo no sen- 
lido positivo, com o raio a. Se partirmos da representagao parametrica 
.r = a cos t, y = a sen t, obteremos imediatauiente 



'1 eurvatura da circulo descrilo no sentido positivo e a reclproca do pro- 
prioraio. Talresultado assegura-nos que a definigao que estabelecemos 
para a eurvatura erealmente apropriada, pois uo caso do circulo pen- 
satnos, naturalmente, na redproca do raio como medida da eurvatura. 

1 . 1 

Fagamos p = -■ A quantidade | p | =■ e, em geral, chamada 

o raio de eurvatura da curva, no panto considerado. Para mn delcr- 
ininado ponto da curva, o circulo que a toca ncste lugar, rjue tom o 
mesmo sentido de percurso e a mesma eurvatura, com o centra, alom 
disso, sobre o lado positivo ou negative da normal, couforme k seja 
positivo ou uegativo, e deuominado circulo de eurvatura correspondent 
ao ponto. Suponliamos que a equagao do circulo (ou de uni arco de 
circulo conlendo o ponto em questao) e dado sob a forma y - g(x). 
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No ponto considerado teremos, nao so f(x) — g(x) e /'( x) = g' (x) como 
se deduz do fato do crrculo e a eurva se tocarem, mas, em face da 
relagao 

f'(x) = h = g"(x) 

V[1 -f f'(x) s ] 3 V[1 + g’ixff 


teremos, tambem, 


f'ix) = g"(x). 


0 centro do circulo de curvatura e denominado centro de curvatura. 
Suas coordenadas sao expressas, parametricamente, por 


£ = x~ 


py 


Vi 2 -j- y - 


v = y + 


pX 


Vi 2 -j- y 2 


Para demonstra-Io, basta apenas empregar as formulas dos co-senos 
diretores da normal, sdbre a qual cai o centro de curvatura, a uma 
distancia 1/| k \ — [ p | da tangente. Estas formulas dao uma expressao 
para o centro de curvatura em fungao do parametro i. A medida que 
l descreve o seu percurso, o centro de curvatura vai gerando umacurva, 
a evoluta da curva dada. Visto que com x e y devemos considerar i, 
yep como fungoes conhecidas de t, as expressoes acima proporcionam 
as equagoes parametricas desta evoluta. 

Para exemplos especiais, o leitor pode recorrer ao § 3 (pags. 287 e 
seguintes) e ao apendice deste capitulo (pags. 307 e seguintes). 


7. Centro de massa e momento das curvas. 

Estudaremos, agora, algumas aplicagoes, que nos conduzem aos 
dominios da mecanica. Imaginemos um sistema de n particulas num 
piano. Sejam mi, m 2 , . . ., m n as massas dessas particulas e yi, y%, . . . , 
y n suas ordenadas respectivas. Chamaremos, entao, 

n 

T - S m p y, = miyi + m 2 y 2 + . . . -f m n y n 
»=1 

0 momento do sistema de particulas em relacao ao eixo x. A expressao 
r) — TjM, onde M significa a massa total 7 % + m 2 -p ... -f- m n do 
sistema, da-nos a altura do ceniro de massa do sistema de particulas, 
acima do eixo dos x. 0 momento em relagao ao eixo dos yea abscissa 
do centro de massa sao determinados de maneira semelhante. 
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Veromos que esta concepgao pode ser facilmente generalizada, a 
fim de proporcionar uma definigao do momento de uma curva ao longo 
da qua! a massa esta distribuida uniforraemente, e das coordenadas 
£ e v do seu centro de massa. Somente por questao de brevidade, ad- 
mitiremos que a densidade e constante ao longo da curva, digamos n. 
Qualquer distribuigao eontinua, porem, poderia ser discutida do mesmo 
mode. 

Para atingirmos a generalizagao necessaria, retrocedamos a consi- 
deragao de um sistema de am numero finito de particulas passando, 
depois, ao limite. Para isto, suponhamos que o comprimento do arco s 
e introduzido como parametro da curva a qual, por sua vez, e subdi- 
vidida por (n - 1) pontos de divisao em arcos de comprimentos A.sq, 
As 2 , As,,. A massa ^As ; de cada arco As; e suposta coucentrada 
uum ponto arbitrario do arco, por exemplo, no de ordenada y,. 

Por definigao, o momento deste sistema de particulas, em relagao 
ao eixo dos x, tem para valor 

T = MSy.-As,. 

Se a maior parte das quautidades As,- tender para 0, a soma ten- 1 
dera para um limite definido, fornecido pela expressao 

T = H f yds = fij yVI + y' 2 dx, 

J so J X u 

a qual aceitaremos, naturalmente, como definigao do momento da 
curva em relagao ao eixo dos x. Desde que a massa total da curva e 
igual ao seu comprimento multiplicado por n, 

M I ds = ufa - s 0 ), 

J 

soinos levados, imediatamente, as seguintes expressoes das coordenadas 
do centro de massa: 



Si - So Si - So 


fistes enuneiados sao, efetivamente, definicoes clo momento e do 
centro de massa da curva. Por outro lado, por4m, sao generalizagoes 
tao evidentes do easo mais simples de um certo numero de pai'ticulas, 


i 
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que esperamos naturalmente — como acontece na realidade- — que 
qualquer enunciado da mecanica que envolva o centra de massa ou 
o momento de um sistema de particulas, seja igualmente valido para 
as curvas. Em particular, a posiqao do centro de massa, em rela^ao 
a curva, e independente do sistema de coordenadas. 

8. Area e volume das superficies de revolugSo. 

Se efetuarmos a rotaqao da curva y = fix), para a qual f(x) Sr 0, 
em torno do eixo dos x, ela descrevera uma superficie de revolucao. A 
area desta superficie, cujas abscissas supomos compreendidas entre os 
limites xo e x x > xq, pode ser obtida por discussao analoga a precedente. 
Se substituirmos a curva por um poligono inscrito, teremos uma fi- 
gura composta de certo numero de cones delgados e truncados, em 
vcz de uma superficie curva. Desenvolvendo a sugestao intuitiva, 
definiremos a area das superficies de revolugao como o iimite das 
areas das superficies conicas mencionadas, quando o comprimento do 
maior lado do poligono inscrito tender para 0. Sabemos da geometria 
elementar que a area de cada cone truncado e igual ao seu apotema 
multiplicado pela circunferSncia da secao circular do raio medio. Adi- 
cionando estas expressoes e efetuando, entao, a passagem ao Iimite, 
obteremos a expressao 

A = 2ir f 3 ' Vi + y' 2 dx = 2 tt f y ds 
J JO J 40 ' 

para a area. Em palavras, este resultado significa que a area de uma 
superficie de revolucao e igual ao comprimento da curva geradora, 
multiplicado pela distancia percorrida pelo centro de massa (regra de 
Guklin). 

Da mesma forma acharemos que o volume compreendido pela su- 
perficie de revolucao, limitado nos extremos pelos pianos x = x 0 e 
x — Xi > xa sera 



Esta formula foi deduzida seguindo-se a sugestao intuitiva que apre- 
senta o volume em questao, como o Iimite dos volumes das figuras ja 
descritas, que consistem em cones truncados. A conclusao da demons- 
traqao sera atribuiqao do leitor. 
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No estudo tlo movimento de rotagao, na mecanica, certas quanti- 
dades charaadas “momeatos de inercia” desempenham um papel muito 
importaute. Trataremos aqui, rapidamente, destas expressSes. 

Suponhamos que uma particula m, situada a uma distancia y do eixo 
dos x, gira uniformemente em torno deste eixo com a velocidade an- 
gular qi {isto e, gira de um angulo w na unidade de tempo). A energia 
cinelica da particula, representada pela metade do produto da mass a 
pelo quadrado da velocidade, e, logicamente, 



Chamaremos o coeficiente de Yi^?, isto e, a quantidade my 2 , o momenlo 
de inercia da particula , em tdrno do eixo dos x. 

Da mesma forma, se tivermos n particulas de massas m u m«, . . 
m n , com as ordenadas y lt y 2 > ■ • • , denominaremos a expressao 



momento de inercia do sistema de massas em torno do eixo dos .r. 
0 momento de inercia e uma quantidade que pertence ao proprio sis- 
tema de massas, independentemente do seu movimento. Sua impor- 
tancia reside no fato de que se todo o sistema entrar em movimento 
rigido em torno de um eixo, sem altcracao das distancias existentes 
entre os pares de particulas, a energia cinetica sera obtida multipli- 
cando-se o momento de inercia em torno do eixo considerado pcla 
metade do quadrado da velocidade angular. Vemos, assim, que o mo- 
mento de inercia representa o mesmo papel, na rotacao em torno de 
um eixo, que a massa, no movimento retilineo. 

Suponhamos que temos uma curva arbitraria. y situada entre 

as abscissas x 0 e xi ( > x 0 ), ao longo da qual se distribui a massa uni- 
formemente, com densidade unitaria. Para definirmos o momento de 
inercia de tal curva, procederemos corao o fizemos na subsecao 7 
(pag. 281). Como naquela ocasiao, cliegaremos a uma expressao para 
o momento de inercia em torno do eixo dos x, a saber, 

Tx = f y 2 ds = f y 2 Vi +- y' 2 dx. 

J $0 J 

Para o momento de inercia em torno do eixo dos y teremos a expressao 
correspondente: 

T y = f x- ds — f m 2 Vl -{— y' 2 dx. 

J sa J zo 






CICLOIDE 


3. Exemplos 


A teoria das curvas planas, com sua grande varicdade de formas e 
propriedades especiais, apresenta uma rica cole$ao de exemplos destes 
conceitos abstratos. Para evitai’, porem, que nos percamos no vulto 
dos pormenores, limitar-nos-emos a algumas poucas aplicagoes tipicas. 


1. Cicloide comum. 

Das equagoes x — a{l - sen <). y = a(l - cos t) (pag. 261), obtemcs desde logo, 
i = a(l - cos l), y = a sen t. 0 comprimento do arco sera, porlanto. 


= J' Vi 2 + y-dt =* V2a 2 (l-cos l)dl. 


t l 

Como, porem, 1 - cos i = 2 sen. 2 -, o integrando e igua! a 2a sen — , e para 

2 2 

0 £ a is 2 tt, 


- 2 “/.‘ 


t t tt 

sen - dl = - 4a cos — 

2 2 o 


(i-eosj)- 


„ a 

8a sen 2 

4 


Se, em pai'ticnlar, considerarmos o comprimento do arco compreendido entre dois 
vertices sucessivos, podemos escrever a = 2ir, visto que o intervalo 0 g t iS 2w 
de valores do parametro corresponde a uma revolugao completa do cfrculo gerador. 
Obteremos, assim, o valor 8a, isto e, o comprimento do arco da cicloide, compreen- 
dido entre os vertices sucessivos, e igual a quatro vezes o diametro do clrculo gerador. 

Da mesma forma, calcularemos a area limitada pelo arco da cicloide e pelo 
eixo dos x: 


1 = Jo " y±dt = “ 3 f (] 

— a 2 f (1-2 cos l + cos 2 Z) dl 

— a- (^t -2 sen l + - 


(1 — cos ty dl 


1 sen 2L\ 2ir 

2 sen l 4- - H 1 = 3a 2 *-. 

2 4 J o 


Esta area vale, portanto, tres vezes a area do circulo gerador. 

0 raio de curvatura p = ljk sera representado por 

(x 1 + y 2 ) 3 ' 2 . t 

p = = - 2a V2(l - cos 0 = - 4a sen - . 

xy - yx 2 

Nos pontos ( = 0, t = =*= 2?r, ... esta expressao se anula. Nestes pontos, efeti- 
vamente, acham-se os vertices, ondo a cicloide encontra o eixo dos x sob angulos 
retos. 



A area da superficie de revolugao gerada pe!a rotagao de uxn arco da cicloide 
em torno do eixo dos x e dada, de acordo com a formula ja deduzida (pag. 285), por 


f8a ("2~ 

A = 2ir I y ds — 2ir j a(l — cos t) . 2a se 

c~ *- t r* 

— 8a 2 3- / sen 3 -dl — 16a 2 7r / sen 3 it 

Jo 2 Jo 

r x 

= 16a 2 7T / (1 — cos 2 a) sen a du. 

J o 


sen -dt 
2 



£' ' 3 

f V i 

€ i •?. 




f 
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ELIPSE e lemniscata 


' 




3. Elipse e lemniscata. 

0 comprimento dos arcos destas duas curvas nao pode ser reduzido a fnncoes 
elementares, visto pertencer a classe das “integrals elipticas”, inencionadas na 
pag. 243 

Para a elipse y si a- — x-, teremos: 

a 

1 ,-lf , a [-=1^ £= di . 

aj V a*-** J v a-na-x’si 

onde Eizemos xla = £ e 1 - b-/a- = X j. Pela substituieao J = sen ^ esta integral 
pode ser expressa pela fdrmula 

* = J’ ^a 2 - (a 2 - b -) sen V dp — a J Vl - x 2 sen 5 43 dip. 

Para se obter o semiperimetro da elipse, fazemos a: percorrer o intervalo de - a 
ate 4- a, correspondente a 

- 1 2= £ § + 1 ou - jt/ 2 si 4 ir/2. 

Para a lemniscata, cuja equagao em coordenadas polares e r* = a~ cos 21 
teremos, analogamente, 


’ J' Vr 2 r 2 dl — J' "| f 2 a 2 cos 21 4- 2a 2 

r dt r di 

‘ a V2 I 1 = a \2 I '■ ■ 

J Vcos21 J Vi -2 


, sen 3 21 
cos 2t 


dl 


sen 3 1 

Sc introduzirmos u = tgl cozno variavel independent, na ultima integral, vira 

u 2 du 

sen 3 1 = , dt = , 

1 4- u- 1+a 1 


e, por consequencia. 


r r du 

= a V 2 / "7==, 

J Vl - u 4 


Em cada la^o completo da lemniscata u varia desde - 1 ate -f leo comprimento 
do arco sera, entao, igual a 



du 

vr^? 


integral elfptica especial, que representou papel imporlantfssimo nas pesqnisas 
de Gauss. 
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Exe.mplos 


1. Determinar a area lunitada pela parabola semicubica y = x ,!2 , pelo eixo 
dos x, e pelas linbas x — a o x = b. 

2. Calcular a area da regiao limitada pela linha y — x e pela raetade inferior 
do laro do folio de Descartes. (Empregar a rep re sentagao parametrica estabelecida 
□o exemplo 7 da pag. 267.) 

3. Calcular a area de um setor da espiral de Arquimedes r == ad, (a >0). 

4. Determinar a area da cardioide (ex. 3, pag, £67) einpregando coordenadus 
polares. 

5. Calcular a area da astroide (ex. 6, pag. 267). 

6. Determinar a area da curva pedal do cfrculo x 2 + y 2 = 1 era relagao ao 
ponto P(x o, 0) do eixo dos x. Provar que tal area e minima, quando P coincide com 
a oiigem. 

x s y 2 

7. Fazer c mesmo para a elipse 1 1. 

a 2 b 2 

8. Estabelecer a representagao parametrica da cardioide, enipregando o com- 
primento do arco como parametro. 

9. Fazer o ruesmo para a cicloide. 

10. Calcular o comprimento do arco da parabola semicubica y — x zl2 . 

11. Calcular o comprimento da astroide. 

12. Determinar o comprimento do arco: 

(а) da espiral de Arquimedes r = a6, (a > 6). 

(б) da espiral logaritmica r = e^. 

(c) da cardioide (ex. 3, pag. 267). 

{< d ) da curva r — a(6- - 1). 

13. Achar o raio de curvatura (a) da parabola y = x 2 ; (h) da elipse x = a cos <p, 
y = b sen <p, como fungao de x e de <p, respectivamente. Calcular us raios de cur- 
vatura maximo e minimo, determinando os pontos em que eles ocorrem. 

14. Desenbar a curva 



cos u 
\'u. 


da. 



sen u 



determinando seu raio de curvatura. 


15. Demonstrar que a formula da curvatura da curva x = x(0, y — y(f) con- 
serva-se inallerada pela rot.agao dos cixus, e tambeni pela rnudanga do parametro 
dado por l = onde ip'(r) >0. 
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16. Seja a equagao de uma curva em coordenadas polares r — f(8j. Deruons- 
trar que a curvatura e fomecida pela formula 


2r' 2 - rr" + r* 
(r'- + 

df „ dj 


17. Determinar o volume e a area superficial de uma zona esferica de raio r, 
isto e, da porgao da esfera limitada por dois pianos paralelns distantes In, hi, ros- 
pectivamente, do centra. 

18. Calcular o volume e a area superficial do toro ou anel, gerado pela rotagao 
de um circulo em torno de uma linha que nao o corte. 

19. Calcular a area da catenoide, ou seja, a superficie obtida pela rotagao de 
um arco da catenaria, y = Ch x, em torno do eixo dos x. 

20. Descnhar as curvas definidas pelas equagoes 


— f cos dl, y — f sen O'j-f-j dt. 
JO Jo 


Qual o comporlamento da curva quando t varia desde - m ate + ® ? Calcular 
a curvatura k em fun r ao do compriruento do arco. 

21. A curva para a qual o comprimento da tangente, compreendido entre o 
panto de contacto e o eixo dos y, e sempre igual a I, c denominada Iraloria. Esta- 
belecer a sua equagao. Mostrar que o raio de curvatura cm cada ponlo da curva 
e inversamente proporcional ao comprimento da normal compreendida entre n 
ponto da curva e o eixo dos y. Calcular o comprimento do arco da tratoria, esla- 
belecendo as equagoes parametricas em funguo do comprimento do arco. 

22. Seja x = x(t), y — y(L) uma curva fechada. Mede-se um comprimento 
constante p subre a normal a curva. A extremidade deste segmento descreve uma 
curva denominada curva paralda u. original. Achar a area, o comprimento do art o 
c o raio de curvatura da curva paralela. 

23. Determinar o centra de massa de um arco arbitrario (a) de um circulo 
de raio r ; ( b ) da catenaria. 

24. Calcular o momento de inercia em torno do eixo dos x do contorno do 
retangulo s 5 i 5 6, ot ^ y S &■ 

25. Determinar o momento de inercia de um arco da catenaria y = Ch x 
(a) em torno do eixo dos x\ (6) em torno do eixo dos y . 

26. A equagao y=/(i) + «, a x ^ b, representa uma familia de curvas, 
uma para cada valor do parametro a. Dcmoustrar que, em tal Camilla de curvas, 
a que tem o momento de inercia minirno, em torno do eixo dos x, e aquela cujo 
centra de massa esta situado no eixo dos s. 



i i 

t ' 

i ; 

• i 

» j 


f 



4. Problemas simples sobre a mecanica das particulas 

O calculo diferencial e integral deve a ciencia da mecanica o seu 
posterior desenvolvimeuto, aiem da geometria. A mecanica assenta 
sobre certos principios basieos, que foram primeiramente divulgados 
por Newton. 0 enunciudo dcstes principios ja envolve o conceito de 
derivada, e as suas aplicagoes rcquerem a teoria da integragao. Sem 
analisar minuciosanientc Sstes principios, ilustraremos, por intermedia 
de alguns exemplos simples, como o calculo diferencial e integral e 
aplicado na mecanica. 

I. Hipoteses fundamentals da mecanica. 

Restringiremos o nosso estudo a eousideragao de uma unica par- 
lieu la, isto e, ran ponto no qual se supoe conccntrada a massa m. 
Admitiremos, alem disso, que o movimento somente se processa se- 
gundo uma curva fixa sobre a qual a posigao da particula e caracte- 
rizada pelo coinprimento do arco s, medido a partir dc urn ponto fi\o 
da curva. Era particular, a curva pode ser uma linlia reta, caso em que 
empregaremos a abscissa x como coordenada da particula, em vez do 
comprimento s. 0 movimento do ponto e determinado expviinindo a 
coordenada s = <£(/) em fungao do tempo. Por velocidade do movimento 
compreendemos a derivada ou, como podemos escrever, 

ds 

dl = ^ {l) = 5 ‘ 

A segunda derivada 

d~, s- 

Jl~ = = 

sera denominada aceleragao. 

Na mecanica, parte-se da hipotese de que o movimento de am 
ponto pode ser representado por meio de formas de diregao e grandeza 
definidas. A segunda lei fundamental de Newton, no caso do movi- 
mento sobre a curva que mencionamos, pode ser enunciada como segue: 

A massa muliiplicada pela aceleragdo e igual a forga que alua sdbre 
a particula na diregao da curva. Em simbolos 


ms = F. 
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Assim, a forga e a aceleragao tern sempre a mesnia diregao, a qua! 
sera a dos valores crescentes de s se a velocidade for crescente neste 
sentido ou a oposta, no caso contrarlo. 


A lei de Newton nada mais e, era prime ir a instancia, do que uma 
definigao do conceito de forga. 0 primeiro membro da equaguo apre- 
sentada e urn a quantidade passivel de deterra inacao, pela observagao 
do movimcnto, por meio da qual medimos a forga. A equagao citada. 
porera, tern significado bem mais profundo. Efetivamente, cm mu it os 
casos, podemos determinar a forga que age, 
baseados em outras hipoteses fisicas, abs- 
traindo-nos de levar em consideracao o rao- 
vimento correspondente. A lei fundamental 
de Newton que enunciamos nao e, portanto, 
mm simples definigao de forga, mas, ao 
conlrario, uraa relagao da qual podemos ti- 
rar importantes eonciusoes acerca do movi- 
nieato. 

0 exemplo mais importante de uraa 
forga eonlieoida nos e dado pela graddade. Fii? 12 _ Movin 
Sabenios, por medida direta, que tal forga cuiaa»b re uraa curva dad a, sob a 
age sdbre a massa m e e dirigida vertical- £l4uo cL ’ 

monte de cima para baixo, sendo sua iutensidade igual a mg, onde g, 
a denominada gravitagao universal, e constante para cada lugar c 
igual a, aproximadamente, 98L se o tempo for medido em segundos e. 
os comprimentos em centmietros. Quando a massa se move sobre uraa 
determinada curva, aprendemos por experiencia que a fdrca da gravi- 
dade, na diregao da curva, e igual a mg cos a, onde a indica o angufo 
fonnado pela vertical e pela tangente a curva no ponto considerado 



eimcnlo de uraa port*- 


(fig. 12). | 

0 problema basico da mecanica, no caso do movimento sobre uraa 
curva dada, e o seguinte: conliecendo-se a forga que atua sobre a par- 
ticula (por exemplo, a forca da gravidade), determinar a posigao do ' 

ponto, isto 6, sua coordenada s ou x, em fungao do tempo. 

Se nos restringirmos ao caso mais simples, no qual a forga mf(s) (1 - 
e conhecida, de inicio, em fungao do comprimento do arco, — de rnodo 

(l) A scparacao do fator m na exprcsaiio crn quo a forca c dada nao 6 essencia!, mas torna 
8 f6rnaula mais simples. 
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que a forga seja independents do tempo, — veremos como o movimento 
ao longo da curva pode ser determinado pela equagao 


m 


f = m. 


Deparamos aqui com uma equavao differencial , isto e, uma equagao 
na qual ocorrem, tanto a funcao como a sua derivada. e pela qua! 
devemos determiuar uma fungao descouhecida, — neste caso, s(t) — 
(cap. Ill, § 7, pag. 178). 

2. Queda livre dos corpos. Resistencia do ar. 

No caso da queda livre de uma particula ao longo do eixo dos r, em posigao 
verLica], e lei de Newton da a equagao difereocial 


% 


f » J J 

f « j «; 



i : = g- 

Dai se deduz que ill) — gl = j>o e uma constante de integragao. Id fucil encontrar-se 
o scu significado, fazendo-se t = 0. Achamos, entao, i(0) = v a ; isto 6, a Q e a velo- 
cidade da particula no instante a partir do qual se cornega a contar o tempo, 
on seja, a velocidade inicial. Efctuando outra integragao, leremos 

x(0 = ViQl 1 + Vul + Xu, 

nude ro e, tambem, uma constante de integragao, cujo valor e aiuda determinado 
fazendo-se l = 0. Yemos, assini, que x u e a posigao inicial , isto e, a coordenada 
do ponto dc inicio do movimento. 

Iuversamente, podetnos escollier a posigao inicial io e a velocidade inicial i> a 
arbitrariamente, obtendo entao a representagao completa do movimento partindo 
da equagao x = Ygt* + Vat -+- x 0 . 

Se levainios em conta o eteito do atrilo ou resistencia do ar sobre a particula, 
considera-lo-emos como uma forga de direguo oposta a do movimento, de aedrdo 
com o que devemos estabelecer hipoteses fisicas definidas ('). Analisaremos os re- 
sult ados provenieutes de diferentes suposigoes: (a) a resistencia e proporcional k 
velocidade, seudo dada por uma expressao da forma - rx, onde r e uma constante 
positiva; (6) a resistencia e proporcional ao quadtado da velocidade, sendo a for- 
mula - rx 2 . De aedrdo com a lei de Newton, as equagoes do movimento serao 

(a) mx = mg - ri, ( b ) mx — mg-ri’ 2 . 

Se considerarrnos primeiramente x = u{L) como a fungao procurada, teremos 
x(t) - ii(C), de sorte que 

(a) mu — mg - ru, ( b ) mu = mg - ru 2 . 

( l ) Eslos hip6teses devem ser escolhidas, tendo-se em vista o sistema particular estudado Per 
exemplo, a lei da resistencia para veloeidades habeas nao 6 a mesma que para as grandes velocidado' 
(velocidade dc projeteis, para cancretizar). 
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Em Iugar de determinar u em fungao de /, por estas equagocs, podemos deduzir i 
em fungao de u, escreveado as equagoes diferenciais sob a forma 

, dt 1 dt 1 

( a ) = (h) -- = . 

du g-ru'm du g~ru 2 /m 

Com o auxilio dos metodos apresentados no cap? tub anterior, podemos efetuar 
a integragao imcdiatamente, obtendo 

m f r \ 

(a) 1(a) log ( 1 u ) + to, 

r \ mg s 

(b) t(n) = ~\k log 

2 kg + u 

onde fizemos Am ’rg — k c onde t 0 e uma constante de integragao. Resolvendo 
estas equagoes em rolagao a a, vira 


(a) u(f) = - — (e-r(Wo)/m _ 1), 
r 


(6) u(f) 


e -2(l-li,)lk _ 1 
e -2(l-h)/k -p l ‘ 


Estas relagoes revelani uma importante propriedade do movimcnto. A velo- 
cidado nao cresce com o tempo aleni de qualquer limite, mas converge para um 
limile determinado, dependente da massa m. Assim, 

(a) lira u(t) = — , (6) l!m u(l) = 1 / — . 

r t — »-co I' jp 

Uma sogunda integragao, operada sobre as cxpressocs para ad) — x, com o aimlio 
dos metodos expos tos no capitulo precedente, da os resultados (que podem ser ve- 
rificados por derivagao) 

m a . , mg 

(а) x(l) = — - gc~r(l~io)!m -j t C, 

r 2 r 

(б) j( 0 = — log cli ] / — (t - fa) -f c, 

r y m 

onde c 6 uma nova constante de integragao. As duas constantes de Integragao, 
to e c, sao determinadas prontamente, conliecendo-se a posigao inicial z(0) = xo 
c a velocidade, tambem inicial, i{0) = u( 0) = to da particula que cal. 


3. Tipo mais simples de vibra$ao elastica. 

Como segundo exemplo estudaremos o movimento de uma particula que se 
desloca ao Jongo do eixo dos x. sendo atraida para a origem por uma forga elastica. 
Relatlvamente a esta f6rga elastica, admitiremos que seja sempre dirigida para 
a origem e que sua intensidade seja proporcional a sua distancia da origem. Em 
outras palavras, faremos tal forga igual a - kx , onde o coeficiente k exprime a 







296 APLIGA.COES [Cap, 

rnedida da resistencia da ligagao elastica. Como supomos que k e positivo, a fdrga 
sera negativa quando x for positivo, e positiva, quando x for negativo. A lei de 
Newton diz que 

mx — — kx. 

Nao podemos esperar que esta equagao diferencial determine completamente o 
movimento, mas e plausfvel sapor que num dado instante de tempo, digamos, 
l = 0, possamos determinar arbitrariamente a posigao inicial a;(0) = x 0 , assim como 
a velocidade inicial i(0) = vo. Em linguagem ffsica, isto quer dizer que a partfcula 
pode partir de uma posigao arbitraria com uma velocidade qualquer, ficando o 
movimento determiuado, depois disto, pe!a equagao diferencial. Matematicamente, 
esta possibilidade e traduzida pelo fato de que a solugao geral da equacao diteren- 
cial proposta content duas constantes de integragao, a primeira vista indetermi- 
nadas, cujos valores sao estabelecidos em face das condigoes iniciais, como de- 
monstraremos a seguir. 

Podemos enco ntra r, com facilidade, uma solugao deste tipo, diretament.e. 
Se fizermos w = Vfe/m, verificaremos imediatameute que a nossa equacao dife- 
rencial sera satisfeita por todas as f ungues da forma 

x(l ) = Ci cos at + c -2 sea c of, 

onde c t e c 2 sao constantes arbitrariamente escolbidas. Veremos, na pag. 297, 
que nao existem outras solugoes para a equagao diferencial proposta e, portantn, 
cada movimento deste tipo, sob a influencia de uma fdrga elastica, e represen- 
tado pela expressao acima. Esta equagao pode ser transformada com facilidade, 
vindo 

x(l) = a sen u(t — 5) = — a sen «5 cos tot + a cos co5 sen cot; 

basta, unicamente, fazer - a sen coo = a e a cos coo = c?., empregando as novas 
constantes a e 5 em vez de c, e c 2 . Os movimentos deste tipo sao senoidais ou 
harmonicos simples. Sao periodicos; qualquer estado, (isto e, posigao xit) e velo- 
cidade i(t)) e repetido depois do tempo T — 2fr'u, que e denominado perioda, 
visto as fungoes sen cd e cos col terem o perfodo T. 0 numero a e ebamado deslo- 
camenio maximo ou amplitude da oscilagao. O numero ljT = «/2r e a j requeue ia 
da oscilagao, indicando o numero de oscilagoes na unidade de tempo. Voltaremos 
d teoria das oscilagoes no capftulo XI (pag. 501). 

4. Movimento sobre uma curva dada. 

Discutiremos, por fim, a forma mais geral do problema erunciado, a saber, 
o problema do movimento sfibre uma curva dada, sob a agao de uma fcirga pre- 
determinada qualquer mj(s). 

Buscamos a determinagao da fungao s(t) em fungao de t por intermedio da 
equagao diferencial 

s = j(s), 

ond e/(s) e uma fungao dada. Esta equagao diferencial em s pode ser completamente 
resolvida, pelo seguinte artiffeio. 

Iniciaremos consideraudo qualquer fungao primitiva F(s) de j(s), de tal sorte 


- ■ — -"**•**#,*=**■■■ 
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que F'(s) — j(s) e multipliquemos ambos os membros da equagao s — f(s) = F'{s) 

por s. Podemos, eutao, escrever oprimeiro membro sob a forma — como 

veraos imediatamente, derivando a expressao s 2 . O segundo membro, entretanto, 
F'{s)s , e a derivada de F(s) em relagao ao tempo l, se coasiderarmos s como fungao 
de t, em F{s). Teremos, pois, 

d /"l \ d 

32 G 

ou, integrando, 

- = F(s) + c, 

onde c representa uma constante a determinar. 

Escrevamos esta equagao sob a forma — = V2[F(.s) + e]. Observamos logo 

dl~ 

que nao podemos deduzir s em fungao de t desta relacao, por integragao. Se, po- 
rem, nos contentarmos em determinar primeiramente a fungao inversa l(s), isto 
£, o tempo gas to pela particula para a lea near uma posigao definida s, chegaremos 
a. solugao do problema. Para tal, toraemos a equagao 


di V2[E(s) + cf 

ficando assim conbecida a derivada da fungao t \s ) . Tcmos, ninda, 


J V2 [F 


J V2 [F(s) + c] 

onde c l representa outva constante de integragao. Logo que tivermos resolvldo 
esta ultima integragao teremos resol vido o problema, pois, einbora nao tenhamos 
determinado a posigao s em fungao de l, ficara, ao contrario, conhecido o tempo t 
em fungao de s. Como ainda dispomos das duas constantes de integragao c e ci, 
podemos tornar geral a solugao estabelecida sob condigoes iniciais particulares. 

No exemplo aoima, do xnovimento elastico, tivemos que identificar x com s. 
Temos j(s) = — co 2 s e correspondentemente, digamos, F(s) — — J4<o 2 s 2 . Obtere- 
mos, entao, 

dt _ 1 

ds V2e ~ to 3 * 2 ’ 

e em seguida 


r ds 

t — I • -f Cl. 

J V 2c - to 2 * 2 


Esta integral pode ser facilmente calculada, introduzindo-se co/s V2c como no\ a 
variavel. Vira, pois, 


1 CdS 

l = ~ arc sen + a, 
w V2 c 





“pwr**' 
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ou, fonnando a fungao in versa, 

-v/9 c 

« — — 1 — sen w (l - Cj). 
o> 

Somos, assim, levados cxatamcnte ao mesrno enunciado da solugao, como ante- 
riorraente. 

Por §ste exemplo vimos, tambem, o que significam as constantes de inte- 
gragao e como podern ser determinadas. Se, por exemplo, estabelecermos que no 
tempo / = 0a particula deve estar no ponto s — 0, animada da veiocidade s(0) = l, 
teremos as duas equagoes 

i 

v : 2c 


0 


■ sen cijcj. 


1 = V2. 


C COS teC J, 


das quais tiramos o valor das constantes c = 0 e Cj — 14. 

As constantes de integragao podem ser determinadas da mesma forma quando 
a posigao inicial s»ea veiocidade inicial s tJ (no tempo t — 0} forem arbitariamente 
fixadas. 

Exemplos 

1. Urn ponto A se move com a veiocidade 1, constants, sobre um circulo de 
raio r, com o centro na origem. 0 ponto A esta ligado ao ponto B por urna !inh;t 
de comprirnento constante l(>r). 0 ponto B e obrigado a niover-se sobre o eixo- 
dos x (manivela, biela e pistao de maquinas a vapor). Calcular a veiocidade e a 
aceleragao de B, em fungao do tempo. 

2. lima particula parte da origem com a veiocidade 4, e sob a influencia da 
gravidade desliza, por um fio reto, ate atingir a linba vertical x = 2. Qual dove 
ser a inclinagao da trajetoria, para que o ponto atinja a linha vertical no menor 
tempo possivel ? 

3. Uma particula se move sobre uma linba reta submetida a uma resistencia 
que produz o retardamento ku 3 , onde u e a veiocidade e k uma constaute. Dedu- 
zir as expressoes para a veiocidade (u) e para o tempo (i) em fungao de s, distCmcia 
da posigao inicial, e tr u , veiocidade inicial. 

4. Uma particula de massa unitaria se move ao longo do eixo dos x, sob in- 
flu^ncia da ffirga j{x ) — - sen x. 

(a) Determinar o movimcuto do ponto, sabendo que no tempo f = 0 ele esta 
no ponto x = 0, animado da veiocidade a 0 = 2. Mostrar que quando t-*°> a 
particula se aproxima de uma posigao limite e determinar a mesma. 

(b) Para condigoes identicas, exceto quanto a i> 0 que pode assumir qualquer 
valor, mostrar que se t'o > 2 o ponto caminha para uma distancia infinita quando 
t -*«, e que se < 2, ele oscila em tdrno da origem. 

5. Estabelegamos dm sistema dc eixos com a origem no centro da terra, cujo 
raio designaremos por R. De acordo com a lei da gravitagao de Newton, uma par- 
ticula de massa unitdria situada sobre o eixo dos y e atraida pela terra com a f6rga 
-nM 

— — , onde n e a “constante de gravitagao” e M a massa da terra. 
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(a) Calcular o movimento da particula depois que a mesma e abandonada 
no ponto y 0 {>R), isto e, se no instante t = 0 ela estiver no ponto y = y 0 , anirnada 
com a velocidadc a 0 = 0. 

(A) Determinar a velocidade com que a particula acima toca a terra. 

(c) Usando o resultado de (6), calcular a velocidade com que uma particula, 
caindo do infinito, toca a terra ('). 

6:* Uma particula de massa m se move sobre a elipse r = k/(l-ecos 6). 
A forga que atua sabre a particula, dirigida para a origem, e cmfr 2 . Descrever o 
movimento do ponto, determinar o seu penodo e mostrar que o raio vector do 
mesmo descreve areas iguais em tempos iguais. 

5. OUTRAS APLICAgOES. PARTICULAS DESLIZANDO AO LONGO DE CTJRYAS. 


1. Observances gerais. 


0 caso de uma particula que desliza ao longo de uma curva, sem atrito, sob 
a influencia da gravidade, podc ser estudado muito simplesmente, pelo metodo 


que acabamos de expor. Primeiramente, 
discutiremos §ste movimento em geral, e 
depois com referenda especial aos casos 
do pendulo comum e do pendulo cicloldal. 
Estabclcceremos os eixos de modo que o 
cixo dos x fique dirigido verticalmente pa- 
ra cima, isto c, opo.sto a diregao da forga 
da gravidade, e consideremos a curva co- 
mo dada em fungao do parametro 8, pelas 
uquagocs parametricas x = tp{&) = :r(0), 
y = = y(8). A figura 13 indica o seg- 

rnento da curva para o qual estudaremos 
o movimento. Em todos os pontos da cur- 
va a forga da gravidade atua para baixo 
(isto e, na diregao dos y deciescentes), sen- 
do sua intensidade, sobre a particula, igual 
pelo eixo dos x negativos e pela tangente a 
estabeledda na pag. 293, a forga que age 



i mg. Se designarmos o angulo form a do 
curva, por a, de acordo com a hipotesc 
na diregao da curva sera 


onde 


mg cos a = - mg , ■ - , 

Vi'- + y 

dip dd/ 

-r =■ *'(*). y' = 77=^'(0)- 
de do 


(Note-se que a linlia indica, aqui, a derivada em relagao a 8 e nao em relngao a *.) 
Se, em particular, introduzirmos o comprimento do arco s como parametro, em 


(!) Esta 6 igual ii velocidade minima que devena ser imprioiida a urn projetil paru que, disparado 
dn terra, nao voltasse mais. 
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lucar de 8, obteremos a expressao - mg — para a forpa ao longo da curva. Pela 

as 

lei de Newton, entretauto, a fuupao s(t) satisfaz a equapao difereucial 


S = 



0 segundo membro desta equapao e uma funpao conhecida de s, visto conhecer- 
mos a curva, devendo, portanto, coosiderannos x e y como fungoes conbecidas 
de s. 

Como na sepao precedente, multipliquemos ambos os membros desta equa- 
pao por s. O primeiro membro sera, entao, a derivada de s 2 em relapao a t. Se 

coosiderannos s como funpao de t na funpao y(s), o segundo membro da equapao 
sera a derivada de - gy, em relapao a t. IntegTando, teremos 

34 s 2 = - gy + c. 

onde c e uma constante de integrapao. A £im de fixar o siguificado desta cons- 

1 ante, suporemos que no tempo l = 0 a particula que estamos considerando esta 
no ponto da curva para o qual o valor do parametro e 8 a e cujas coordenadas sao 
r„ = <p(8 0 ), y 0 = yp(8„), e ainda, que neste instante sua velocidade seja nuia, isto 
<'■, i(0) — 0. Fazendo, entao, l — 0, temos imediatamente - gy 0 + c = 0, de sorte 
que 

34 s 2 = -§(y-y 0 ). 

Agora, em vez de considerar s- como funpao de t, const derarem os a funpao invcrsa 
£(s), obtendo para ela 

dl _ 1 

ds V 2g(y a -y )' 

que i: equivalente a 

f ds 


onde Cj 6 uma nova constante de integrapao. Com relapao ao sinal da raiz quadrada 
o qual e o mesmo de cbamamos a atenpao para o seguinte fato. Se a particula 
se mover sbbre ran arco que esta mais baixo do que y c , em toda a parte, exceto 
nos extremos, o sinal nao pode mudar, pois o sinal de s muda somente quando 
s = 0, isto e, quando y - y 0 — 0. 0 integrando da direita 6 conhecido em funpao 
do parametro 0, visto a curva ser conhecida. Introduzindo 0 como variavel inde- 
pendente, obtemos 



ds de 
de V2 g(y 0 ~y) 


— Cl 



x'* + y' 2 
2g(y 0 - y) 


de. 


onde sis funpSes x ’ — <j>'(9),y' — Y (8), y — 'i'(ff) sao conbecidas. A fim de de- 
terminar a constante de integrapao Cj observaremos que para t — 0 o valor 
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ir&metio deve ser 6a. Esta consideragao nos da a solugao, imediatameule, 


. r i / *" +y,a d9. 

J e a V 2g(y 0 -y ) 


Uma vez integrada, esta equagao represeuta o tempo que a particula gasta pai a 
deslocar-se do valor do parametro 8a para o do parametio 8. A fungao in versa Bit) 
da fungao l{6) permite-nos descrever completamente o movimento, visto que a ca- 
da iostante t podemos determinar o ponto x — <p[8(f)[, y = i P[6{L)] pclo qual a 
particula esta passando. 

2. Discussao do movimento. 

Das equagoes que acaJbamos de estabelecer, enibora sem uma expressao ex- 
plicits para o resultado da integragao, podemos deduzir a nat ureza geral do nu>- 
vimento por urn simples raciocinio intui- 
tivo. Suponhamos que a curva estudada yk 

seja do tipo indicado na figura 14, isto A B 

e, que consista em um arco cuja conve- V / 

xidade esteja voltada para baixo. To- \ 

memos s como cresceudo da esquerda ^ — ^ 

para a direita. Se, inicialmeate, oban- 
donarmos a particula no ponto A de 

coordenadas x = x 0 , y = yo, correspon- —q — - — It™'*!' 

dentes a 6 = d 0 , a velocidade cresce, i 

visto a aceleragao s ser positiva. A parti- F ig 14 

cula desloca-se de A ao ponto mais baixo 

com velocidade sempre crescente. Uma vez passado o ponto mais baixo, porem, 

dy 

a aceleragao e negativa, porque o segundo membro - q — - da equagao do movimento 

'as , 

e negativo. A velocidade, portanto, decresce. Vemos logo na equagao s 2 = - 2g(v - y 0 ) 
que a velocidade atingira o valor 0 quaudo a particula alcangar o ponto B, cuja 
altura e a mesma que a da posigao inicial A. Desde que a aceleragao ainda e ne- 
gativa, o movimento da particula deve ser invertido neste ponto, de sorte que 
ela volta ao ponto A, repetindo-se esta agao iudefinidamente. (0 leitor por certo 
observou que o atrito foi dcsprezado.) Neste movimento oscilatorio, o tempo que 
o ponto leva para voltar de B para A deve ser, Idgicamente, o xnesmo que ele leva 
para se transportar de A ate B. Se designarmos o tempo requerido para uma via- 
gem completa dc A ate Sea volta de B ate A por T, o movimento sera obviamente 
periodico, com o perfodo igual a T. Se 6 0 e 0 , forem os valores do parametro corres- 
pondentes aos pontos A e B, respectivamente, o semiperiodo sera dado pela expressao 


1 - 4=1 fi/E±E a \ 

2 V2j7! J bc V y a - y 

-A! r . 


IS 


V 
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Se 0, for o valor do parametro correspondente ao ponto mais baixo da curva, o 
tempo que a particula leva para cair de A ate este ponto mais baixo sera 


4=1 f B2 i A' ! +.c 
^2g\J 00 V ya-y 



3. Pendulo comura. 

0 exemplo mais facil e fornecido pelo e ham ado pendulo simples. A curva a 
considerar, neste caso, e o circuio de raio l: 

x ~ I sen 8, y = ~l cos 8, 

em que o angulo 8 e medido no sentido positivo, a partir da posigao de repouso. 
Da expressao geral, dada acima, obtemos 


T - 


1 ' rd f a d8 

) g J —a Vcos 9 - cos a 



de 



o Of 

sen* + 

9 



onde a(0 < a < x) representa a amplitude da oscilagao do pendulo, isto e, a po- 
sigii o angular a partir da qua I a particula e abandonada, no tempo l — 0, com a 
voiucidadc 0. Pela substituigiio 

sen (81 2) du cos (0/ 2) 

U ~ sen (a/2)' d6 ~ 2 "sen (a/2) 

a expressao do period o dc oscilagao do pendulo transfer in a-se em 

/T f 1 — da 

9 J ~ i V(1 - a-) [1 - u a sen 2 (a/2)j' 

Obtemos, assim, o periodo dc oscilagao do pendulo, expresso por uma integral, 
cliptica. 

Se admitinnos que a amplitude da oscilagao e pequena, de sorte que possamos 
com um grau de precisao suficiente, substituir o segundo fator sob a raiz quadrada 
por 1, teremos a expressao 



coino aproximagao para o periodo de oscilagao. Podenaos calcular esta idtima 
integral pela formula 13 da tabua de integrals (pag. 206), obtendo 2t 
valor aproximado de T. 




4. Pendulo cicloidal. 

O fato do periodo de oscilagao do pendulo comura nao ser completamente 
independente da amplitude da oscilagao levou Christian Huygens, nos seus pro- 
longados esforgos para construir relogios de precisao, a procurar uma curva tal 
que o panodo de oscilagao fosse inteiramente independente da posigao particular 
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em gue a particula oscilante inicia o seu movimento sabre a curva (')• Iduygen? 
estabeleceu que tal curva 6 a cicloide. 

A fim de que a particula possa, efetivamente, oscilar sdbre a cicloide, a crista 
da curva deve estar dirigida segundo diregao oposta a da fdrga da gravidade, isto 
e, a cicloide conhecida (pag. 261) deve sofrer uma rotaguo em torno do eixo dos x 
(fig. 15). Escrevemos, pois, as equagoes da curva sob a forma 

x — a{ 9 — sen 0), 
y = a(l + cos 6), 

as quais incluem, tambem, a translagao da curva numa distancia 2 a na diregao 
dos y positivos. 0 tempo dispendido pela particula para percorrer o espago catu- 
prceudido eotre a altura 

yo = d(l + cos a) (0 < a < tt) 



2aJT. x 


Fig- IS. — Trajet6ria dcscrita pelo pcndulo cicloidal 
e o ponto mais baixo da trajetoria, e dado pela formula transformada na p ay inn 201 

Z = l/I f T l/ *l±ylde - 1 f a - f* ]/ 

4 V 2g J a y y 0 - y \ g J a V cos a - cos 6 


Empregando a equaguo 


cos a - cos 


f <* 0\ 

9 — 2 f cos ! — cos- - ), 

V 2 2/ 


obteremos 


-Vi 


d0. 

cos - — cos - - 
2 2 


Transform aremos a integral definida, aplicando a substituigao 


8 oc 6 a 

cos - = u cos sen - d9 — - 2 cos - du. 
2 2 2 2 


(>) Nostc caso, aa oacilacocs sao chamadas isoeronas. 
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Obtcmos, entao, 
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sea - 

o 


f da 

~~-de = -2 / — 7 —— 

1 / -,a / "V 1 - U- 

1/ cos- — cos-- 
K 2 2 

donde, finalmente, 


: arc sen it. 


■'Vi 


COS 


arc sen — 


■ *' VI 


0 periodo de osoiiagao T e, portanto, independente da amplitude a. 
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1. Observances gerais. 

O conceito de Irahalho lane a nova luz sob re as consideragoes da ultima, segao 
e sobre muitos outros problemas da mecanica e da fisica. 

Consideremas novamente a particula em movimento sobre uma curva, sob 
a agao de utna forga atuando na diregao da trajetoria, e suponhamos que a sua po- 
sigao seja determinada pelo comprimento do arco a partir de um ponto fixo, inicial, 
qualquer. A propria forga sera, entao, via de regra, uma fungao de s. Admitiremos 
que seja uma fungao contmua j(s) do comprimento do arco. Esta fungao terii va- 
lores positivos quando a diregao da forga for a mesma que a dos valores crescentes 
lie s, e negatives quando a diregao da forga for oposta a dos valores crescentes de s. 

Se a intensidade da forga for constante ao longo da trajetoria, entenderemos 
por irahalho realizado pelaforqa, o produto da forga pela distancia percorrida (sj - s 0 ), 
onde Sj representa a posigao final e s 0 a inicial do movimento. Se a forga nao for 
constante, definiremos o trabalho por um processo de limite. Subdividiremos o 
intervalo entre s 0 e s, em n subintervalos, iguais ou desiguais, observando que, 
se os subintervalos forem suficientemente pequenos, a forga sera aproximadamente 
constante em cada um deles. Sendo <r y um ponto escolbido arbitrariamente no 
subintervalo <r, a f6rga, neste subintervalo, sera aproximadamente J(o- p ). Se a forga 
fosse exatamente /{</„) neste subintervalo, o trabalho por ela realizado Valeria, 
preeisamente, 

onde As y representa, como de costume, o comprimento do subintervalo de ordera v. 
Se passarmos agora ao limite, deixando n crescer alem de qualquer medlda, ao passo 
que o comprimento do maior subintervalo tende para zero, pela definigao de inte- 
gral, a nossa soma tendera para 



gue, naturalmente, denominaremos o trabalho realizado pela forga. 
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Se as diregoes da forga e do movimento coincidirem, o trabalbo realizado 
pela forga sera positivo; dizemos, entao, que a forga produz frabalho. Por outro lado, 
se as diregoes da forga e do movimento forem opostas, o trabalho reaiizado pela 
forga sera negative; dizemos, neste caso, que o trabalho e produzido contra a Jor(a 
Se considerarmos as coordenadas da posigao s como fungao do tempo /, do 
modo que a forga j(s) — p seja tanibem uma fungao de t, podemos, mini piano 
de coordenadas retangulares se p, marcar o ponto de coordenadas s - s[i), p — pit), 
em fungao do tempo. Este ponto descrevera uma curva, que sera denorainoda 
o diagrama do trabalho do movimento. Se o movimento de que nos ocupamos 
f6r periodico, como no caso de qualquer maquina, depois de um certo tempo T 
(am perfodo) o ponto movel s(t), p{t) voltara ao ponto de origem; isto e, o diagrama 
do trabalho sera uma curva fechada. Neste caso, a curva podera consistir em um 
so e mesmo arco, percorrido, primeiramente, para a frente c, depois, para teas. 
Verifica-se este procedimento, por exemplo, nas oseilagoes elasticas. Tambem e 
possfvel que o diagrama seja representado por uma curva fechada mais geral, 
limitando uma area. Tal e o caso, por exemplo, das maquinas de pistao, em que 
a pressSo sobre o Smbolo nao e a mesma durante o percurso para a frente e para 
tras. 0 trabalho produzido em um ciclo, isto e, no tempo T, sera, entao, dado sim- 
plesmente pela area negativa do diagrama do trabalho, ou em outras palavras, 
pela integral 


/, 


h + r d » 

Pit) — dt, 
(0 at 


em que o intervalo de tempo entre to e to + T representa exatamente um perfodo 
do movimento. Quando o con to mo da drea for percorrido no sentido positivo, 
o trabalho realizado sera negativo, e quando o limite for percorrido no sentido 
negativo, o trabalho sera positivo. A. curva consistindo em diversos Iagos, uns per- 
corridos positiva e outros negativamente, o trabalho produzido sera a soma das 
areas dos lagos, cada uina delas com o seu sinal trocado. 

Estas consideragoes sao perfeitaniente ilustradas, na pratica, pelo diejrama 
indicador das maquinas a vapor. Por meio de um aparellio mecanico, convenien- 
temente cscolhido, um lapis e obrigado a mover-se sobre uma tira de papel; o rnovi- 
rnento horizontal do lapis em relagao ao papel 6 proporcional a distancia do pistao 
a sua posigao extrema, enquanto o movimento vertical e proporcional a pressao do 
vapor, portanto, a forga p exercida pelo vapor sobre o embolo. O pistao, portanto, 
descreve o diagrama de trabalho da maquina, em escala conhecida. Mede-se a area 
do diagrama (geralmente com um planfmetro), achaado-se o trabalho do vapor 
sobre o pistao. Vemos aqui, novainente, que a convencao que adotamos para o 
sinal de uma area, como exposta no § 2, n.° 1, deste capftulo (pag. 271), nao se 
reveste apenas de interesse teorico. Efetivamente, acontece us vezes, quando a 
maquina esta trabalhando a vazio, que o vapor altamente expandido no fim do 


\ 

S 


t 

i 



n 


1 1 

Hi 


(!) Notemos que & precise distinguir, cuidadosamente, a forr-a a que nos referimos. Por e^ern- 
plo, levantaudo um pgso, o trabalho produzido pela forsa rla gravidade e negativo; o trabalho k pro- 
duzido contra a gravidade. A. pessoa, porera, que levanta o pSso, produz um trahalho positivo, vista 
que o esfOrso 6 feito em dircc&o opoata & da gravidade. 


t ■ 
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curso. tem pressao mals baixa do que a necessaria para expeli-lo na volta do pistao . 
0 diagrama indica taL ocorrencia por urn I ago percorrido positivamente. A m&quina 
esta retirando energia do volante, era vez de fornece-la. 

2. Atragao mutua de duas massas. 

Supooliamos que uma particula atrai outra, de acordo com a lei da atragao 
de Newton; como primeiro exemplo consideraremos o trabalho realizado pela forga 
de atragao quando a segunda particula se move sdbre a linha que une as duas. 
Pela lei da gravitagao de Newton, sabemos que a forga atrativa e inversamente 
praporcional ao quadrado da distancia. Se imaginarmos a primeira particula 
em repouso, na origem, e a segunda a uma distancia r do ponto inicial, a forga 
de atragao sera dada por 

j(r) = 

r 1 

onde n representa uma constante positiva. 0 trabalho prodtizido por esta forga 
quando a particula se move da distancia r para r x (< r) e, portanto, positivo, e igual 
si integral 


Jr S' Vrj rj 


Se uma forga oposta fizer com que a particula ultrapasse a origem, indo da 
distancia rar,>r,o trabalho realizado pela forga de atragao sera, naturalmcnte, 
espresso pela mesma integral (neste caso, negativa). O trabalho produzido pela 
forga oposta tem o mesmo valor numerico, porem, com o sinal contrdrio, sendo, 


entao, igual a 


'( 4 > 


Imaginando-se a posigao final como cada vez mais afas- 


tada, ela se aproximara do valor limite /z/r, que podemos tomar como o trabalho 
que deve ser realizado contra a forga de atragao para mover a particula da dis- 
tancin r ao “iafinito”. Esta importante expressao e denominada potencial matuo 
das duas particulas. Neste caso, porem, o potencial e definido como o trabalho 
necessaria para separar duas massas que se atraem; por exemplo, o trabalho pre- 
ciso para arrancar um eletronio do atomo (potencial de ionizagao). 

3. Distensao das molas. 

Como segundo exemplo estudaremos o trabalho produzido no estiramento 
das molas. Como e usual na teoria da elasticidade, admitireroos (como ja o fizemos 
na pag. 295) que a forga necessaria para distender a mola seja proporcional a x, 
que representa o acrescimo do comprimento da mola, isto e, p = kx, sendo k 
uma constante. O trabalho que deve ser realizado para que possamos distender 
a mola da posigao de repouso, 2 = 0, ate a posigao final, x = x x , sera pois forne- 
oido pela integral 


kx dx ~ Yi kxj. 
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4. Carga dos condensadores. 


0 conceito de trabalho era outros ramos da ffsica pode ser tratado de ma- 
ceira semelbaDte. Vejamos, por exemplo, o carregamento dos condensadores. 
Se chamarraos Q a quantidade de eletricidade no condensador, C sua c; pacidade 
e V a diferenga de potenciai (voltagem) atraves do condensador, sabemos da flsica 
que Q = CV. AdemaJs, o trabalho produzido para movimentar a carga Q atraves 
durna diferenga de potenciai V, e igual a QV. A diferenga de potenciai V nao sendo 
constante durante o carregamento do condensador, porem, crescendo com Q, 
permite-nos efetuar uma passagem ao limite, analoga a que reaiizamos na pag. 304, 
obtendo-se para o trabalho realizado no carregamento do condensador a seguinte 
expressao 


fOi 1 rQi 

/« vdQ -cJ< 


1 <V 1 


onde Qt € a quantidade total de eletricidade que passa para o condensador e Vi 
a diferenga de potenciai no fim do processo de carga. 


APENDICE AO CAPITULO V 


1. Propbxedades da evoluta 


As equates parametneas 


t 

S 


X 


<x 2 


x 

n 

r 


y + p 


Vx 2 4- y 2 ’ 


da evoluta de uma curva dada, x = x{i), y — y{i), (pag. 283), permi- 
lem-nos deduzir ulgumas relaqoes geonie ideas intexessantes entre ela 
e a propria curva. Por conveni^ncia, empregaremos o comprimerdo do 
arco s como parametro, de sorte que 

x~ + y 2 = 1 e xx 4 - yy = 0, 


ou 



py = x e px — - y. 


Teremos, entao, £ = x- py, y = y 4- px; 
que, derivadas, dao 

£ = x- py - py = - py, y - y 4- px 4- px = px, 
e, portanto, £x 4- ijy = 0, 


I 
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Cotno os co-scnos diretores da normal a curva sao dados por - y e z, 
segue-se que a normal d curva e tangente a evoluta no centro da curvatura; 
ou, as tangentes a evoluta sao normals a curva original. Podemos ainda 
dizer quo a evoluta e a emolloria das normals {fig. 16). 

Desiguando-se o comprimento do arco da evoluta, medido a partir 
de um ponto fixo, arbitrario, por a, teremos 



Visto que x- + y 2 — 1 , obteremos da formula acima 

o 2 = p 2 , 

de modo quo, se escolhermos de maneira conveniente a direguo na qual 
c t e medido, vira 

d = p, 

desde que <r ={= 0, 
ou, integrando, 

a \ ~ cq = pi ~ po . 

Vemos, assirn, que o comprimento do arco da evoluta, compreendi^n mire 
dots pontos, e igual a diferenga entre os raios de curvalura correspondents, 
uma vez que p seja diferente de zero, para o arco considerado. 

Esta ultima condigao nao e superflua. Se p mudar de sinal, vemo3 
pela formula a = p, que passando o ponto correspondents da evoluta, 
o comprimento do arco a tem um maxirao ou um mmimo, ou seja, 
passando fete ponto, nao continuaremos, simplesmente, a calcular <i, 
porem, devemos inverter o sentido segundo o qual o mesmo e medido. 
Se quisermos evita-lo, ao passax por um ponto desta especie, devemos 
mudar o sinal na formula acima, escrevendo c = - p. 

Podemos ainda observar que os centros de curvatura correspon- 
dent cs aos maximos e mlnimos dos raios de curvatura sao pontos du- 
plos da evoluta. (Nao o demonstraremos aqui.) 

As reiagoes geometricas que acabamos de estabelecer podem, ainda, 
ser expressas sob outra forma. Imaginemos um fio flexivel, inexten- 
sivel, colocado sobre um arco de evoluta e estirado de tal modo que 
uma parte se estenda para fora da curva, tangenciando-a, e alem disso, 
que a extrernidade do fio Q fique sobre a curva original C. k medida 
que o fio for sendo dcsenrolado, o ponto Q descrevera a curva C. Estc 


V] 


PROPRIEDADES DA EYOLUTA 


309 


modo de geragao justifica o nome da curva ( evolvere , desenrolar). A 
curva C e a evolvente da evoluta E. Por outro lado, pode-se paitir 
de uma curva qualquer E e construir a sua evolvente C pelo processo 
de desenrolamento. 

Para demonstra-Io, consideremos a curva E que, agora, e a curva 
conhecida, representada pelas equagoes £ = £(<r), -n = 77 ( 0 -), onde as 
coordenadas retangulares comuns sao designadas por £ e 77 e o para- 
metro u e o comprimento do arco. 0 enroiamento e feito como indica 
a figura 17. Quando o fio estiver completamente enrolado sobre a 
evoluta E, sua extremidade <5 coincidira com o ponto A de E, corres- 
pondente ao comprimento de arco a. Se, agora, desenrolarmos 0 i'io 




ale que 61e tangencie a evoluta era P, ponto este correspondente ao 
comprimento de arco <r ^ a, a extensao do segmento PQ sera (a - a) 
e seus co-senos diretores serao | e 77, o ponto superior indicando deri- 
vagao em relagao a a. Para as ordenadas x e y do ponto Q teremos as 
expressoes 

x = f + (a - <r)£, y — 7j -f (a- a)ij, 

que dao as equagoes da evolvente descrita por 0, cm fungao do prarfit- 
metro a. Derivando em relagao a a segue-se que 

i = k ~ £ + (« - o-)€ = {a ~ y)'t 

y = 7j — 77 — (a — cr)rj — (a — 


~ 


E 


1 

I 







APLICAGOES 
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Uma vez que -f- ijrj = 0, acliamos logo que 

ki -f vy = 0, 

o que siguifica que a linha PQ e normal a evolvente C. Podetnos, por- 
tanto, dizer que as normais a curva C sao tangentes a curva E. Isto, 
entretanto, e uma propriedade caracteristica de E , a evoluta de C. 
Logo, uma curva qualquer e a evoluta de todas as suas evolvenles. 



t s fi/s 
$i i 


Fi#. 18. — A cicloide como evoluta e ovolvcnte 

Como caso particular considerarernos a evoluta da cicloide i = t~seni, 
y - 1-cost. 0 que estabelecemos nas paginas 281, 283, nos da 


£ == x - v 


. + j- 


- yz 


x - + y- 
y + £ — — 
xy- yx 


obtemos, pois, a evoluta sob a forma £ = t 4- sen t, 7 = - 1 + cos /. Se fizermos 
t — r 4- it, vira £ — it = r - sen re 7 + 2 = 1 - cos r. Estas equagoes mostram 
que a propria evoluta e uma cicloide, semelhante a curva 
original, podendo ser obtida por simples translagao, como 
/ indicamos na figura 18. 

/ Como mais urn exemplo, transformaremos a equagao da 

I evoluta do circulo. Iniciaremos como circulo £ = cos t, 7 = sen t 

, — v e desenvolveremos a tangente respectiva (fig. 19). A evol- 

\ f -O k vente do circulo assumira a forma 


x — cos i + t sen t, y = ~ sen t + l cos i. 

„ Finalmente, determinaremos a evoluta da elipse x = a cos L 

ri" IQ - — Evnlvfulft 

do circulo y — b sen i. Temos, imediatamente, 

x 2 + y- a- — b- 

£ = x - y ~ = cos 3 1 

xy — yx a 

x s 4 - y 2 a- - b 2 

?) = y+ i — sen 3 1, 

xy~yx 0 

que e a representagao parametrica da evoluta. Podemos eliminar t destas equagoes 
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pelo metodo usual, obtendo a equagao da evoluta sob a forma nao parametrica: 

{at)*’* + {b v ) tl3 = (a 2 - 6 a ) 2 ' 3 . 

Esta curva, cuja representagao esta consignada na figura 20, e denominada a 
astroide. Pelas equagoes parametricas vemos, rapidamente, que os centros de cur- 
vatura correspondeutes a elipse sao, efetivamente, os vertices da astroide. 



Fig. 20. — Evoluta da ellpae 


Exbmpi.os 


1. Provar que a evoluta da epicicloide (exemplo 2, pag. 267) e outra epici- 
cloide semelhante a primeira, podendo ser obtida dela por rotagao e contragao. 

2 Mostrar que a evoluta da hipocicloide (exemplo 4, pag. 267) e outra hipo- 
cicloide, que pode ser obtida da primeira por rotagao e expansao. 


2. Areas limitadas por curvas fechadas 

Ja vimos no § 2 (pag. 271) que a area limitada por urn a curva 
fechada x — z(t), y — v(t), to St Sii, que nao se intercepta (cha- 
mada curva fechada simples) e dada pela integral 


~ho dt ' 


onde o valor obtido sera positivo ou negativo, conforme o sentido se- 
gundo o qual a curva de contorno e descrita seja positivo ou negativo. 
Podemos, agora, estender este resultado a curvas mais gerais. Supo- 
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uhamos que a curva C, dada pelas equagoes x = x(J), y = y(l), se in- 
tercepte a si mesma em uni numero finito de pontos, dividindo, assim, 
o piano em urn numero finito de porgoes R]_, R z , .... Suponhamos, 
mais, que as derivadas sejam continuas, exceto, talvez, para um nu- 
mero finito de saltos com descontinuidades. e que ir + y 2 0, exceto. 
possivelmentc, para um numero finito de valores de i correspondentes 
aos vertices. Finalmente, admitamos que a curva possui um numero 
finito de iinhas de suporte (pag, 270). 

Atribuiremos, pois, a cada uma das regioes um indice m assim 
definido: escolhainos um ponto arbitrario Q em /?;, nao situado sobre 
qualquer linha de suporte, e elevemos a linha que se estendc de Q 
para cima, na direcao do eixo dos y positives. C-ontemos o numero de 



Fig. 21 

vezes que a curva C atravessa a linha media, da direita para a esquer- 
da, e subtraiamos o numero de vezes que a curva atravessa a referida 
linba da esquerda para a direita. A diferenga sera o indice g,-. Por 
exemplo, o interior da curva ilustrada na figura 6 (pag. 269) tem o 

indice m = +1. Na figura 21 as regioes R; tem os indices 

Mi = -1, M 2 = +1. M3 = +2, m = -2, ms = - 1. 0 numero de- 
pende, efetivamente, da regiao R; e nao do ponto particular (), esco- 
lhido em R,-, como podemos constatar da seguinte maneira. Escolha- 
mos outro ponto Q' em R h situado fora de qualquer linba de suporte, 
e liguemos Q c Q’ por uma linha quebrada, localizada inteiramente 
em ft,-. Se percorrermos esta linha de Q para Q ' , o numero de cruza- 
mentos da direita para a esquerda menos o numero de cruzamer.toa 
da esquerda para a direita sera constante, pois, entre as Iinhas de su- 
porte o numero de cruzamentos de qualquer tipo 6 inalteravel, ao passo 
que ua travessia de uma destas Iinhas de suporte o numero de cru- 
zamento em ambas as diregoes, ou cresce ou decresce de uma uuidade. 
Em qualquer caso, porem, a diferenga permanece inalterada. No caso 


m 


t 


i 
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em que a linha de suporte encontre a curva em muitos pantos dife- 
rentes, digam os, A, B, . . H, eonsideramo-la como.varias linlias de 
suporte diferentes FA, FB, . . FH, onde F indica o ponto do eixo 
dos x que fica verticalmente abaixo de todos os pontos citados. 0 ra- 
ciocinio feito se.aplica, entao, a cada uma destas linhas. Logo, o nti- 
mero m, tcm o mesmo valor, quer usemos Q, quer O' , para a sua de- 
terminagao. 

Em particular, se a curva proposta nao se interceptar, a area que 
ela contorna consistira em uma unica regiao R, cujo indice sera -f-1 
ou -l f .conforme o contorno for descrito no sentido positive ou no 
negative. Para mostrado basta tragar qualquer linha vertical (exec to 
as de suporte) que intercepte a curva. Marquemos sob re a linha assim 
obtida, o ponto mais alto de intersegao (P) com a curva, e escolliamos 
o ponto Q em R, situado abaixo de P, mas tao proximo dele que ne- 
nhum outro ponto de intersegao possa existir entre P e Q. Assim, 
acima de 0 existe um cruzamento da curva que sera da direita para 
a esquerda se a curva for percorrida no sentido positive, de modo que 
fj. = +1. De outra forma n — - 1 . Como acabamos de constatar, o 
mesmo valor de n vale para todos os pontos de R. Para uma curva 
desta especie, e na realidade, para todas as curvas fechadas, uma das 
regioes, a “exterior” ao contorno, se estende ilimitadanrente em todas 
as diregoes. Tal regiao lera, naturalmente, o indice 0 e, portanto, a 
deixaremos de lado. 

0 teorema que estabeleeemos acerca da area assume, pois, o se- 

fti , 

guinte enunciado: o valor da integral -/ yxdi e igual a soma das areas 

J io 

absolutas da regiao R:, sendo cada uma das areas i?, repetida fi; vezes. 
Em simbolos, 



yx dt = -ti; | area R{ |. 


A demonstragao e simples. Admitiremos, como estamos autoriza- 
dos a fazer, que toda a curva esteja localizada acima do eixo dos x (nota 
da pag. 271). As linhas de suporte dividem Ri em um numero finite 

de porgoes; seja r uma delas. Estabelecendo, entao, a integral -J yx dl 

para cada raroo univoco da curva, veremos que a area absoluta de r 
e tomada + 1 vgzes pai-a cada ramo dirigido da direita para a esquerda, 
acima de r, e - 1 vezes para cada ramo da esquerda para a direita. 
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acini a de r, perfazendo, no total, *i,vvezes. 0 mesmo se verifica para 
qualquer outra porgao de R ( ; logo, R t sera considerado m vezes. A 
integral de toda a eurva valera, pois, I area R, j, como tuibamos 
enunciado. Esta formula coincide com a que achamos para as curvas 
simples fechadas, como podemos verificar pela discussao dos vaiores 
de m para tais curvas. 

A definigao do mdice apresenta a desvantagem de ter sido esta- 
belecida em fungao de um sistema particular de coordenadas. Na rea- 
lidade, porem, pode ser demonstrado que o valor de ji,- e independente 
do sistema de coordenadas, dependendo somente da eurva. Esta de- 
monstragao, entretanto, nao sera apresentada aqui. 



Capitulo VI 


TEOREMA DE TAYLOR E REPRESENTACAO APROXIMADA 
DAS FUNCOES POR MEIO DE POLINOMIOS 

As fungoes racionais sao, sob muitos aspectos, as mais simples da 
analise. Formam-se com um numero finite de aplicagoes das opera- 
goes racionais de calculo, diferindo, em sua genese, de qualquer outra 
t'ungao que envolva uma passagem, mais ou menos encoberta, ao limite, 
a partir das fun goes racionais. Os problemas que visam estabelecer se, 
e de que modo, uma fungao dada pode ser expressa, aproximadamente, 
por fungoes racionais, especialmente por polinomios, sao, pois, de gran- 
de importancia, tanto na teoria como na pratica. 


I. Logaritmo e funqao inversa da tangente 


1. Logaritmo. 

Estudaremos, de inicio, alguns casos especiais em que a integragao 
das progressoes geometricas conduzem, quase imediatamente, &s apro- 
ximagoes desejadas. Recordemos que para 3^ 1 e para n inteiro e 
positivo, temos 

1 

— — = l-Pg-f.g 2 +...+ q n-x + 

onde r n = ~ — . 

1-2 


Se | q [ < 1 0 resto r n tende para 0 quando n cresce, obtendo-se, entao, 
as series geometricas infinitas 


1 + ? + 2 2 + ... com a soma 


1 

w 
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Recapitulando, podemos dizer que 


*- /jjii n 

log (1 + x) = X - — + — - +- ... + (- I)" -1 — + P‘n 

«-j O 71 / 


onde o resto B n tende para zero quando n cresce, desde que x esteja 
contido no intervalo (1 ' — 1 < x ^ 1. Das desigualdades acima pode- 
mos, efetivamente, deduzir o valor do resto independent, emente do z, o 
qual valera para todos os valores de x contidos no intervalo -l+h^x^l, 
onde h e um numero tal que 0 < h S 1. Neste caso teremos 


\K\ 


1 1 
~hn - 1- 1’ 


mostraudo esta formula que no intervalo completo a fungao log(l-)-z) 
e representada, aproximadamente, pelo polinoinio de grau n que apre- 


sentamos, nao sendo o erro em parte algunia niaior do que 


1 1 
h n + 1 


Deixamos ao leitor verificar por si raesmo que, pai - a qualquer valor 
de x para o qual | x | >1, o resto nao somente cessa de se aproximar 
de zero, mas, efetivamente, cresce numericamente alein de qualquer 
valor, a medida que n vai crescendo, de forma que para tais valores 
de x o poliudmio proposto nao fornece uma aproximagao da fungao 
logarltmica. 

A convergencia do resto R n para zero, no intervalo acima citado, 
pode ser traduzida dizendo-se que temos uma eerie infinila como re- 
presentagao da fungao logarltmica neste intervalo (2) . 


x 2 x 3 z 4 

log (1 + a;) = a: . 


Introduzindo o valor particular x = 1, nestas series, obteremos a for- 
mula notavel 


1 1 1 

Jqcv 2 = 1“ ■' A- ~ -f — . 

° 2 ' 3 4 ' 


Esta foi uma das relagoes cuja descoberta causou profunda impressao 
nos esptritos dos pioneiros do calculo diferencial e integral. 


Q) Devemoa notar que Sste intervalo 6 aberto & esquerda e fechado & direlta. 
p) Estudaremos as aeries infinitaa. detalhadamente, no cap. VIII (p&g. 365). 
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r n = (- 1)* 


1 + i- 


Integrando, obtemos, 


z 3 x 5 


arc tg a: = a: - 4- — l A- ( - E"- 1 

3^5 2n - 1 


f x t 2n 

Rn ~ ( ~ J o r+7 dt • 


vendo logo que no intervalo — 1 resto lende para zero a rne- 

dida que n cresce, visto que 


r\A 

ifJS J i 2n dt = 


i | = / L KXC 0 | -1 • 

Jo 2n + 1 

Da formula do resto podemos tambem deduzir facilruente que, para 
| x | >l,o valor absoluto de resto cresce alem de qualquer liniite, a 
medida que n cresce. Conseqiientemente, deduzimos a serie infinita 

arc tg x = x + — - + 

valida para | as | SI. Para x = 1, desde que arc tg 1 = 7r/4, temos 

7T 11 

4 = 1 “3 + 5 _+ 

formula notavel, tao importante como a que estabelecemos anterior- 
men l e para log 2. 

Exemplos 


1. Demons I rar que x h - — — — < log (1 + x) < x 1 (x > 0). 

2 3(1 x) 2 3 

t 

Dai achar log - com 2 dccimais. 

6 . , 

2. Calcular log - corn 3 decimals, empregando a sene 

5 

log (1 + x) = Z-— . 

Provar que o resultado e exato ate a terceira decimal. 

3. Quantos termos da serie log(l -I- z) devem ser usados para se obter log(l +z) 
com erro inferior a 10 por cento, se 30 £ x S. 31? 
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2. Teorema de Taylor 

As funfSes arbitrarias f(x) podem, tambem, ser representadas apro- 
xiraadamente por fungoes racionais, como o foram os casos especiais 
que cstudamos. Basta, para isto, admitirmos que, para todos os va- 
lorem da variavel iadependente, contidos num intervalo fechado, afun- 
pao possua derivadas continuas, no minimo, ate a ordem (n + 1). Na 
maioria dos casos que efetivamente ocorrem, a existencia e a continui- 
dade de lodas as derivadas sao conhecidas de inicio, de sorte que se 
pode escolker para n um numero qualquer inteiro. 

A formula de aproximacao que deduziremos a seguir, foi descoberta 
nos primordios do calculo diferencial e integral por Taylor, aluno de 
Nexvton, e e conhecida pelo nome de teorema de Taylor (1) . 

1. Teorema de Taylor para os polinomios. 

Pai'a termos uma ideia clara do problema, comcearemos estudando 
o caso em que f(x) = a 0 + ape + a 2 x 2 + • • . + a n x n e um polindmio 
de grau n. Podemos, entao, exprimir facilmente os eoeficientes respec- 
tivos, por meio das derivadas de f(x) no ponto x = 0. Assim, derivando 
ambos os membros da equapao, uma, duas v£zes, etc., em relapao a x, 
e se fizermos, entao, x — 0, os eoeficientes valerao 

a o - /(0), aj. = j' (0), fl 2 = i f" (0), . . . , a n — (0). 

Qualquer polinomio do grau n pode, entao, ser escrito sob a forma 

^3 g 71 

M = /( 0) + xj' (0) + -f"{ 0) + ^/'"( 0) + . . . + - f0>(! 0). 

A formula acima indica, simplesmente, que os eoeficientes a„ podem 
ser expressos em fun cao das derivadas em x = 0, dando a constituipao 
dos mesmos. 

Podemos generalizar ligeiramente esta “serie de Taylor” para po- 
lindmios, substituindo x por £ = x 4- h e considerando a funpao 

C 1 ) Um caso especial <1 Pst ft trorAmn c muitas vf»zes ritnrfo. alias, sem justifina<?no liistorioa, como 
teorema de Mac-Laurin. NFio reruns tal d<*s^nui.;lo 
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/(f) — f(x + ft) = g(h) como contmua em h ; admilindo por um mo- 
mento que r scja l'ixo elia variavel independente, segue-se que 

<j '(h) = /'«), s w (/i) = / w (e); 

logo, se fizermos ft = 0, 

£?'(0) =»/'(*), - 9 W (0) =/">(x). 

Aplicando a formula anterior a fungao j(x + ft) = jj(ft), que e, ela pro- 
pria, um polinomio em ft de grau n, obtemos imediatamente a serie 
de Taylor 

/(f) = /(* + /<) = /(*) + V'(X) + \ X S"{X) + + ... 

h n 

2. Teorema de Taylor para fungoes arbitr&rias. 

As formulas acima sugerem que procuremos uma relagao semelhante 
para os casos em que a fungao arbitraria/(x) nao seja, necessariamente, 
um polin6mio. Nestes casos, entretanto, a formula somente podera 
conduzir a aproximagao da fungao, por meio de um polinomio. 

Comparemos os valores da fungao / nos pontos x e f = x -f ft, 
de sorte que h — f - r. Considerando-se n como um inteiro positivo 
qualquer, a expressao 

f(x) + {£ - x)f(x) + ... -f 

nao sera, via de regra, uma representagao exata do valor da fungao 
/(f). Devemos, portanto, fazer 

M) = M + (f - x)f'{x) + + . ... 

(f - x) n 

+ + R n , 

onde Rn representa o reslo, quando /(f) e substitulda por /(e) + 
-/-/'(cc) — m) -{- .... Em primeira instlncia, esta equagao nada mais 

e do que uma definigao explfcita de R n . A sua importancia reside no 
fato de possibilitar a dedugao de uma expressao simples e de emprego 
constante, do resto B n . Para ist.o, imaginemos a quantidade f fixa e 
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x como variavcl independente. 0 resto sera, entao, a fungao R n (z). 
Pela equagao estabelecida, esta fungao se anula para x = f: 

= 0. 

Ademais, obtemos por derivagao 

(e - x) n 


R,'(x) =- 




Se derivarmos a equagao que da o resto, em relagao a x, obteremos 0 
no primeiro membra, visto /(£) nao depender de x, sendo, portanto, 
considerada constante. Derivando cada tfrmo do segundo membro pela 
regra dos produtos, vemos que todos se cancelam, com excegao do ul- 
timo, o qual esta escrito na formula acima com o sinal menos. 

Pelo teorema fundamental do calculo integral 


B„(x) = - /?„(«) - J dt — - J £ R n 


'(/) dt. 


de modo que obteremos a expressao 

z+h {x + h~t) n 


«»(*) = f* 


f (n + 1) (l) dt. 


Introduzindo a nova variavel de integragao t, por mcio da equagao 
r = l - x, vira 


1 

Ra = 7i\ . 


(h — (x -f- r ) (lr. 


Reunindo estes resultados, temos o seguinte enunciado: 

Se a furiQao f(x) tiser derivadas contmuas ate a ordem (n + 1) no 
intcrmlo considerado, ieremos 

2 2 /i 3 

fix -f h) = /(*) -f hf'(x) + -f"(x) + -f"'(. r) + ... 


h n 

+ 4 - R n , 


ou (expressao equivalent para h = £ - x) 


m = /w + « - x)/ ; (x) -p ^’/"(x) + 
(f - Y) n 

+ ~~T^f n Kx) + R n , 


• i * 
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onde o resto R„ k. dado pcla formula 

n n = ~J\h~T)-f^\x+r)dr. 

Fazendo-se, era particular, x = 0 e substituindo, entao, h por x, 
vira 

m =/w + + j,r( o) + ! . . + o) + p„ 

com o resto 

(X - r)V {n+U (r) dr. 

n! J o 

Estas formulas sao denominadas, geralmente, teorenia de Taylor. 
Elas dao os valores de f(x + h) e de fix), ordenadamente, era polino- 
mios de grau n etn h e x, respectivaraente (os charaados polinomios 
de aproxiruagao), e o resto. Os polinomios de aproximagao sao carac- 
terizados pelo fato de quo, quaudo h = 0 (ou x = 0, conforme o caso), 
o seu valor e o das suas n primeiras derivadas, coincide com os da fun- 
gao dada e das suas n primeiras derivadas. Eincontrastecomaseriede 
Taylor para os polinomios (1) , o resto e a sua formula, no caso das 
fungoes arbitrarias, sao essentials. A importancia da formula reside cm 
que o resto, embora apresentando forma mais complicada que os outros 
termos da relagao, fornece, nao obstante, um meio seguro para se 
estimar a precisao com que a soma dos n + 1 primeiros termos 

m + jV'(o) t |rco) + .. . + ",/wco), 

representa a fungao f(x). 

3. Avaliagao do resto. 

Para que a aproximagao fornecida pelos n + 1 primeiros termos da 
serie de Taylor seja considerada suficiente, € preciso que o resto seja 
convenientemente pequeno. Voltaremos, pois, nossa atengao para o 
calculo do resto. j£ste calculo e feito da maneira mais simples, recor- 
rendo-se ao teorema do valor medio do calculo integral (Cap. II, § 7, 
pag. 127). 


(i) Cuja reprftsentacSo d3o cogila tlo resto. 


m 
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Empregaremos este teorema sob a forma 



dr = 4>{6h) 



p(r ) dr, 


onde p(r) representa uma fungao continua, que em parte alguma do 
iatervalo de integragao e negativa, e <p(r), simplesmente, uma fungao 
continua, ao passo que 6 e um numero do intervalo (1) 0^6^. I.. 
Se, na formula do resto, fizermos ( ft - r) n = p(r), tereinos 

R n = 7~~ V ~rw/ (n+I) (* + eK R 
{n + 1J! 


enquanto que, se fizermos p{r) = 1, obceremos a expressao 

R n = ^(i - erjw>(x+ eh). 


que e de somenos importancia para o nosso estudo, porem, foi dcdu- 
zida para completar a exposigao. Nestas fdrinulas 0 representa um certo 
numero no intervalo 0 ^ 8 ^ 1, cujo valor, via de regra, nao podemos 
espedficar mais claramente. Em geral, porem, e claro que tal valor e 
diferente nas duas formulas do resto, e depende, alem disso, de n, x 
e de ft. A primeira formula do resto foi deduzida por Lagrange e a 
segunda por Cauchy, sendo ambas conhecidas por estes nomes. (2) 

0 nosso principal interesse esta. em descobrir se o resto tende para 
zero, a medida que n cresce. Se isto se verificar, quanto maior esco- 
lhermos n, tanto mais exatamente a fungao f(x + ft) sera representada 

0} Podemos admitir, efetivameotc, que 0 < 6 < 1, mas, ao caso presente, isto nSo tem impoo 
tAncia. 

I s ) Tanto esta como autras expressoes para o resto podem ser deduzidas do teorema do valor 
medio do calculo diferencial e do teorema generalizado do vaior mfidio (pfig. 203), respectivamente. 
Aplicamos fates teoremas & fungao /? n (z) = - H 0 (|) e ao par de fungoes Ra(x) e (a - pn+i, 

onde conaidcramos J fixo, e empregamos a formula 

Rn'fo «= Xj * J{ a +i)( x )' 

711 

Os mftodos aprescntados para a dcterminagao das formulas do resto emprestam major iraportSncia 
ao fato do teorema de Taylor eonstituir uma general izacao do teorema do valor ra.'dio. Alem disso, 
oferecem a vantagem, importante para fins tedricos, de somenle necessitarmos admitir a exhltncia 
'■ nuo a continuidade da derivada de ordem n + I da fungao. Por outro lado, porem, perdemos a 
represontacao exata que tinhamos para o resto, sob a forma de integral. 
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pelo correspondente polinoraio em h. Neste caso dizemos que desenvol- 
vemos a fungao segundo a serie infiriila de Taylor. 

h h 2 h 3 

fix + h ) = + ~f" (x) + 

ou, em particular, se fizermos inicialmente x = 0, e entao substituir- 
mos h por x, 

2 3 

fix) = m + ^/'(o) + -re o) + 

Na proxima secao apresentaremos os exemplos respectivos. 

Antes disso, porem, queremos assinalar a segunda deducao impor- 
tante decorrente do estudo da serie de Taylor. Na primeira formula, 
imaginando-se que a quantidade h diminui progressivamente, tendendo 
para zero, os varios termos da serie tenderao para zero com diferentes 
ordens de grandeza (cap. Ill, § 9, pag. 195). Conseqiientemente, 
denominaremos a expressao fix) o ter mo de ordem zero da serie de 

Taylor; hf(x) sera o termo de primeira ordem, — /"(a:) o de segunda 

ordem, e assim sucessivamente. Da formula do resto deduziraos: 
Desenvolvendo uma fang do ale o termo de ordem n, cometemos um 
trro que lende para zero , na ordem (n + 1), quando h-*0. 

Muitas aplica^Ses importances sao baseadas nesta propriedade. Ela 
mostra, por exemplo, que o polinomio de aproximapao representara a 
funpao f(jx + h) tanto mais precisamente, quanto mais proximo de 
x + h estiver o ponto x. Ao rnesmo tempo, num caso dado, a aproxi- 
mapao na vizuilianqa imediata do ponto x pode ser mais apurada, pelo 
crescimento do valor de n. 


Exemplos 

1. Seja/(®) uma luiujao que possui derivada contfnua nointervalo a s? x g b, 
e f"(x) fe 0 para qualquer valor de x. Sendo £ um ponto qualquer do intervalo, 
a curva nunca passara abaixo da tangente no ponto % = £, y = /(£). (Empregar 
a serie de Taylor com trSs termos.) 

2. Calcular o valor de 6 pela formula de Lagrange, para o resto R«, para j-— 
e , desenvolvidas segundo as potSncias de as. 
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3. ApLICAQOES. DeSEIN'VOLVIMENTO DAS FUNQOES ELEMENTARES 

Empregaremos, agora, os resultados gerais obtidos na segao ante- 
rior, para representar as fungoes elementares, aproximadamente, por 
polinomios, desenvolvendo-as, entao, segundo a serie de Taylor. Limi- 
taremos, entretanto, o nosso estudo as fungoes cujos coeficientes do 
desenvolvimento em serie sejam obtidos por Ieis simples. As series 
correspondentes a algumas outras fungoes serao apresentadas no ca- 
pitulo VIII (pags. 405 e seguintes). 

I. Fungao cxponencial. 

O exemplo mais simples e oferecido pela fungao exponenc,ia1/(z) = e*. 
Neste caso, todas as derivadas sao identicas a fungao original /(sc), 
dando-nos, portanto, o valor 1 para x = 0. Logo, usando a formula 
de Lagrange para o resto, obteremos a expressao 


1 + 77 


! + 2! +3! + + + 


(n + 1)! 


■de acordo com o § 2 (pags. 320 e seguintes). Se, agora, fizermos n 
crescer alem de qualquer limite, o resto tendera para zero, qualquer 
que tenha sido o valor fixo de x que tenhamos escolbido, visto que, 
de imcio, | e ax j ^ e- x K Entao, para n k m, vira 


| ( n + 1)! j ml m + 1 

1 x m 1 I [ 2x | m 1 
- nil 2 n+ i— = tn\ 2 n ’ 


de sorte que l | = ' j e M 2 »- 

Como os dois primeiros fatores da direita sao independentes de n, e 
1[2„ tende para zero a medida que n cresce, o enunciado se verifica. 
Se imaginarmos que o numero x nao e fixo, mas sim podendo vajiar 
livremente no intervalo - Sa, onde a e um numero fixo posi- 
tivo, deduz-se do que foi exposto que, se escolhermos m > 2a, a es- 
timativa 

I 2a | m 1 
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sera valida, desde que n ^ m. Estabelecemos, assim, um limite para 
o resto, que se verifica para todos os valores de x no intervaio — aSxSa, 
e que tende para zero quando n — . Podemos, pois, escrever o de- 

senvolvimento de e x em serie infinita, como segue 




e = 1 + ii + 2! + 3! + 


00 x' 

v 

,-ov!’ 


sendo a tiltima expressao apenas uma representagao abreviada do 
desen volvimento em serie. Tal desenvolvimento aplica-se para todos 
os valores de x. Provamos, assim, novamente, que o numero e, ja es- 
tudado no cap. I (pag. 43), e a propria base dos logaritmos naturais 
(cap. HI, § 6). Nos calculos numericos empregaremos, como 6 logico, 
a forma finita da serie de Taylor, com o respectivo resto. Para x = I, 
por exemplo, vira 

11 1 e 9 

e = 1 + 1 + — -+■ ^ + 


n! (n 


1 )!' 


Se quisermos calcular e com erro inferior a 1/10 000, precisamos ape- 
nas escolher n tao grande que o resto seja efetivamente nienor do que 
1/10 000 e, ja que o resto e realmente menor (1) que 3/(n + 1 )!, basta 
fazer n = 7, visto que 8! > 30 000. Obteremos entao o valor aproxi- 
mado 

e — 2,718 22 

com erro inferior a 0,000 1. Nao levamos em conta, neste caso, o erro 
devido a supressao da sexta casa decimal. 


2. Sen x, cos x, Sli x, Ch .r. 

Para as fungoes sen x , cos x, Sli x , Sli x, achamos as seguinles 
formulas (2) : 


fix) 

sen x 

cos X 

Sh x 

Ch x. 

/'(*) 

cos X 

— sen x 

Ch x 

Sh x. 

/"(*) = 

— sen x 

— cos X 

Sh x 

Ch x, 

fix) - 

— cos X 

sen x 

Ch x 

Sh x. 

/""(*) = 

sen x 

cos X 

Sh x 

Ch x. 


(1) Sabemos que e < 3, o que se deduz imediatamente (pag. 43) da serie eatabelccida para e. 

, X ^ 1 

Verifiea-se, em qualquer caso. que — g ~ , c 

n i - n 1 

e<lH-l + K + M + --- = 1 + l/d -H) “3. 

(a) Se J (x) = seal ou j(x) = cos x, a derivoda de ordem n pode sempre ser rcpre3cnlada pda 
expressao 

/!n)(x) = J(x + Hrair). 
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Logo, dos polinomios de aproximagao para sen x e Sh x, os coeficientes 
das potencias pares de x so anulam, ao passo que, nos polinomios de 
aproximagao para cos x e Ch x, sao os coeficientes de ordem fmpar 
que se anulam. Assim, no primeiro caso, os polinomios de ordem 
(2 n -f 1) e (2n -f 2) sao identicos, enquanto que, no segundo, sao 
identicos aos de ordem 2n e (2 n -f 1). Se, em cada caso, usarmos o 
polinomio de ordem mais elevada, obtemos logo, empregando a formula 
de Lagrange para o resto, 


sen x = x 


+ rj-+ ... +(-!)" 


+ C - D r,+1 ( 2 n _ + _ 3)l cos 

r> ,t 

X 

cos x = 1 ■+ . . . -f- ( - l) n 


(2n)I 


+ ( ' !) " +I (2T+2ji COS (6r) ’ 

r^-3 r j > 5 X~ n ^ 

S e n *- I+ il + M + -'- + (i^TT)t 


(2 n + 3)! 


Ch ( 6x ), 


/ JJ 1 * ry>~ O 

Ch x = Id- — 4- — -P 4- — — 
i -r 2! -r 4 , -r • • • -r ^)| 

x -n+2 

+ (2n + 2)1 Ch (to) ’ 

onde, em cada uma das quatro formulas, 6 representa, naturalmente, 
um numero diferente, contido no intervalo 0 ^ 9 ^ 1, numero este 
que, alem disso, depende de n e de x. Nestas formulas podemos tam- 
blm levar a aproximagao tao longe quanto quisermos, para cada valor 
de x, visto que o resto tende para 0 quando n cresce. Obteremos, entao, 
as quatro series 


ar x* 
sen x = x - — + — 


CO 

2 (-1)" 

(2v + 1)! 


cosx - 1- + - 


+ ‘" io ( !2„;V 
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7*° 'T' 3 

Slia; = a; + — + rj + 


r p- 7’ 1 * 


CD t*\- 1 

Jo ( 27 +~ijr 


CO 


,~o (2v)I* 


As duas ultimas formulas podem, tainbem, ser obtidas da serie <? de- 
senvolvida de acordo com as definigoes das fungoes biperbolicas. 


3. Serie binfimia. 

Podemos p6r de lado a serie de Taylor para as fungoes log (1 T a:) 
e arc tg x, as quais ja foram tratadas diretaniente no § 1 (pag. 315). 
Devemos, porem, ocupar-nos da generalizagao do teorema do binomio 
para expoentes arbitrarios, que e uma das mais provcitosas descobertas 
inatematicas de Newton, representando uni dos casos mais importan- 
tes de desenvolvimento em serie, pelo teorema de Taylor. Visamos 
desenvolver a fungao 

J{x) = (H- xY 

segundo a serie de Taylor, sendo x > — 1 e a um numero arbitrario, 
positivo ou negativo, racional ou irracional. Escolhemos a fungao 
( 1 + x) a em vez de x a porque no ponto x — 0 neni todas as derivadas 
de ;r“ devem ser necessariamente contmuas, exceto no caso ordinario 
de valores inteiros, nao-negativos de a. Em primeiro lugar calculamos 
as derivadas def(x), obtendo 

fix) = «(1 + a)— 1 , fix) = aia - 1) (1 + x)“~ 2 , . . ., 

/ w (x) = a (a — 1) . . . (a — v -j- 1) (1 + r)“ — '. 

Em particular, para x — 0, temos 

/'( 0) = a, /"( 0) = - 1) / w (0) = a(a - 1) (a - r + 1). 

0 teorema de Taylor dS, entao, 

a ia. — 1) 

(1 + x) a = 1 -(- ax -f — X 2 + ... 

a (a - 1) (a — 2) ... (a — n 1) 

+ — — x n + R n . 

nl 

Devemos ainda estudar o resto. Este problema nao apresenta grande 
dificuldade, porem, nao e tao simples como o dos casos anteriormente 
estudados. Deixamos de lado a avaliagao do resto, uma vez que o 
teorema do binomio, generalizado, sera demonstrado completaraente 
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de forma algo diferente e mais simples no capltulo YIII (pags. 406 e 
seguintes; tambem, pag. 336). 0 resultado que damos desde ja, e que 
em todos os casos onde | x j < 1 o resto tende para 0 e, portanto, a 
expressao (1 + x) a pode ser desenvolvida segundo a serie binomia in- 
finita 


a ce (a — 1 ) 

(1 + aO“ = 1 ■+■ x + x 2 + . . . 



em qne, por brevidade, introduzimos os coeficientes gerais 



a { a — 1) ... (a — v -j- 1) 


vi 


(para v > 0) 


■(:)- 


Exeiiplos 

1. Desenvolver (1 + x} 1 ' 5 ate os dois primeiros t.errnos, mais o resto. Calendar 
o resto. 

2. Empregando a serie do exemplo 1 (desprezando o resto), calcular "V2. 
Qua! o grau de precisao desta aproximagao ? 

3. Qual a fungao linear que mais se aproxima de Jl 1 + x ns vizinhanga do 
ponto x — 0 ? Entre que valores de x o erro de aproximagao d menor do que 0,01 ? 

4. Qual a fungao quadratica que mais se aproxima de ’J 1 + z na vizinlianga 
de x = OP Qual d o maior erro cometido no intervalo -0,1 S 2 S 0,1 ? 

5. (a) Qual a fungao linear, (b) qual a fungao quadratica que mais se apro- 

xima de ^ 1 + x, na vizinhanga de x — OP Estabelecer o erro maximo quaado 
-0,li 2 S 0,1. 

6. Calcular sen (0,01) com 4 decimals. 

7. Fazer 0 mesmo para (a) cos (0,01) (6) Y 126, (c) V97. 

8. Desenvolver sen (x + h) segundo a serie de Taylor, em relagao as poteneias 
de h. Determ iaar sen 31° [ = sen (30° + 1°)] por este rnetodo, com 3 decimals. 

Desenvolver as fungoes dos exemplos 9-18 na vizinhanga de x ~ 0, com tres 
terraos mais o resto (estabelecer o resto pela formula de Lagrange). 

9. sen 2 x. 1 ■{ . 

10. cos 3 x. lj. 

11. log cos x. 16. 

12. t gx. 17. 

1 

13. log . 18. 


e*-\ 

1 

COS X 

1 

cotg X 

X 

1 1 
sen x x 
log (1 + x) 


COS X 


1 + * 
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19. (a) Desenvolver) c **° 1 ate cinco termos mais o resto; (6) na -t.'i'i • „ibs- 
tituir z oor sen x, tomando um niimero suficiente de termos a r im cie assegurar 
que o coeficiente de x' esta correto. Comparar o resultado com ( a /. 

20. Determinar o polinomio de quarto grau que mais se aproxima de tg z 
na vizinhanga de x *= 0. Em que intervaio este polinomio representara tg x com 
§rro inferior a 5 % P 

21. Achar os 6 primeiros termos da serie de Taylor para y, segundo as po- 
tlncias de x, no caso das fungoes definidas por 

(a) x 2 -j- y 2 = y, y(0) = 0; (i >) x 2 + y 2 = y , y(0) = 1; 

(c) z 3 + y J = y, y(0) = 0. 

4. ApLICAQOES GEOMETRICAS 

0 comportameato de uma fungao f(x) na vizinhanga de um ponto 
x — a, ou o comportamento de uma curva dada na vizinhanga de um 
ponto, pode ser estudado com precisao cada vez maior pelo teorema 
de Taylor, visto ele decompor o acrescimo que a fungao sofre quando 
passa a um ponto vizinho, x = a + h, em uma soma de quantidades 
de primeira, segunda, . . . ordem. 

1. Contato das curvas. 

Empregaremos este metodo para investigar o conceito de conlulo 
de duas curvas. 

Quando em um ponto, digamos, x = a, duas curvas, y = fix) e 
y = g(x) nao somente cortam, mas t§m ainda tangente comum, dire- 
mos que elas se tocam mutuamente neste ponto, ou que tSm um con- 
tato de primeira ordem. Os desen volvimentos pela serie de Taylor 
das fungoes /(a + h) e g(a + h) lerao, portanto, os mesmos termos de 
ordem zero e de primeira ordem em h. Se no ponto x = a as segundas 
derivadas de f{x) e de g(x) tambem forem iguais, diremos que as curvas 
tem contato de segunda ordem. Nos desenvolvimentos pela serie de 
Taylor, os termos de segunda ordem serao os mesmos, e se admitir- 
mos que ambas as fungoes tenham derivadas continuas de terceira 
ordem ao menos, a diferenga D(x) — /(r) - g(x) pode ser expressa sob 
a forma 

/i 3 k 3 

D{a -(- h) — f(a + h) - g(a + h ) = ~D' "(a- \- 6h ) — F{h), 

em que a expressao F(h) tende para f"'(a)-g"'(a) quando h tende 
para zero. A diferenga D(a + h) anula-se, portanto, pelo menos na 
terceira ordem, com h. 
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Podemos prosseguir deste modo e estudar o caso geral, onde as 
series de Taylor para /Or) e g(x) sao as mesmas ate os t^rmos de ordem 
n, isto e, 

/(a) = g(a), /' (a) * g' (a), /"(a) = g"(a), /<"> (a) = p (n > (a). 

Admitimos, entaa, que as derivadas de ordem n + 1 sao, tambem, 
continuas. Nestas condigoes, diremos que, neste ponto, as curvas tem 
conlalo de ordem n. A diferenga entre as duas fuzigoes assumira, entao, 
a forma 

h n+l 

f{a + h) - g(a + h) = — ^ F{h), 


ID 




Fig 1.— - Parabolas osrulatrizes de e* 

onde, ja que 0 £ 8 £ 1, a quantidade F(h) = D (n+1) ( a + 9h ) tende 
para / !n+u (a) - p ( ' l+i! (a) quaudo h tende para zero. Verificamos por 
esta formula que, no ponto de contato, a diferenga j(x) - g(x) se anula 
na ordem (n + 1), ao menos. 

Os polinomios de Taylor sao definidos geometrieamente, de modo 
simples, pelo fato de representarem as parabolas de ordem n que, no 
ponto dado, trim contato, da maior ordem possivel, com o grafico da 
fungao proposta. Dai serem denominadas, as vezes, parabolas oscula- 
Irizes. A figura 1 representa as tres primelras parabolas osculatrizes 
da exponencial y = e®, no ponto x = 0. 

Se duas curvas y = f(x) e y = g{x ) tiverem contato de ordem n, 
a definigao nao exclui a possibilidade de existir outro contato de or- 
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dem mais elevada ainda, isto e, de que a equagao / (n+1) (a) = 
tambem severifique. Se isto nao seder, enestecaso/ l ' I=1) (a) =j= p (,1+1) (a), 
poderaos dizer que o contato e exatamente de ordem n ou que a ordem 
do contato e exaiamente n (1> , 

Inferimos, tanto das formulas apresentadas, como das figuras, mn 
fato notavel, que muitas v&es passa despercebido aos principiantrs. 
Se o contato de duas curvas for exatamente de ordem par, isto e, 
se um numero n, par, de derivadas das duas fungoes tiver o mesmo 
valor no ponto era questao, ao passo que as derivadas de ordem (n + 1) 
sao diferentes, de acordo com as formulas anteriormente deduzidas, 
a diferenga f(a + ft) - g(a + ft) tera sinais diferentes para valores nu- 
mcricamente pequenos de ft, positivos ou negativos. As duas curvas 
cortar-sc-ao, pois, no ponto de contato. Este caso ocorre, por exem- 
plo, no contato de segunda ordem, se as terceiras derivadas tiverem 
valores diferentes. Se, entretanto, considerarmos o caso de um con- 
tato de ordem exatamente impar, digamos, um contato comum de 
primeira ordem, a diferenga j{a + ft ) - g{a + ft) tera o mesmo sinal 
para todos os valores numericamentc pequenos de ft, quer positivos, 
quer negativos; as duas curvas, portanto, nao sc certain na vizinhanga 
do ponto de contato. A ilustragao mais simples do que acabamos de 
expor 6 dada pelo contato da curva com a sua Langente. A tangente 
pode cortar a curva somente nos pontos cm que o contato for, no 
minirno, de segunda ordem; efetivamente, ela atravessara a curva nos 
pontos em que a ordem do contato e par, por cxemplo, nos pontos de 
inflexao, onde f" (x) = 0, mas =j= 0. Nos pontos de contato de 

ordem impar, ela nao atravessara a curva. Como exemplos, podemos 
tornar um ponto comum da curva em que a derivada de segunda or- 
dem nao seja nula, ou a curva y — ra 4 na sua origem. 

2. O circulo de curvatura como cireulo osculador. 

0 conceito de curvatura de uma curva y = f(x), quando encarado 
sob este ponto de vista, ganha novo significado intuitivo. Por um pontc 
da curva, definido pelas coordenadas x = a, y — ft, passa uma infini- 
dade de circulos que tocam a curva neste ponto. Os centros de tais 
circulos estao sobre a normal a curva, e a cada ponto da normal cor- 

(i) O fato da ordem de contacto de duas curvas sec uma rclacao puramente geocnAtrlca. aSo 
afetada pela mudanca dos eixos coordenados, pode ser f&cilrucnte coooprovado por mcio das formulas 
referetitea & mudanQa dos eixoa. 


f i v- ;i 

I m j 

’ M- * x 
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responde justamente um circulo tangente. Podemos esperar que, por 
uma escolha apropriada, possamos estabelecer um contato de segnnda 
ordem entre a curva e o circulo. 

Com efeito, sabemos do cap. Y (pag. 283) que, para o circulo de 
curvatura no ponto x ~ a, cuja equagao e, digamos, y — g{x), nao so- 
mente temos g(a) = f(a) e g'(a ) = f (a), mas tambem g"{a) 

Logo, o circulo de curvatura e, ao mesmo tempo, o circulo oseulador 

no ponto da curva em discussao; 



isto e, ele e o circulo que tern um 
/ \ contato de segunda ordem com a 

/ \ t curva, no ponto considerado. No 

I caso limite de um ponto de infle- 

\ v xao, ou, em geral, no de um ponto 

v / no qual a curvatura seja nula e o 

raio de curvatura infinito, o cir- 
culo de curvatura transform a-se na 
cT ^ tangente. Nos casos comuns, ou 

Fig. 2. — Circulo oscnlador Se J a - TUaildo O COntatO «So 6 de 

ordem superior a segunda, o cir- 
culo de curvatura nao so toca a curva, mas tambem a atravessa (fig. 2). 

3. Teoria dos ma.vimos e minimos. 

Como vimos no cap. HI (pag. 161), um ponto x — a no qual 
j’{a) — 0 representa um maximo da fnngao fix) se /"(a) for negativa, 
e um minimo, se /"(a) for positiva. Estas condigoes sao, portanto, 
suficienles para que ocorra um maximo ou um minimo. Entretanto, 
elas nao sao, de modo algum, necessarias; no caso em que J"(a) — 0, 
apresentam-se tres possibilidades: a fungao pode ter um maximo no 
ponto em questao, pode ter um minimo, ou podc nao ter maximo nem 
minimo. Exemplos destas tres hipoteses sao dados pelas fungoes 
y — — £ 4 , y = x*, e y — z 3 , no ponto x = 0. 0 teorema de Taylor nos 
permite dar, imediatamente, urn enunciado geral das condigoes sufi- 
cientes para a existencia de um maximo ou de um minimo. Necessita- 
mos, apenas, desenvolver em serie a fungao /(a + h), segundo as po- 
tencias de h. O essencial sera, portanto, determinar o primeiro termo 
que, contendo uma pot^ncia par de h nao se anule, ou uma potencia 
Impar. No primeiro caso teremos um maximo ou um minimo, conforme 
o coeficiente de h seja negative ou positivo. No segundo caso havera 
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uma tangente inflexional horizontal, sem maximo nem minimo. 0 Iei- 
tor podera completar o raciocmio sozinho, langando mao da formula 
do resto 


Exbhplos 

1. De que ordem e o contato das curvas y = e I ey = l+ i + ^ sen 2 x no 
ponto x — 0 ? 

2. De que ordem e o contato de y = sen 4 x e y — tg 4 x no ponto x = 0 ? 

3. Determinar as constantes a, b, c, d de sorte que as curvas y — e 
y = a cos x -f- b sen x -J- c cos 2x + d sen 2x tenham contato de 3. a ordem no 
ponto x — 0. 

4. De que ordem sao os contatos das curvas 

x 3 + y 3 = xy, 

nos seus pontos de intersegao ? Construir as curvas citadas. 

5. Qual e a ordem de contato das curvas 

x* + y 2 = y, i 2 =* y 

nos seus pontos de intersegao ? 

6. A curva y = f(x) passa pel a origem 0 e toca o eixo dos x era 0. Mostrar 

x 2 

que o raio de curvatura da curva no ponto O e dado por p = lim — . 

*-*0 2y 

7. * Seja K um circulo que toca uma curva dada num ponto P e que passa 
por um ponto Q, vizinho da curva. Mostrar que o limite do circulo K, quando 
Q -* P, e o circulo de curvatura da curva no ponto P. 

8. * Designemos por R o ponto de intersegao das duas normais a uma curva 
dada, tiradas pelos pontos vizinhos PeOda propria curva. Demonstrar que, quando 
Q P, R tende para o centro de curvatura da curva relativo ao ponto P. (O centra 
de curvatura e a intersegao de normais vizinhas.) 

9. * Demonstrar que a ordem de contato de uma curva com o sen circulo 
osculador, nos pontos em que o raio de curvatura e maximo ou minimo, e, ao me* 
nos, a terceira. 

10. Determinar os maximo e minimo da lungao y — e -1 /* 2 . 

P) A condigao necess&ria e sufieiente jft estabeleeida (pag. 161), entretanto, 6 mais convcniente 
nas aplicagoes, a saber: Desde que a primeira derivada J'(x) se anule sbmentc em um numero fin-ito 
de pontos, a condigao necess&ria e sufieiente para que ocorram mdximos ou minimoa, em um desses 
pontos, k que a primeira derivada f '(x) mude de sinal ao passar pelo ponto. 
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APENDICE AO CAPITULO YI 

1. ExEMPLO BE FUTN'gOES QXJE NAO ADMITE 1 I DESENV OLV IMENTO 
SEGUNDO A SERIE DE T.AYLOR 

A possibilidade da representacao de vi m a fungao pela serie de Tay- 
lor, com urn resto de ordem ( n + 1), depende, essencialmente, da de- 
rivabilidade da fungao no ponto considerado. Por tal razao, a fungao 
\og x nao pode ser representada por uma serie de Taylor segundo as 
potencias de x, o niesmo acontecendo com x, cuja derivada e infi- 
nita em x — 0. 

Pai'a que a fungao possa ser desenvolvida segundo a serie injinila 
de Taylor, e preciso que lodas as suas derivadas existam no ponto em 
questao; esta condigao, entretanto, nao e, de forma alguma, suficiente. 
Mesmo fuiK'oes para as quais existam tddas as derivadas e sejam con- 
tinuas nuni determinado intervalo, podem nao permitii' o seu desen- 
volvimento segundo a s6rie de Taylor, isto e, o resto R n do teorema 
cle Taylor pode deixar de tender para zero quando n crescer, por me- 
nor que seja o intervalo em que quisermos desenvolver a fungao. 

0 exempio mais simples deste fenomeno e oferecido pela fungao y —j (x) — e-m 3 
para x AO, f(0) = 0, que ja foi estudado no apenclice do cap. Ill (pag. 196). 
Esta fungao, com lodas as suas derivadas, e contmua em cada intervalo. mesmo 
em x = 0, e vimos que, neste ponto, todas as derivadas se anulam, ou seja,/ ttt) (o) = 0 
para qualquer valor de n. Logo, no teorema de Taylor, todos os coeficientes do 
polinfunio de aproxirnagao se anulam, qualquer que seja o valor atribuldo a n. 
Em outras palavras, o resto a igual a propria fungao e, portanto, exceto quando 
x = 0, nao se aproxima de zero a meclida que n cresce, visto a fungao sev positiva 
para qualquer valor de x, diferente de zero. 


2. Demonstbaqao de que o numero e e irracional 

Da formula e = 2 4- — - A . . . 4 ~ + e° deduzimos irnediatainente 

2! nl (n -f 1)! 

que o nuruero e e irracional. Se o contrario fosse verdadeiro, ou seja, se e — p/q, 
onde peg representam inteiros, poderfamos, certarnente, escolher n maior do que q . 

J) I 

Neste caso, n!e = n! - seria um inteiro. Por outro lado, n\e = 2 n\ 4 (* ... 4~ 

q 21 

n! 1 e s 

— H r~r e °’ e como e 6 < e < 3, devemos ter 0 < • 

" ! " + 1 n + 1 


< 1. Logo, o iuteiro 
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Uma vez que [ x | < 1, o ultimo fator nao podera exceder a constante 
K , independents de n. Da inesma forma, (1 - 0)/( 1 - 9 \ x j ) < 1. Como 
ja o fizemos, escreveremos novamente 6 = [ | a | ] + 1, vindo, entao, 

|R„(a:)! 3 > ^ + fe ) 

= (6^iji (n+ b ^ 1 l x l" +1 - 

que se aproxima de 0 quando n cresce. 

Assim, em qualquer caso, quando [ x \ < 1, o resto tende para zero 
& medida que n cresce, justificando o desenvolvimento do § 3 (pag. 330). 


■t. Zeros e otfinitos das funcoes. Simbolos indetebminaeos 

A serie de Taylor para uma fungao, na vizinhanga do ponto x — a, 
nos permite caracterizar o comportamento da fungao nas proximida- 
des do ponto referido, da forma seguinte. Dizemos que f(x) lem urn 
zero, precisamenie de ordem n, ou se anula, exalamenie, na ordem n, no 
ponto x = a, se j{a) - 0, f'(a ) = 0, /"(a) = 0, . . ., / (n-1) (a) = 0, e 
/ w (a) 0. Admitiremos, aqui, que na vizinhanga do ponto, a fungao 

possui, no mmimo, derivadas continuas ate a ordem n, Pela definigao, 
podemos escrever a serie de Taylor para a fungao dada, na vizinhanga 
do ponto considerado, sob a forma 

f(a+h) = h - /?(/,) 

rc! 


na qual o fator F(h) tende para um limite diferente de 0, a saber, f in) (a), 
a medida que A- 0. 

Se a fungao <t>{x) for definida em todos os pontos da vizinhanga de 
x — a, exceto, talvez, no proprio ponto x — a, e se 


<p(x) 


m 

»(*)’ 


cm que o numerador nao se anula no ponto x = a, mas o denominador 
possui um zero de ordem v, diremos que a fungao <t>(x) fica i nfinila de 
ordem t no ponto x = a. No caso do numerador tambem possuir um 
zero de ordem p no ponto x = a e, alem disso, se p v, diremos que 
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a fungao possui um zero de ordem 0* - v ) neste ponto, ao passo que, 
se n < v, a fungao tera um infinito de ordem (r - n). 

Todas estas definigoes concordam com as convengoes ja estabele- 
cidas (cap. Ill, § 9, pag. 194) relativameute ao comportameuto das 
fungoes. A fim de precisarmos estas relacoes, desenvolveremos tanto 
o numerador como o denominador pelo teorema de Taylor, empre- 
gando a formula de Lagrange para o resto. A fungao assumira, pois, 
a forma 

Ka+k) vlh'JM (a + Sh) 

* ia + k) = g{a + T) = Jd h’ gM(a + M)' 


cm que 5 e fij sao dois numeros situados entre 0 e 1 e os fatdres pelos 
quais se multiplicam e h"jv\ nao tendem para zero quando h o faz, 
visto lies se aproximarem dos limites (a) e respectivamente, 

que sao diferentes de zero. Se n > i>, teremos 

vl J^>(a) 

lim <p(a + h) = lira — h » " — . . = 0. 

h-o om (a) 


A expressao consequentemente, se anula na ordem fi-v. Se v > n, 
vemos logo que <t>(a + b ) torna-se infinita de ordem v-g quando A- 0. 
Se p = v, obtemos a equagao 


Um <f>(a + h) = 
*-.0 


/ M (a) 

9 u Xa-)’ 


Podemos traduzir as ultimas equagoes do modo seguinte: se o nu- 

f(x) 

merador e o denominador de uina funcao *(x) = -tt se anularem 

9W 


ambos em x = a, e possivel determinar-se o limite quando x — a, deri- 
vando o numerador e o denominador igual numero de vezes ate que 
uma, ao menos, das derivadas seja diferente de zero. Se tal suceder 
simultaneamente, tanto para o numerador como para o denominador, 
o Hmite procurado e igual ao quociente das duas derivadas. Se obti- 
vermos uma derivada diferente de zero no denominador, antes que no 
numerador, a fragao tende para zero. Se acharmos uma derivada dife- 
rente de zero no numerador, antes que no denominador, o valor abso- 
lute da fragao ultrapassa qualquer limite, tendendo para o infinito. 
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Obtivemos, assim, uma regra para avaliar os denuminados simbo- 
los indeterminados 0/0, assunto desenvolvido com extensao exagerada 
em muitos compendios de calculo diferencial e integral. Na realidade, 
trata-se unicamente de determinar o valor-limitc de um quociente era 
que tanto o mimerador como o denominador tendem para zero. A 
expressao “sunbolo indeterminado”, usualmente empregada, e confusa 
e vaga. 

Podemos atingir os resultados estabelecidos, seguindo raciocmio 
diferente, baseando a demonstragao no teorema generalizado do valor 
medio (1> , em vez de no teorema de Taylor. Teremos, pois, se g' (x) 0, 

f(a + k) - /(a) _ 

g(a + hi) - g(a) g' (a + eh)' 

onde 6 e o mesmo, tanto no mimerador como no denominador. Logo, 

o 7 

em particular, quando f(a ) = 0 = g(a), 

f(a ± h) = f(a+ 6h) 
g{a -f h) g'(a ~f Bh)‘ 

Neste caso, 9 e um valor contido no intervalo 0 < 6 < 1, e se fizermos 
k — 6h, vira 

/(q + h) / / (a + fe) 

g(a h) h™ g' {a + k)' 
supondo-se que o limite da direita exista. Se 

f (a) = 0 * g' (a), 

podemos operar da mesma forma, ate chegarmos a um mdice para o 
qual nao se verifique mais (a) = 0 = g Cw (a). Entao, 

f(a+h) fM(a + l) 

£5 g(a + h) _ IS gU<fi + iy 

em que tambem incluimos o caso em que ambos os merabros tern li- 
mite infiuito. 


(‘) £ste mfttodo para estabelecar a regra apresenta a vents gem de nao recorrer, de modo algunr, 
ft exlslencia da dcrivada no propria ponto i =» a. A 1 em disso, ale inclui o caso em que <t>(x) ft definido 
ooineote para x fe a, de sorts que a passagem ao limite x -r> a ou h -■> 0 se faz, apenas, de um lado. 
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Como exemplos considercraos 
sen x 1 - cos x 


x" tg x 


log(l +2)’ Vl - x a - 1 


quando x -*■ 0. Tercmos 


sen x cos 0 1 - cos x sen 0 

lim =s — 1; Inn — — — - = — • - — 0: 

x — OX 1 a— 0 X 1 

e 2x - 1 . 2e 2x 

lim = lim ~ 2: 

X o log (1 + x) J -* o 1/(1 + x) 


X 2 tgx 

Inn 

• - 0 V 1 - X 2 ~ 1 


— lim 


2x tg x + x 2 /c o s 2 x 


= - lim ( 2 tg x + — - — ) V 1 
x o V cos 2 xJ 


x 2 = 0. 


Mais adiante veremos que outras expressoes comumente cliamadas indeter- 
minadas podem tambem ser reduzidas ao caso que esturiamos. Por exemplo, o 
11 

limite de quando x -* 0, sendo a diferenca de duas expressoes que se tor- 

sen xx 

nam ambas infinitas, e uma “forma indeterminada ”de a> - co. Entretanto, fazen- 
do-se a transformagao 

1 _ 1 __ x — sen x 

sen xx x sen x 

chegamos logo a uma expressao cujo limite, quando x -» 0, e determinado pela regra 
ja conhecida, a saber 

1 — cos x sen x 

lim = lim = 0. 

t->oi cos x 4- sen x x -> o 2 cos x — x sen x 

Exemplos 


Estabeleccr os limites dos exemplos 1 a 12: 


1. lim — — — 

x — ■ > a X ~ CL 


2. lim 


x — senx 


x— >o x 


7. litn ( — 

X -> 1 Vx 2 - 1 X - 1 J 

8. lim (— 1 — Y 

x -> 0 Vsen- x x 2 J 


3. lim 

x — ► 0 


24 — 12x 2 + x 4 — 24 cos x 
(sen x) 6 


9. litn x Se0 *. 

j* 0 


4. lim - — — . 

x — ► o sen x 

arc sen x 

5. lim —— — 

X • — ► o cc 

tg 5a: 

6. lim - — , 
X— »/2 tgx 


10. lim (1 -{- x) 1,x . 

x — • 0 

e 2x - 1 

11. lim . 

X -» 0 log (1 + x) 

X tg X 

12. lim 7 — — — 

x-0 V 1 - X 2 - 1 


13. Demonstrar que y — (x 2 ) 1 , y(0) = 1 c contfnua no ponto x = 0. 


Capitulo VII 






Todo aquele que deva utilizar a analise como instrumento para 
investigagao de fenomenos fisicos e tecnicos se defronta com a seguinte 
questao: — se, e de que modo, a teoria se adapta, a fim de que dela 
resultem metodos praticos e usuais para a resolugao dos caJculos nume- 
ricos efetivos. Mesmo do ponto de vista do teorista, que queira, apenas, 
estabelecer as relagoes existentes entre os feaomenos uaturais, nao se 
interessaudo, propria men te, pelos seus detalhes, esta questao e da rnaior 
importancia. Para o estudo sistematico dos metodos numericos, ha 
compendios especializados, aos quais remetemos o leitor (1) . Aqui nos 
limitaremos a discutir alguns pontos de particular interdsse, os quais 
estao mais ou menos relacionados intimamente com as ideias prece- 
dentes. Chamamos especialmente a atengao para o fato fundamental 
de que a significagao de um caleulo aproxiinado nao e precisa, a menos 
que seja seguida da avaliagao dos erros ocorrentes, isto e, a menos 
que seja acompanhada do couhecimento do grau de exatidao atingido. 

1. Integra, g; ao numeric a 

Vimos que mesmo fungoes relativamente simples nao podem ser 
integradas em fungoes elementares, e que seria de todo futil querer 
fazer com que esta meta inatingivel constituisse a finalidade do calculo 
integral. Por outro lado, a integral definida das fungoes continuas 
existe, e esta existencia cria o problema da determinagao dos metodos 
convenientes para calcula-las numericamente. Discutiremos somente 

( l ) Wbittakar e Robinson, The Calculus oj Observations (Blaokie and Sons, Ltd., 1929). 
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os mais simples e logicos dos metodos, com o auxilio da intuigao geo- 
metrica, e consideraretnos. depois, a avaliagao dos erros. 

Nosso objetivo e, portanto, calcular a integral / =* J /( x) dx, onde 

a e menor do que b. Imaginemos o intervalo de integragao dividi- 
do em n partes iguais, de comprimento h ~ (b - a)fn, e designemos 
os pontos de subdivisao por x 0 = a, xi — a -f- h, . . . , x n — 6; sejam/o, 
fi, ■ ■ ■ , In, os valores da fungao nos pontos de divisao, e semelhante- 
mente, /i, 2 » / 3 / 2 , . . • , f&n-u/z, os seus valores nos pontos medios dos 
subinter valos. Interpretemos a integral como uma area, e cortemos a 
regiao sob a curva em faixas de largura h, de maneira usual. Devemos, 
entao, obter uma avaliagao aproximada para cada uma das faixas da 
area assim subdividida, ou seja, das integrals 


L 


-I. 


x M +h 

f(x) dx. 


1. Regra do retangulo. 

0 metodo mais simples e menos preciso para se calcular I de uma 
maneira aproximada, esta diretamente relacionado com a definigao de 
integral. Substitui-se a area da faixa I v pelo relangulo de Area /A 
obtendo-se a expressao aproximada ® 

I — Kfo + /i + • • ■ + fn-l)- 


2. Formulas do trapAzio e da tangente. 

Obteremos a aproximagao mais elevada, sem maior trabalho, se 
substituirmos a area da faixa I,, nao pela area retangular mencionada, 
mas pelo trap&zio de superficie (/„ + /„ +1 ) h, indicado na figura 1. 
Teremos, entao, para tod a a integral, a expressao aproximada 

h 

I ~ h ill + fa + • • • + fn.- 1 ) + 2 (/« + /«) 

( fdrmula trapezoidal), visto que, quando se somam as areas dos trape- 
zios, cada valor da fungao, exceto o primeiro e o ultimo, sao conside- 
rados duas v§zes. 


t 1 ) 0 3ioal — sign if tea: “6 apeoximademonte igua 





Pela regra de Simpson chegamos, com pouco mais trabalho, a re- 
sultados numericos geralmente muito mais exatos. Esta regra consistc 
em calcular a area /„ + I P +i da dupla faixa situada entre as abscissas 
x = . t: p e x — x p + 2h = x v+2 , considerando o limite superior, nao mais 
uma linha reta, como nos metodos anteriores, mas sim como uma 
parabola. Para fixax ideias, diremos que a referida parabola passa pelos 
trespontos da eurvacom abscissas x„, x,+i = x, + h, e x t , +2 -x i ,+2h 
(fig. 2). A equa^ao desta parabola e 

f . , .fy + l~fv 

y J v i {$ ™ *£#0 

, (* - **) (Z-X,- h) /„+, - 2f, +t + f. 

+ - - 
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(0 leitor pode verificar por substituigao due to. qae, pat*a os tres valores 
de x em questao, esta equagao fornece os valores correspondentes de y, 
a saber,/,,, /„+i, e/„ + 2 , respectivamente), Integrando-se estepolindmio 
do segundo grau entre os limites r,ei, + 2 h, obteremos, apos simples 
transformagoes, a seguinte expressao para a area sob a parabola: ' ' 



h 

* IJ {Sv + 4 /^ + 1 + /„ + 2)* 



Esta formula represents a aproximagao requerida para a area da faixa 

I, + Iy + 1 • 

Se admitirmos que n = 2m, isto e, quo n e um numero par, obte- 
remos a regra de Simpson, pela soma das areas das Faixas considsradas: 


4 h 

l ~ ill + h • + fhn-l) 

2h h 

+ Y ( J 2 + /* + ■ • ■ + Jim-2) + C/o + /am)* 


| 


i 

< 

1 


I 

I 

| 

1 










?£1 l 

I.! I 
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4. Exemplos. 
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r 2 rf 

Apliquemos os metodos expostos ao calculo de log 2 = / — . Dividiado-se 

J 1 x 

o inlervalo compreendido entre 1 e 2 em dez partes iguais, h sera igual a 1/10, e, 
pela formula dos trapezios, obtemos 



Xl = 1,1 

/i = 0,909 09 

w 

r—< 

11 

U = 0,833 33 

23 — 1,3 

fa = 0,769 23 

H 

i ** 

II 

/. « 0,714 29 

25 = 1,5 

fs = 0,666 67 

2 g — 1,6 

/» = 0,625 00 

27 = 1,7 

/r = 0,588 24 

23 = 1,8 

fs = 0,555 56 

2» = 1,9 

fs = 0,526 32 


Soma = 6,187 73 

25 - 1,0 

= 0,5 

210 = 2,0 

y 2 f lB = 0,25 


6,937 73 X V» 
log. 2 = 0,693 77 


fete valor, como era de prever, e grande demais, visto a curva ter o seu lado 
convexo voltado para o lado dos x. 

A regra da tangente da os valores 



to + l /$h — 1,05 
Xl + y 2 h = 1,15 
x 2 + y 2 h = 1,25 
xa + *Ah = 1,35 
x* + Mh = 1,45 
as + 'Ah = 1,55 
sc« -J~ yh — 1,65 
X7 + y 2 h = 1,75 
Xa -f* yh — 1,85 
at. + V 2 h = 1,95 


j 1,2 = 0,952 38 
./a, 3 = 0,869 57 

y 5/2 = 0,800 00 

J V 2 = 0,740 74 
/.,3 = 0,689 66 
/ii, 2 = 0,645 16 
Jins = 0,606 06 
}u, 2 = 0,571 43 
jivz = 0,540 54 
/i./a = 0,512 82 


6,928 36 X »/„ 
log. 2 = 0,692 84 


Devido & convexidade da curva, este valor 6 pequeno demais. 



5. Avali a^ao do erro. 

Quando as derivadas da funcao f(x) forem conhecidas em todo o 
intervalo de integragao, k facil calcular, aproximadamente, o erro come- 
tido com o emprego dos metodos de integragao propostos. Tomemos 
Mi, M 2 , . ■ ■ como limites superiores do valor absolute das derivadas 
de primeira, segunda, . . . ordens, respectivamente; isto e, suponhamos 
que, em todo o intervalo, | / w (a :) j < M„. As formulas para avaliagao 
dos erros sao, entao, as seguintes: 

Para a regra do retangulo: 

1 »-i I 1 1 

j I v - hf v | < - Mi h 2 ou I - h 2 /, < - Minh 2 — ~ Mi (6 - a)h. 

J/ = o [ £ 

Para a regra da tangente: 

M 2 n- ' 1 | M 2 

I h - hfp+x i < ou I I ~ h p 2 /'+X < 24 ^ “ a ^ 2 - 

Para a regra do trapezia: 

I h M 2 

j dv _ 2 (/» + / »+i) < h 3 . 

Para a regra de Simpson: 

h Mi 

I r + Ip+i - j if* + 4/, + i + ./ „+ 2 ) < — A s . 






■a 
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Das duas ultimas formulas deduzimos tambem expressoes para a ava- 
liagao de toda a integral I. Vemos que a regra de Simpson apresenta 
um erro de ordem muito mais elevada do que o cometido com o em- 
prego dos outros metodos, na avaliagao da integral. Quando A / 4 nao 
for demasiado grande, esta regra e muito vantajosa para os calculos 
praticos. Para nao fatigar o leitor com os pormenores das demonstra- 
goes dessas estimativas, que, alias, silo extremamente simples, apre- 
sentaremos somente a demonstragao da formula da tangente. Para tal, 
desenvolveremos a fungao f(x), na faixa de ordem (v -(- 1), pelo teo- 
rema de Taylor: 

f(x) = f,+x + (x - x, - 2 Jf r \ x ' + 2J + 2 V ~ X ’ “0 


onde £ e um determinado valor intermediario na faixa. Se integrar- 
mos o segundo rnembro no intervalo x r ^ x Ss x, -T h, a integral do 
termo intermediario sera zero. Logo, 



AV h* 

-y * = 2? 



corno pode ser verificado com facilidade, seguindo-se imediatamente 
que 


/ * Xi,+h 

J 

Xv 


f{x) dx - hf,+M 


< Ms 


V 

24’ 


ficando assim demonstrada a nossa assergao. 


Exemplos 



7r r 1 1 

1. Calcular v empregando a formula — — / dx, 

'4 Jo l+i’ 

(a) usando a formula dos trapezios com h = 0,1; 

(&) usando a regra de Simpson com h = 0,1. 


2. Calcular 


r 

J 0 


3. Calcular 


f l 

■I 0 


e-z a dx com Srro inferior a 1/100 (ver pag. 496). 


1 

: numericamente, com 6rro inferior a 0,1. 

VI +- x* 




i 
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2. ApT.TCACOES DOS TEOREMAS DO VALOR MEDfO E DE Ta'iT.OR. 

CALCULO DOS ERROS. 

1. “Calculo dos erros"’. 

As aplicagoes do teorema do valor medio, ou, mais geraJmente, do 
teorema de Taylor, com resto, ou finalmente, da serie infimta de Tai- 
lor, apresentam-nos calculos numericos de tipo completameate difc- 
rente. Como aplicagao, embora simples, porem, de grande imports:! cia 
na pratica, estudareinos o calculo ou a avaliagao dos erros. Esla ope- 
ragao e baseada na ideia — fundamental do calculo diferencial — 
de que uma fungao fix) que A derivada urn numero suficiente de 
vezes pode ser representada, na vizinbanga de urn ponto, por uma 
fungao linear, com erro dc ordem menor do que a primeira; por uma 
fungao quadratica, com erro de ordem inferior a segunda, e assLrn 
sucessivamente. Considcremos a aproximagao linear da fungao y~f(x). 
Se y 4- Ay = fix + Ax) = f{x + A), teremos, pelo teorema de Taylor, 

Ay = hf Or) 4- 

onde | = x 4“ 9h (0 < 6 < 1) e um valor intermediary, qae nao pre- 
cisa ser conhecido com mais exatidao. Quando h — Aac for suficiente- 
mente pequeno obteremos, como aproximagao pratica. 

Ay = hf'(x). 

Em outras palavras, substituimos o quociente das diferengas pela deri- 
vada que lhe e praticamentc iguai, e o acrescimo sofrido por y pela 
equagao linear em h, aproximadamente iguai. 

Efetuamos esta transformagao, evidente por si meama, com prupu- 
sitos praticos, como veremos a seguir. Supoubamos duas quantida- 
des ffsicas x e y ligadas pela relagao y =/( x). 0 problems que se 
apresenta consiste em saber qual o efeito que uma imprecisao na 
medida de x acarreta sobre a delcrminagao de y. Como, em lugar 
do “verdadeiro” valor de x, empregamos o valor impreciso x +- h, 
o valor de y difjrira do seu verdadeiro valor, y = fix), da quantidade 
Ay = fix 4- h) —f(x). 0 erro e, portanto, dado, aproximadamente, pela 
relagao acima. 
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Alguns exemplos pcrmitirao urn melbor entendimento destas relagoes. 

Ex. 1. Galvanometro tangential. Na determinagao da corrente por meio do 
galvanometro tangencial usamos a formula y = c tg a, onde a e o Sngulo de de- 
flexao da agulha magnetica, c a constante do aparelho, ey* / a intensidade da 
corrente, Temos 


dy _ c 
da cos 2 at 

c 

e portanto, Ay ~ Aa. 0 erro percentual cometido na medida e dado poi 

cos 2 a 

lOOAy lOOcAct 200 
y a cos 2 a tg a sen 2a 

Vemos, assim, que a precisao alcanga seu valor maximo, isto e, para uni dado 
erro na leitura do angulo, corresponde o menor erro possivel na determinagao da 
corrente, quando a = jt/ 4 ou 45°. 



Em particular, suponbamos que seja possivel efetuar a leitura da graduagao do 

galvanometro tangencial a menos de meio grau; entao | A a | em radianos <]/>>'- 

1,745 ,1 

X 0,017 45..., sendo o erro percentual . Se a leitura for 30°, sen 2a = V 3 = 

RP11 9.sv 


~ Vi X 1,732 05..., e o erro percentual sera menor do que 2 X que da, aoro- 

1,732 

ximadamente, 2%. 

Ex. 2. Suponhamos que os lados b e c do triangulo ABC (fig. 3) foram medidos 
precisamente, ao passo que o angulo a — x e determinado com um erro | Ax | < 6. 

Entre que limites de erros ficara o valor y = a = \b- -|- c 2 ~ 2 be cos a ? 

Temos 


A a = - be sen a A«; 
a 

„ . , , lOOAa 1006c 

o erro percentual e, portanto, — sen aAa, Se, para concretizar, to mar- 

a a 2 


a 
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ruos um caso que ern b ~ 400 metros, c = 500 metros, e a =60°. empregando a 
formula do co-seno, determiDaremos y — a = 458,257 6 metros, e 

200 000 1 

Aa = X ~ ^3 A*. 

458,257 6 2 

Se pudermos medir Ac* com erro inferior a dez segundos de arco, isto e, se 
Ac* = 10" = 484 8 X 10 " s radianos, 
acharemos, na pior das hipoteses, que 

A a ~ 1,83 cm, 

dando um erro percentual de, aproximadamente, 0,004. 

Ex. 3. fiste exemplo ilustra um tipo de aplicagao dos metodos expostos que, 
muitas vezes, evita consideraveis embaragos era problemas de flsica. 

E sabido pela experiencia que se uma barra de ferro tern o comprimento h 
a temperatura 0, o seu comprimento a temperatura t sera l = /o(l -5- at), onde a 
depende somente do material da barra. Vejamos, agora, quantos segundos um 
relogio de pendulo atrasara por dia, se, dando a hora certa a temperatura h, a 
mesma subir para f,. 

O perfodo de oscilagao e dado pela formula 

r dT x 

T(l) - 2 ir 1/ K donde — - 

Vo dl sig 

Logo, se a mudanga de comprimento for &!, a alteragao correspondente no periodo 
da oscilagao serd 

X M 

ITg 

onde h = Ml + rab) e A] = od 0 (t> — h). Este e o tempo perdido em cada oscilagao . 
Num segundo, o atraso sera A TjT ~ Al!2h; logo, em um dia, o relogio atrasara 
43 200Af/ft segundos. 

A, apiicagao dos mdtodos expostos evitou, neste caso, diversas multiplicagoes 
e a extracao de duas raizes quadradas. No processo direto, mais longo, teriamos, 
alem disso, que subtrair T(h) de T(U), cujos valores sao quase iguais, e um pequeno 
erro de calculo acarretaria um erro percentual relativamente grande, no resul- 
tado (’). 

Tanto neste como em outros casos em que a fungao considerada tern varios 
f stores ou expoentes fracionarios, podemos reduzir ainda mais as operates, to- 
mando o logaritmo de ambos os membros, antes da derivagao. No exemplo em 
foco, teriamos 


log T — log 2ir 


1 1 

• - log g -f - log l; 


e, derivando, viria: 


(>) ftste o tnotiYo de serein 09 cAlculos de 6ptica aplicada l3o laboriosoa. 
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dT AT 

Substituindo-se — por — - teremos 
dl A l 

AT _ Al 
2 r ~ 21 ’ 

em coricorclaricia com o resultado preccdente. 

2. Calculo de tt* 

A serie de Gregorio (1) , obtida no capitulo VI, § I (pagina 319), 
ar 111 

7 = l-r-f-^-rd--..., por intermedia da serie da funcao inversa 
4 o o / 

da tangente, nao e adequada para o calculo de i r, devido a lentidao da 
sua convergencia. Podemos, porem, calcular tt com relativa facilidade, 
mediante o seguinte artificio. Partindo do teorema da adigao das tan- 
gentes, temos 

. . tga + tg/3 

t 0 * (<x — 

e, se mudarmos para as fungoes inversas a — arc tg u, (3 — arc tg r, 
obteremos a formula 


a re tg u + arc tg v = arc t 


„Gl±P) 

° VI - my 


U + V TT 

Escollicndo-sc a e v de sorte erne - — 1, obteremos o valor de - 

1 - uv 4 

no segundo membro e, se u e v forem iiumeros pequenos, sera possivel 

calcular facilmente o primeiro membro, por meio de series conhecidas. 

1 1 

Fagamos, por exemplo, u = -•> v = -> como fez Euler; vira, entao. 


TT 

4 


7 = arc tg - -f arc tg-- 


Notando-se, tambem, que(j ^1 teremos 

1 1 I 

arc tg - = arc tg ~ + arc tg -, de sorte que 

r 1 1 

1 = 2 arctg-+ arc tg -♦ 

Empregando esta formula, Vega calculou o numero tt com 140 decimals. 




i 

•j 

Hi 


( l ) Tambem chawada sirie de Leibnil:. 
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A equagao^- + -4- ^1 - — ^ = -> nos proporeiona 

I 1 1 

arc tg - = arc tg - -f axe tg g 

ou 

ST 1 I 1 

= 2 arc tg - + arctg - -f 2 arc tg 
* o t o 

Tal desenvolyimento e extreoiamente util para o caiculo de x por meio 

j,5 

da serie arc tg x = x — — - Substituindo-se x pelos valores 

3 o 

1 1 1 

g> j ou -> obteremos, com ura numero reduzido de termos, urn alto 

grau de precisao, visto que os termos diminuem rapidamente. Pode- 
mos, contudo, efetuar o caiculo ainda mais convenientemente se o ba- 
sear m os na formula 


5-arclg—anstg-^ 


4 arc tg g - arctg^. 


obtida por consideragoes semelhantes as anteriores. 

3. C&lculo dos logaritmos. 

Para o caiculo numerico dos logaritmos transforma-se a serie loga- 
I 1 + x s 3 

rltrnica - log = x + — + ~ + ... (] x \ < 1), onde 0 < x < 1, 

iu . LX <j o 

subslituindo 


1 - x p--l X 2p 2 -l' 


nas series 


log p = -log (p - 1) 4- .log (p + I) + 


2_p 2 - 1 


+ 3 (2p 2 - l) 3 + ‘ ‘ ’ ’ 

em que 2/r - 1 > 1, ou seja, p 2 >1. Se p for um intelro e se p + 1 
puder ser decomposto em fatores menores. esta ultima serie exprime 
o logaritmo de p em fungao do logaritmo de outros inteiros menores 
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e de uma s6rie cujos termos diminuem rapidamente e cuja soma pode. 
portanto, ser calculada com precisao sufieiente, empregando-se apenas 
algumas parcelas. Estas series permitem, pois, calcular sucessivamente 
os logaritmos de qualquer numero primo e, por conseguinte, os de 
qualquer numero, uma vez que ja calculamos o valor do log 2. - 
A precisao com que e calculado o log p pode ser avaliada mais facil- 
mente por meio da serie geometrica do que pela formula geral do resto. 
0 resto R n da serie, isto e, a soma de todos os termos que seguem 
1 

n ( 9 p 2 _ i y ’ ® expresso por 


Rn < 


(n + 2) (2 p 2 - l) n +* 


C 1+ <2 P 2 - i) 2+ (2 P s -ir + •••) 


(n + 2) (2p 2 - 1)» ' (2p- - li- - l’ 
e esta formula nos da imediatamente a estimativa procurada para o 


Calculemos, por exemplo, log, 7, usando os primeiros quatro termos da serie. 
Teremos 

p = 7, 2p J - 1 = 97, 

. 1 , 11 

log 7 = 2 log 2 H — log 3 H 1 1- . . 

D b 2 97 3,97 3 

1 1 

— = 0,010 309 28, = 0,000 000 37, 

97 3,97 3 


2 log 2 = 1,386 294 36, - log 3 = 0,549 306 14; 




Devemos, entretanto, notar que cada uma das quatro parcelas que empregamos 
€ dada com erro inferior a 5 X 10 de modo que a ultima casa do valor do log, 7 
que calculamos acima podera apresentar, no maxi mo, um erro de 2 unidades. 
EfetivAmente, porem, a ultima casa tainbeai esta certa. 
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Exemplos 

1. Para medlr-se a altura de uma colina, observou-se, da plamcie, urr.a torre 
de 100 metros de altura, situada no topo da mesma. O angnlo de clevacao da base 
da torre € de 42° e a propria torre subtende um angulo de 6°. Quais os limites do 
erro cometido na determinagao da altura da colina, se a leitura do Sngulo de 42° 
esta sujeita a um erro de 1°? 

2. C-alcular log, 2 com tres decimals, por meio de um desenvolvirnento em serie. 

3. Calcular log. 5 com cinco decimals, usando os valores de. log, 2 e log. 3 
dados no texto. 

4. Calcular ir com cinco decimals exatas, usando qualquer das formulas da 
subsegao 2 (pags. 352, 353). 


3. RESOLUglo NUMERIC A. DE EQUACOES 

Para coacluir, acresccntaremos algumas observagoes sobre a reso- 
luQao nil rn erica da equaguo fix') = 0, onde fix) nao e, necessariamente, 
um polinomio (1) . Qualquer mctotlo numerieo desta especie tem sen 
ponto de partida imma aproximagao conhecida, xo, de uma das raizes 
e depois melhora cada vez mais esta aproximagao. Como foi determi- 
nada esta primeira aproximagao para a raiz em aprego, e o grau de. 
aproximagao da mesma, nao interessa especialmente. Este primeiro 
dado pode ser obtido grosseiramente, ou melhor, pode ser medido no 
grafico da fungao y = fix), cuja intersegao com o eixo dos x da a raiz 
procurada (naturalmente, com um erro que depende da escala e da 
precisao do desenho). 

1. Metodo de Newton. 

0 processo que vamos expor, eriado por Newton, e baseado no 
princlpio fundamental do calculo diferencial — a substituigao da curva 
por uma reta, a tangente, na vizinhanga imediata do ponto de con- 
tato. Se tivermos um valor aproximado x 0 para uma das raizes da 
equagao f(x) = 0, consider aremos o ponto sobre o grafico da fungao 
y = /( x ), cujas coordenadas sao x = x o, y = /(%)• Queremos determi- 
nar a intersegao da curva com o eixo dos r; como aproximagao deste 
valor, acharemos o lugar em que a tangente, no ponto x — ar 0 , y = f(x o). 


(l) Aqui, naturalmente, nos ocuparaos sdmealc com a doterininacao das ratecs rcaia de/{a?) ** 0. 


Ml 

"■§ t 





356 METODOS NUMERICOS [Cap. 


corta o eixo dos x. A abscissa Xi da intersegao da tangent e corn o eixo 
dos x representara nova, e sob certas circunstancias, melhor aproxi- 
magao do que x 2 , para a raiz proeurada. 

Em virtude do significado geome- 
trico da derivada, a figura 4 da ime- 
diatamente 

f{Xo) ft 

^ =/ w - 


Desta obtemos a formula para o calculo 
da nova aproximagao x\ 



Fig. 4. — Mctodo das aproximacoea 
de Newton 


Zl = 20 - 


/Oo) 
f (aro) 


Se, por este processo, acbarmos uma aproximagao melhor do que Xo, 
repeti-lo-omos para determinar x 2 e, assim, sucessivamente. Se a curva 
liver a forma indicada na figura 5, estas aproximagoes tendem, cada 
vez rnais, para a sclugao exata. 



Fig. 5 

A utilidade deste processo depende, essencialmente, da natureza 
da curva y *= f(x). Na figura 4 vemos que as avaliagoes sucessivas 
convergem, com precisao cada vez maior, para a raiz proeurada. Isto 
se deve ao fato da curva ter a sua convexidade voltada para o eixo 
dos x. Vemos, porem, na figura 5, que se o valor original de x 0 for 
escolliido de maneira inadequada, a construgao nao conduzira, em ab- 
solute, a raiz que procui'amos. Concluimos, dal, que o emprego do 
metodo de Newton exige o exame de cada caso individual, para ser 
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determinado o grau de precisao com que se resolveiu real nrente, a 
equegao. Voltaremos a este assunto na pagina 359. 

2. Regra de falsa posigao. 

0 metodo de Newton, no qual a tangente a curva desempenha 
papel decisivo, nao e mais do que o caso limite de um metodo mais 
antigo, conhecido como a regra de falsa posigao, no qual se emprega 


a secante em lugar da tangente. Supo- 


nhamos conhecidos os dois poutos fa, y 0 ) J 
e fa> yi)> na vizinhanga da intersegao 


procurada, com o eixo dos x. Se subs- 
tituirmos a curva pela secante que liga 


os dois pontos, a intersegao desta linha q 
com o eixo dos x sera, sob certas circuns- j 

x, // ; v 

' /A x ° r 

tancias, uma aproximagao salisfatbria 
da raiz quo procuramos. Designando-se 1 

Jp, 

por £ a abscissa dSste ponto, teremos 
a equagao 

£ - x 0 t - xi 

fix o) fix i) ’ 

Fig, 6. — Regra dti falsa pusl^-ao 


doude se Lira o valor de £: 

_ “ x \- fix n) 

f “ /fa)'- /fa) 

_ Xpfjx i ) - x„ /fa) + :r 0 /fa) - ir L /(. ro) 
fix l) - fix o) 

/fa) 

011 ? 2:0 [/fa)-/fa)]./fa-K o)‘ 

Esta formula, que estabelece a aproximagao £ a parlir de x 0 e de r lt 
e denominada regra de falsa posigao. Podcmos eniprega-la, vantajosa- 
mente, quando um valor da fungao e positivo e o outro negativo, como, 
por exemplo, na fig. 6, em que y 0 > 0 e jq < 0. A rcpetigao do processo 
conduzira sempre ao resullado procurado, se, em cada passo, empre- 
garmos um valor positivo e outro negativo da fungao, entre os qiiais 
fica situada, necessariamente, a raiz que buscamos. 
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A regra de Newton, como ja dissemos, decorre da regra de falsa 
posigao, como caso-limite, quando x± tende para x 0 , visto o denomina- 
dor do segundo termo do segundo membro tender para/' (r 0 ), quando 

•El *2^0* 


3. Metodo de iteragao. 

Outro meio de que dispomos para calculax, aproximadamente, as 
raizes da equagao f(x) = 0, e o milodo de ileracao. Fagamos 4>(x) = 
= J(x) + x e escrevamos a equagao original sob a forma x = 
Suponhamos, entao, que f eo verdadeiro valor da solugao procurada, 
e t 0 uma primeira aproximagao. Obtereinos uma segunda aproxima- 
gao xi, fazendo = $(:Zo), uma terceira escrevendo — <j>(x{), etc. 
A. fim de invest igar a convergencia destas diversas aproximagoes, apli- 
caremos o teorema do valor medio. Recordaudo que £ = </>(£), teremos 

I - xi = <*>({) - *(*o) = (i — ar 0 ) 4>'(£) 
onde £ fica entre £ e To- Isto mostra que, se para 
| £ - x | < | £ - x Q ) 

a derivada <!>' (z) for menor, em valor absoluto, do que k < 1, as apro- 
ximagoes sucessivas eonvergirao, visto 

I i - xi | < k [ £ - x 0 |, | £ - x 2 | < k- J £ - xo |, . . 

| £ - z„ | < k n | £ - Xo |, 

e os erros, portanto, tenderu para zero. Quanto menor for o valor ab- 
soluto da derivada <j>' (x) em relagao a £, tanto mais rapida sera a con- 
vergencia. 

Se, na vizinhanga de £, <t>' (x) > 1, as aproximagoes nao tenderao 
mais para £. Podemos, entao, usar a fungao inversa, ou mesmo o se- 
guinte artificio. Estabelecemos a primeira aproximagao x Q e calculamos 
A = /' (xo). Escrevemos, portanto, 

1 

4>{x) = - j/(x) A- x. 

A equagao/(ac) pode ser posta sob a forma x = cj>(x) e <j>' (z) = - -r /' (x) -f- 1, 

Ji. 

com o valor 0 em x = Xq e, portanto, geralmente menor, em valor 
absoluto, do que a constante fe<lse|{-al<||-a;o|. 




4. Exemplos. 

Como exenaplo, vejamos a equaeSo 

/( x) = x 3 — 2x — 5 =0. 

Paraio = 2, tereinos J(x c 'j = - 1, ao passo que, paraii = 2,1, teremos/fn,) = 0,061. 
0 metodo de Newton nos da 

f(x.) 0,061 

x , = z. - - - = 2,1 = 2,1 - 0.005 431 = 2,094 569. 

a ' J'M 3(2,1)= - 2 
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Para avaliar o erro deduzimos da expressao (a) que <p"(x) vale aproximado- 
meate 1 e. com certeza, menos do que 2, perto de x = 2. Alem disso, o erro da 
primeira ayroximagao e menor do que 1/160, pois a secante que une os p mtos 
i = 2, y = -lei = 2,1, y = 0,061, corta o eixo dos x numa distancia inferior 
a 1/160 do ponto x = 2,1 e a curva, que se desenvolve acima da secante, deve cor- 
ta-lo ainda mais proximo de 2,1. Assim, o erro ( ! ) da segunda aproximagao sera 
menor do que 


1 2 
2 ' (160)- 


1 

23 600 


< 0,000 04. 


Se £ste gTau de precisao ainda nao for sufidente, podemos repetir o processo, 
calculando j(x a ) e j'(x 2 ) para x 2 — 2,094 569, obtendo a terceira aproximagao z 3 

1 

oom erro menor do que < 0,000 000 002. 

(25 600) 2 

Como segundo exemplo, resolvamos a equagao J(x) — x log l0 x-2 = 0. Teremos 
R3) = -0,6 e /( 4) = + 0,4, empregando, portanto, r 0 = 3,5 como primeira apro- 
ximagao. Usando as tabuas de logaritmos de dez decimals obteremos os valores 
sucessivos aproximados 


Xq — 3,5 
x x = 3.598 
x 2 = 3,597 284 9 
x 3 - 3,597 285 023 5. 


Exemplos 


1. Achar a raiz positiva de x 6 + 6x - 8 = 0, com 4 decimals, usando o metodo 
de Newton. 

2. Determinar a raiz de x = tg x, entre jt e 2 f, com quatro decimals. Demons- 
irar que o resultado e exato ate a. quarta decimal. 

3. Estabelecer o valor de x para o qual 

f X — — — clu. = — , 

Jo l + u ! 2 

empregando o metodo de Newton. 

4. Quais sao as raizes da equagao x — 2 sen x, com duas decimals ? 

5. Determinar, pelo metodo de iteragao, as raizes positivas de x i - x - 0,2 = 0. 

6. Determinar, pelo metodo de iteragao, a menor raiz positiva de x 4, - 3x 3 + lOx 
-•10 = 0 . 

7. Achar as raizes de x 3 ~7x- + 6x + 20 = 0, com quatro decimals. 

{*) Outre mods de avaliar o Srro, sem referSncia & secante, e o seguinte: se calcularmos que o 
«rro 6 menor do que 1/20, a segunda aproximagao estara separada do valor real menos de l/20 2 = 0,002 5. 
Logo, a raiz diferird de 2,1 por uma quantidade menor do que (2,1 - 2,094 5) -j- 0,002 5 =» 0,008. 
O 8rro, portanto, nao sdmente 6 menor do que 1/20, mas ainda do que 0,003, de sorte que zj ter/i 
firro inferior » (O.OOf!) 5 = 0,000 064. 
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APENDICE AO CAPITULO VII 

Fobmula de Stirling 

Era muitas aplicagoes, ejpccialmente na estatistica e no calculo 
das probabilidades, e necessario dispor-se de uma aproximasao sim- 
ples de n!, como fungao elementar de n. Tal expressao e dada pelo 
seguiate teorema, o qual tern o nome do seii deseobridor, Stirling. 


Quando n - 00 
ou, mais exatamente, 


\ , 2irTl n+ ^e~ n 


V27rn' i+) ^ e~ n < n\< V27m n+ ^ e' 


• (> + £)' 


Em outraspalavras.isto quer dizer que as expressoes ral e V27rn. n+ ^ e~ n 
diferirao entre si somente por uma pequena pereentagem quando o 
valor de n for grande — as duas expressoes sao assinlblicamenie iguais, 
como dizemos — e ao raesmo tempo dlspomos do fator 1 l/4n que 
da uma estimativa do grau de precisao da aproximasao. 

Chegamos a esta formula notavel ao procurarmos avaliar a area 
compreendida pela curva y = log x. Por integraeao (pag. 220), acha- 
mos que A n , a area exata compreendida pela curva, entre as ordenadas 
x = 1 e x = n, e dada por 


/> 


x log x — x = n log n — n + 1. 


Se, entretanto, avaliarrnos esta mesma area pela regra dos trapezios, 
levantando as ordenadas cm x = 1, x = 2, . . . , x = n, como indica 
a figura 7, ohtcremos T n , urn valor aproxiinado da area: 

1 

Tn ■= log 2 + log 3 + . . . + log (n - 1) + - log n 


= log n\ log n. 

Admitindo-se a liipotese plausrvel de que A n e T n sejam da mesma 
ordem de grandeza, achamos logo que n! e e~ n sao tambem da 
mesma ordem de grandeza, o que constitui a parte essencial do enun- 
ciado da formula de Stirling. 
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Para tornar o argumento mais exato, mostraremos que a diferenga 
a„ = A n - T n e limitada, do que se deduz, iraediatamente, que T n => 



e da mesma ordem de grandeza que A„. 



A diferenrn — a* representa a diferenga entre as areas sob a curva 
e sob a secaute, respectivamente, na faixa feSxS^ + 1. Como a curva 

apresenta sua concavidade voltada para bai- 
xo, estando situada, pois, acima da secante, 
flfc+i - a k e positiva e a n - (<z„ - a n _ 5 ) + 
4- — a n - 2 ) + - • • -+• — «i) + 0.1 6 

monotona crescente. Alem disso, a diferen- 
ga a.k~i - a*/ e claramente menor do que a 
diferenga entre as areas limitadas pela tan- 

gente em x = k 4- “ e pela secante (fig, 8); 

logo, temos a desigualdade 


~a k < log(^fe+ -)--lQg fe- i lo flr (fe + 1) 

1 

C i\ 1 

f ■ 1 

* - log 


1+ / 1\ 

2 0 

V 2k J 2 c 

{ \ k + 2j 

1 , 

( 1\ 1 

1 1 

< 2 1 

+ 2^ 

- 1 + 2(k + 1)J 
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Substituindo n\ por a n n nl ^ e " e (2n)! por a 2 „2 2 '‘ + ^rr n+ ^e 2n , oble- 
remos 





donde a = V2ir. Fica, assirn, compietamente dcmonslrada a formula 
de Stirling. 


36-1 


M ETODOS rs UM ERI COS 


[Cap. VII 


Mem do seu inleresse teorico, a formula de Stirling e muito em- 
pregada no calculo de n!, quaado n e grande. Em vez de efetuar um 
grande numero de multiplieagoes de inteiros, basta calcular a formula 
de Stirling por meio dos logaritmos, o que reduz consideravelmente o 
numero de operates. Assim, para n = 10, obtem-se o valor 3 598 696 
pela formula de Stirling (ernpregando logaritmos com sete decimals), 
ao passo que o valor exato de 10! e 3 628 800. 0 erro cometido e, pois, 
apenas de 5/6 por cento. 


Exemplo 


Deinonstrar que lim 


"Vn! 


1 




Capitulo VIII 

SERIES INFINITAS E OUTROS PROCESSOS-LIMITES 

OBSERVA50ES pbelijiinares 

As series geometricas, a serie de Taylor e numerosos exemplos es- 
peciais que ja encontramos neste livro, indicam a conveniencia de es- 
tudarmos estes processos-limites, que denominaremos soma das series 
infiniias sob um ponto de vista mais geral. Por sua natureza, qualquer 
valor-limite 

5 = lim s n 

n—> 

pode ser escrito sob a forma de uma serie infinita. Atribuindo-se e. n 
os valores 1, 2, 3, . . basta fazer-se a n — s n - s n ~i para n > 1 e a x = si 
a fim de obter 

S n — + «2 +■ • ■ • + a n > 

aparecendo, entao, o valor de S, como o limite d.s a soma dos n 
termos, a medida que n cresce. Exprimimos esta propriedade dizendo 
que S e a “soma da serie infinita” 

eii -j- 0.2 -4- C 13 4” ■ • • 

Assim, as series infinitas sao simples modos de representagao de 
limites, em que cada aproximagao sucessiva se deduz da anterior, pela 
soma de mais um tSrmo. A expressao dos numeros sob a forma deci- 
mal e, em principio, a representagao de um numero a por meio da 
serie infinita a = a L + a 2 + a 3 + .... onde, seO^a^l, 0 termo «„ 
k. igual a ot n X 10 _n , sendo a n um numero inteiro, entre 0 e 9, inclusive. 
Desde que cada valor-limite pode ser representado por uma serie. infi- 
nita, pode parecer superfluo um estudo especial das mesmas. Acontece, 
porem, que na maioria dos casos, os valores-limites ocorreru, natural- 


nes 
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rnente, sob a forma de series infinitas, as quais apresentam Ieis de for- 
magao particularmente simples. Naturalmente, nao e verdade que cada 
serie tenha uma lei de formagao facilmente reconhecivel. Por exernplo, 
o numero w pode, certamente, ser representado sob a forma decimal, 
porem, desconhecemos uma lei bastaute simples que permita encon- 
trar um algarismo qualquer do desenvolviraento, digamos, o 7 000°. Se, 
porem, desprezarmos a representagao decimal de it e adotarmos, era 
vez dela, a serie de Gregorio, teremos uma expressao com a lei de for- 
magao perfeitamente clara e geral. 

Semelhantes as series infinitas, nas quais as aproximagoes do limite. 
sao obtidas pela adigao de novos termos, sao os produlos infinilos, em 
que as aproximagoes do limite Dascem da multiplicagao repetida por 
novos fatores. Nao entraremos, entretanto, profundamente na teoria 
dos produtos infinitos. 0 objetivo destc capftulo e do seguinte sera, 
apenas, o estudo das series infinitas. 

1. CONCEITOS DE CONVERGENCIA E DE DIVERGEISCtA 
1. Ideias fundamentals. 

Adotaremos, nesta exposigao, uma serie infinita cujo lenno geral 
designaremos (1) por a n . A serie tera, entao, a forma 

o-i -\- 0,2 + ■ ■ - = -d,. 

0 simbolo da direita, com o sinal somatorio, e, apenas, uma maneira 
abreviada de escrever a expressao da esquerda. 

Se, quando n cresce, a soma parcial de ordem n 

n 

s n = cii -f- a 2 + ... + a n = 2 a, 

vl 

se aproximar do limite 

5 = lim s„ 

dizemos que a serie e convergente. De outro modo, ela sera divergenle. 
No primeiro caso S e denominado a soma da serie. 

Ja encontramos muitos exemplos de series convergentes, como a 

(0 Admitimos a possibUidade de algun9 dos termos an serem zero. Se todos o fdssem, a partjr 
de um certo numero N (quando n > /V). teriamoa uma sbie lerminaate. 
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serie geometrica 1 + q + q 2 4- . . . , que converge para a soma 1/(1 - q) 
quando j q \ < 1; a serie gregoriana; a do log 2; a de e, alem de outras. 
0 criterio de convergencia de Cauchy (cap. I, § 6, pag. 40) e expresso 
do seguinte modo, na linguagem das series infinitas: 

A condigao necessaria e suficiente para a convergencia de uma serie 
e que 

I S n | — [ tZn+1 d” + 2 4“ • ■ • 4“ | 



-■sm, 


r-i 




I 1 


se tome arbilrariamente pequena quando m e n forem escolhidos suficien - 
temente grandes (m > n). Em outras palavras: Uma serie converge, e su- 
menle neste caso, se s alls f her a seguinte condigao. Dado um nuniero posi- 
livo 6, (do pequeno quanto quisermos, sera sempre possivel eslabelecermos 
um indice N = N(e) que, em geral, cresce alem de qualquer limiie quando 
e~*0, de sorte que a expressao acima j s m ~ s n | seja menor do que e, desde 
que , unicamenie, m > N «a>N. 


Podemos, ainda, compreender melbor o significado do criterio de convergencia, 
fazendo q — H na s4rie geometrica. Se tomarmos * =* 1/10, bastard fazer N = 4, 
visto que 


) Sn, — Sa ] =—+.-• + 

At 


1 

9»-l 


e 


— (- + — 
2 a_1 \2 2 2 


+ ... + 




1 1 

< _ 

2 n ~ 1 10 


se n > 4. 


Se tivessemos escolhido « = 1/100, seria suficiente tomar TV = 7, como e facil 
verificar. 





! 


Como 6 logico, a convergencia da serie exige a condicao necessaria 

lim a n ~ 0, 

n— > tn 

posto que, de outra maneira, o criterio de convergencia nao seria sa- 
tisfeito. Esta condigao, necessaria, nao e, entretanto, suficiente para 
determinar a convergencia. Ao contrario, e relativamente facil encon- 
trar-se series infinitas cujo termo geral a n se aproxima de 0 a medida 
que n cresce, porem, cuja soma nao existe quando a soma parcial s n 
ultrapassa qualquer limite, a medida que n vai crescendo. 
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Exemplo disto e a serie 

11 1 

1 + I" + !-■+..■+ / [-.•»» 

v2 V3 V- 


vn 


-L 

cujo termo geral e ~J=. Veraos, logo, que 
"V n 


[Cap. 



1 

s» > »- + 
"V n 


+ v* = 


Vn 


= V/j. 



A. soma parcial de ordem n cresce alem de qualquer limite, & tnedida que n aumenta, 
iogo, a serie e divergente. 

0 mesmo e vcrdadeiro para o exemplo classico da serie harmonica 


111 

1 -J {--+-+ 

2 3 4 


r 



Neste caso, a n +i + ... + Q2 q = — — — + . . -b — > — — b ■ ■ ■ H = -. Como 

n -b 1 2n 2n 2n 2 

n e m ~ 2n poderu ser tornados tao grandes quanto quisermos, a serie diverge, 

visto o criterio de convergencia de Cauchy nao se verificar. Efetivamente, a soma 

parcial de ordem n tende, como e logico, para o infinite, iogo, todos os termos 

sao positivos. Por outro iado, a serie dos mesmos ndmeros com os sinais alternados, 


1 - 


1 

2 


1 1 

+ 

3 4 



(~ l )— 1 

n 


+ - . 


t 


e convergente (Cap. VI, pag. 317), sendo sua soma log 2. 


Nao e de forma alguma verdadeiro que err\ todas as series diver- 
gentes s n tenda para + » ou para - . Assim, no caso da serie 

1 — 1-f-l — 1 — f- 1 -{ — ...» 

ve-se que a soma parcial s' n apresentaos valores 1 e 0, alternativamente, 
e, devido a esta oscilagao para tras e para a frente, nan se aproxima 
de limite algum definido, nem cresce, numericamente, alem de qual- 
quer valor. 

Com relagao a convergencia e divergencia das series infinitas, deve- 
se anotar o seguinte, que apesar de ser quase evidente, e, contudo, 
muito importante. A convergencia gu divergencia das series ndo e alie- 
rada pela inclusao ou exclusao de urn numero finilo de termos. Relativa- 
mente a convergencia ou divergencia, nao importa comegarmos a serie 
no termo a 0 ou a\, ou as, ou qualquer outro, escolhido arbitrariamente 
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2. Convergencia absoluta e condicional. 

1 i 1 

A serie l+~-|-- + --|-,... ® divergente. Se, porem, trocarmos 

os sinais de cada segundo termo, ela convergira. Pot outro lado, a serie 
geometrica ' 1 - <Z + <T - Of 3 H — ... e convergente, tendo a soma 
1/(1 + q), desde que 0 lg< 1. Escrevendo todos os sinais positivos, 
teremos a serie 

l + q + q 2 + q*+ ..., 

que e tambem convergente, tendo a soma 1/(1 - q). 

Surge, assim, uma distingao que examinaremos mais minuciosa- 
mente. Nas series em que todos os sinais sao positivos, ha apenas dois 
casos possiveis: ou elas convergem, ou a soma parcial cresce alem de 
qualquer limite, quando n cresce. As somas parciais, sendo seqiiencias 
monotonas crescentes, serao convergentes se forem limitadas. Ilavera 
convergencia se os termos se aproxirnarem de zero bastante rhpida- 
mente, a medida que n cresce, ao passo que a serie sera divergente 
se os seus termos, de modo aigum, se aproxirnarem de zero, ou se o 
fizerem muito lentamente. Nas series em que ha termos positivos e 
negativos, entretanto, a mudanga de sinal pode acarretar a convergen- 
cia, pois, um crescimento muito grande nas somas parciais, devido aos 
termos positivos, pode ser compensado pelos termos negatives, de modo 
que o resuHado final seja a tendencia para um limite definido. 

co 

Para melhor compreensao, comparemos a serie 2 a* com termos 

*=i 

positivos e negativos, com a dos mesmos termos, porem, com todos 
os sinais positivos, ou seja, 

CO 

i ttj. I ■+■ I ! + • • • — 2 | a„ | . 

»=i 

Se esta serie f6r convergente, ter-se-a, para valores de n e m > n, sufi- 
cientemente grandes, a expressao 

I «n+l I + | Gji + 2 | + • • • + f a-m | 

tao pequena quanto desejarmos. Devido a relagao 

I «n + i + ■ - • 4- dm I = I ! + • • • + ! [ 
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a expressao da esquerda 6, tarn bom, arbitrariamente pequena, seguin- 

CO 

do-se, portanto, que a serie original 2 a , converge. Neste caso, a serie 

p = l 

primitiva apresenta convergencia absolata, sendo absolulamente conver- 
gente. Tal convergencia e devida a pequenez numerica dos termos, nao 
sendo afetada pela mudanga dos sinais. 

Se, por outro lado, a serie com todos os termos positivos for di- 
vergente, ao passo que a original ainda mantiver a sua convergencia, 
a serie proposta e condicionaimente convergente, ou dotada de convergen- 
cia conditional. A convergencia condicional resulta da eompensagao 
reciproca dos termos dotados de sinais diferentes. 

0 criterio de convergencia de Leibnitz e freqiientemente empregado 
para a verificagao desta propriedade das series: 

■S'e os termos de uma serie tiverem os sinais a Iternados, e se, alem 
disso, os seus valor es absolutos tenderem | a n | monbtonamente para 0 

(de modo que | a n -t-i | < | a n | ), a serie X a„ sera convergente. (Exemplo: 

serie de Gregorio, pag. 352.) 

Na demonstragao admitiremos que c/j > 0, o que nao restringe es- 
sencialmente a generalizagao do raciocinio, e escreveremos a serie pro- 
posta sob a forma 

bi — b 2 + 63 — f- . . . , 

onde todos os termos b n sao positivos, b rL tende para 0, e a condigao 
6„ + i < b n e satisfeita. Reunindo-se entre parenteses os termos sob as 
duas formas 

h - (bi - 6j) - (6* - 65) - . . . 
e (i>i — 62) + (63 — b^ -j- (65 ~ bg) -f- ... 

vemos logo que estas duas relagoes sao satisfeitas pelas somas parciais: 

Si > S3 > «s > - - ■ > s 2;n+ i > . . . 

Si < Si < s 6 < ...< S Zm < .... 

Temos, tambem, que s 2n < San+i < Si e s 2n+ i > s 2/l > s 2 . As somas par- 
ciais de OTdem impar formam, pois, uma seqiiencia monotona decres- 
cente que, em caso algum, valera menos que s 2 ; logo, tal seqiiencia 
possui o limite L (pag. 61). As somas parciais de ordem par, s 2 , .?*, .... 
Formam, igualmente, uma seqiiencia monotona crescente cujos termos 
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jamais excedem o numero fixo Si, tendo, portanto, tambem esta se- 
qiiencia um valor-iimite U . Como s 2n e s 2 „+i diferem entre si somente 
de b 2 „ + 1 , que se aproxima de 0 quando n cresce, os valor es-limites LeU 
sao iguais, isto e, as somas parciais, tanto positivas como negativas, 
se aproximam do mesmo limite, que designaremos por S (fig. 1). Isto, 
porem, implica na convergencia da serie proposta, cuja soma e 5, como 
haviamos afirmado. 

Para concluir faremos outra observagao de carater geral sobre a 
convergencia absoluta ou condicional das series. Tomemos a serie con- 

co 

vergente 2 a„. Chamemos os seus termos positivos de p\, p z , p 3 , ...» 

e os negalivos de — qi, - q z , — q 3 Formando-se a soma parcial n 

da serie proposta, s„ = 2 a p , aparecera um certo numero de termos 
positivos, digamos n' , e outro de termos negativos n", de sorte que 

S 

S 2 St Sg Sj Sg Sj Sf Sj Si 

Fig. 1. — ConvergSnoa das series alternadas 

n' -j- n" = n. Alem disso, se o numero dos termos positivos assim co- 
mo o dos negativos for infinito, tanto n! como n" crescerao sem limite, 
quando n o fizer. Vemos, imediatamente, que a soma parcial s n e igual 

n' 

a soma parcial 2 p v dos termos positivos, mais a soma parcial dos ter- 

n* 

mos negativos -2 Se a serie for absolutamente convergente, as 

y = 1 

a> 

series dos termos positivos 2 p v e a dos valores absoliitos dos negativos 

»= i 

a 

2 q v , certamente convergirao, visto que, a medida que m cresce, as 

m m 

somas parciais 2 p v e 2 q v sao sequencias monotonas nao-decrescentes, 

v = l y = l 

a 

com o limite superior 2 [ a, J . 

*=i 

A soma de uma serie doiada de convergencia absoluta e, pois, sim- 
plesmente igual d soma da serie conslitulda somente dos termos positivos, 
mais a soma da serie comtiiulda imicamente dos termos negativos, ay. 
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em outras palavras, I igual a diferenga enlre as duas series, com termos 
nosilivos. 

n ri n* 

Assim, S a„ = Up,— 3 g„, Quando n cresce.r, n' e n" deverao, 

V~X y=l v= 1 

tarabem, ultrapassar qualquer valor, e o limite do primeiro membro sera, 
portanto, igual a diferenga entre as duas somas da direita. Quando a 
serie contiver somente ran numero finite de termos de am dos sinais, 
os fatos correspondentes simplificam-se. Se, por outro lado, a serie 
nao for dotada de convergencia absoluta, mas sim, de convergencia 

co to 

condicional, as series S fte deverao ser, ambas, divergentes, visto 
*=1 !>=1 

que, se as duas fossem couvergentes a serie proposta convergiria abso- 
lutamente, o que e contra a hipotese formulada. Se somente uma das 

co 

s6ries divergisse, digamos 2 jd„, ao passo que a outra fetese convergente, 

n' n" 

a separagao em partes positivaenegativa, s„ = 2 p, - 2 q„ mostraria 

>. = 1 »=r 

que a serie dada nao pode ser convergent^, porque, a medida que n 

n'' 

crescesse, ri e 2 j), ultrapass ariam quaisquer limites, cuquanto o termo 

V ~ 1 

n* 

S q, se aproximaria de um valor definido, de sorte que a soma parcial 

P = 1 

s n cresceria alem de qualquer limite. 

Constatamos, pois, que as series dotadas de convergencia condicional 
nao podem ser consideradas como a diferenga de duas series convergenles, 
uma dos termos posilivos e a outra dos valores absolulos dos termos nega- 
tivos. 

Intimamente ligada com o que acabamos de expor, existe outra 
diferenga entre as series absolutamente convergentes e as dotadas de 
convergencia condicional, a qual estudaremos rapidamente. 

B. Reagrupamento dos t&rmos. 

As somas finitas possuem a propriedade de nao alterarem os seus 
valores quando se muda a ordem das parcelas ou, como diziamos, os 
seus termos podem ser reagrupados, sem que isto implique em altera- 
gao do resultado. S nr gem, assim, as perguntas sabre qual seja o signi- 
ficado exato da mudanga da ordem das parcelas numa serie infinita, 
e se tal reagrupamento mantem o total inalterado. 0 que, no caso das 
somas de um numero finito de parcelas, nao apresentou dificuldade, 
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por exemplo, na adigao dos termos na ordem iaversa, e completamente 
impossive] em se tratando das series infinitas; efetivamente, nao ha 
nenhum ultimo ter mo com o qual se possa iniciar o processo. A mu- 
danga da ordem das parcelas numa serie infioita pode somente signi- 
ficar que a serie a* + a 2 + <13 -f- ... se transforma, pelo reagrupamen- 
to, na serie b x + b 2 + b 3 + . . desde que cada t.enro a n da priineira 
ocorra somente nma vez na segunda e vice-versa. Por exemplo, a quan- 
tidade de que a n e deslocado pode crescer alem de qualquer limite, 
quando n fizer o mesmo; a unica exigencia e que ele deve aparecer, 
em algnm lugar, na nova serie. Se alguns termos forem removidos para 
posigoes posteriores, outros tantos deverao ser transferidos para colo- 
cagoes aoteriores. Por exemplo, a serie 

l*f q + T + ( i % + f + ? 8 + q 7 + <Z 5 + g 5 ~\~ q u + . . . 

e um reagrupamento da serie geometrica 1 -]- q + q~ + ■ ■ ■ • 

Com relagao a mudanga de ordem dos termos, ha uma distingao 
fundamental eutre as series de convergeneia absoluta e as de conver- 
gencia condicional. 

Nas series de convergeneia absolaia, o reagrupamento dos termos nao 
altera a convergeneia, permanecendo inullerado 0 valor da soma, exala- 
nienle como no caso das adiqoes Jinitas. 

Nas series de convergeneia condicional, por sua vez, 0 valor da soma 
pede ser mudado a vonlade, por um reagrupamento convenienle dos termos 
da mesma, podendo a propria serie tornar-se divergenle, se assim o de- 
sejarmos. 

A primeira afirmativa que se refere as series de convergeneia abso- 
luta, e facilmente demonstrada. Admitamos, em primeiro lugar, que a 
serie proposta seja constitufda somente de termos positivos, sendo sua 

soma partial, de ordem n, s n = S a„. Todos os termos desta soma ocor- 

j<= 1 

rti 

rerao na soma partial de ordem in, t m — 3 b, da s6rie reagrupada, 

v = L 

desde que, unicamente, m seja escolhido suficientemente grande. Logo, 
t m =£ s n . Por outro lado, podemos estabelecer uma ordem n' tao grande 

n’ 

que a soma partial s n ' — 2 a, da primeira serie contenha tddas as 

v — l 

parcelas b x , b 2 , ..., b m . Segue-se, entao, que £ s n - == A, onde A 6 
a soma da primeira serie. Assim, para qualquer valor de m suficiente- 
mente grande, teremos s„ Si i m = A , e como podemos fazer s n diferir 
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de A por uma quantidade arbitrariamente pequena, a serie reagrupada 
tambem e convergente; e, de fato, para o mesmo limite A da serie 
proposta. 

Quando uma serie de convergencia absoluta possuir termos posi- 
tives e negatives, podemos consider a-la como a diferenga entre duas 
srnes, cada uma delas constituida unieamente de parcelas positivas. 
Como no reagrupamento, cada uma destas series teve alterada somenle 
a ordem dos seus termos, convergindo, porem, para o mesmo limite 
que antes, outro tanto se verifica para a serie original, quando reagru- 
pada. Pelo que acabamos de ver, a nova serie possui convergencia ab- 
soluta, sendo, portanto, a diferenga entre duas series reagrupadas, de 
termos positivos. 


O que acabamos de demonstrar pode parecer ao principiante de somenoa im- 
portancia. Entretanto. um exemplo do comportamento oposto, de uma serie de 
convergencia condicional, mostrara a necessidade da demonstra^ao e do papel es- 
sencial que a convergSncia absoluta desempenlia nela. Consideraremos a s6rie co- 
nhecida 


1 XI 11 11 

1 — + - — + --- 4 - H — ... = log 2. 

2345678 


e sob ela escrevamos o resultado da multiplieacao pelo fator 


1 

+ 6 


1 


• = 2 iOS2 ’ 


somaudo as duas, combinando os termos da mesma coluna vertical (<), Obteremos 
entao, 


111111 11 

1 + 4 -- + +-+ + + 

3 2 5 7 4 911 6 



Esta serie poderia, como e evidente, ser obtida da serie original, median le um 
arranjo convenient* e, no entanto, o valor da soma aparece mulliplicado pelo fa- 
tor 3/2. E facil imaginar o efeito que a descoberta deste apareute paradoxo produ- 
ziu nos matematicos do seoulo XVIII, os quais estavam acostumados a operar com 
as series infinitas, sera se preocuparem com a sua convergencia. 

Embora nao cheguemos a empregar o resultado, apresentaremos a 
demonstracao do teorema que enunciamos acima, referente a alteragao 
da soma das series de convergencia condicional, pelo reagrupamento 
dos termos. Sejam p u p 2y . . ., os termos positivos, e - g 1# - q 2 , ... os 
negatives da serie dada. Como o valor absoluto tende para 0 quando 
n cresce, os numeros p n e q n devem tambem convergir para 0, a me- 

P) Adi^go das series: N.® 4 , pfig. 376, 
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dida que n vai crescendo. Ja vimos, alem disso, que a soma (I) 2 p, 

: 1; 

CO 

deve ser divergente, o mesmo se verificando para 2 q„. 

1 

Podemos, agora, determinar fdcilmente um reagrupamento da serie 
original que tenha um numero qualquer, a, como limite. Suponhamos, 
para concretizar, que a seja positivo. Somemos, entao, os ri\ primeiros 
termos positivos, em numero suficiente para assegurar que a soma 

tli n\ 

2 p„ e maior do que a. Como a soma 2 p „ ultrapassa com n qualquer 
i i 

limite, sera sempre possivel, empregando-se numero suficiente de ter- 
mos, obter-se a sorna parcia! maior do que a. A soma diferira, entao, 
do valor exato a, por p n „ no raaximo. Somemos uni numero suficieule 

mi Mi mi 

de termos negativos — 2 g„ para termos certeza de que a soma 2 p„ — 2 q, 
i iz 

e menor do que a; isto tambem e possivel, como se deduz da diver- 

co 

gencia da serie 2 q ¥ . A diferenga entre esta soma e a sera q m l9 no ma- 
i 

M2 

ximo. Somemos outros termos positivos 2 p„ em numero suficiente, 

ni-f-1 

para que a soma parcial seja maior do que a, como ainda d possivel 
uma vez que a serie dos termos positivos e divergente. A diferenga 
entre a soma parcial e a, sera p ni> no maximo. Vamos, novamente, 

m 2 

adicionar ura numero conveniente de termos negativos, -2 q„, a co- 

megar pclo primeiro apos o ultimo anteriormente usado, para que a 
soma seja, mais uma vez, menor do que a, e prossigamos da mesma 
forma. Os valores das somas assim obtidos oscilarao em torno de a, e 
quando o proccsso for levado baslante longe, a oscilagao processar-se-a 
entre limites arbitrariamente estreitos, visto que o comprimento do 
intervalo em que ela ocorre tende para zero, porque os proprios t§r- 
mos p, e q, convergem para 0 quando v e suficientemente grande. 0 
teorema fica, assim, demonstrado. 

Do mesmo modo, poderiamos reagrupar a serie, de sorte que ela 
se tornasse divergente. Teriamos, apenas, que escolher numero tao 
grande de termos positivos, que comparado com o dos negativos, nao 
houvesse possibilidade de compensagao. 

<f> 

(i) Eata notagSo abreviada* empregada para E pv, e outraa semolhantes para outros series, eerSo 

y=* 1 

usodaB, muitas Y&zes, , mais > adiaiite. 
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4. Operagoes com as series infinitas. 

E claro que duas series infinitas convergentes, ai + -f- ... — S 

e bi + • = T podem ser somadas tSrmo a termo, isto e, a serie 

formada pelos termos c n — a n + b n sera convergente, e sua soma valera 
S + T (1) . Temos, assim. 

Z e, = Z a, + Z b„->s-h T. 

,,= i v=i 

E tambem claro que, se multiplicarmos cada termo de uma serie 
infinita convergente pelo mesmo fator, a serie resultante sera conver- 
gente, sendo sua soma multiplicada pelo mesmo fator. 

Nos casos mencionados nao importa se a convergencia da serie e 
absoluta, ou condicioual. Por outro lado, porem, estudo que levaremos 
a efeito mais adiante, e do qual nao necessitamos presentemente, mos- 
trara que, se duas series infinitas forem multiplicadas pelo metodo em- 
pregado para a multiplicagao das somas finltas, a serie resultante em 
geral nao sera convergente ou tera a soma igual ao produto das somas 
das duas series, a nao ser que uma delas, pelo menos, possua conver- 
gencia absoluta (apendice, pag. 415). 


Exemplos 

' ■ - 1 111 

1. Demonstrar que 3 h - — 4 — + ...■* 1. 

*-l v{v + 1) 1.2 2.3 3.4 

CO l l 

2. Demonstrar que 2 ■ = 

w = l v(l> + 1) (y -j- 2) 4 

00 2r + 3 

3. Demonstrar que 2 ( - 1> — 1. 

*=0 (v -f- 1) (v -|- 2) 

4. Para que valores de a a sdrie 1 + — + ... serS convergente P 

2<* 3 a 4* 

05 

5. * Demonstrar que se 2 a„ for convergente, e s„ = ai -J- as 4- . . . + a a , a se- 
qiiencia 

Sl -J- S2 + . . . -f- S.Y 


tambem convergira, tendo 2 a v como iimite. 

J >=1 

“ /■ 2 n 2n 1 \ 

6. A serie 2 ( — — — — — — l e convergente ? 

n.=i V2n + 1 2 n J _ 

r . “ V 

7. A serie 2 ( — l) 1 ' e convergente ? 

71=1 V -f- 1 

(0 fistc teorema nada mais 6, na reaiidade, senao outro enuuciado do que afirma que o I unite 
da soma de duas parcelas e a soma dos aeus limites (cap. I, § 6, pdg. 41). 
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2. CRITERIOS DE CONVERGErs’CIA E DE DIVERGENCE 

Ja tivemos ocasiao de encontrar um criterio de natureza geral que 
permite assegurar, pelo menos, a convergencia condicional de uma se- 
rie, quando ela possuir os termos com sinais alternados e valor abso- 
lute decrescente. Na exposicao que segue, nos ocuparemos unicamente 
dos criterios que garantem a convergencia absoluta. 

1. Criterio dc comparaeao. 

Quaisquer consideragoes sobre a convergencia dependem, neste pro- 
cesso, da comparacao entre a serie dada e uma outra. Esta segunda serie 
e escolliida de tal modo que a sua convergencia possa ser prontamente 
comprovada. 0 criterio geral de comparagao pode ser enunciado da se- 
guinte maneira: 

co 

Se os numeros bj, E, . . forem lodos positivos e se a serie £ b r for 

v = 1 

convergente, verificando-se 

\a n \ Sb n 

eo 

para qualqner valor de n, a serie £ a a possui convergencia absoluta. 

n — 1 

Aplicando-se o criterio de convergencia de Cauchy, a demonstraoao 
torna-se muito simples. Quando m ^n, teremos 

| a n -h ... + a m | ^ | a n | + ... -+• ] a m ] Si b n + • • ■ + b m . 
Como a serie £ b n e convergente, o segundo membro sera arbitraria- 

n — l 

mettle pequeno, uma vez que n e m sejam suficientemente grandes. 
Segue-se que para tais valores de nemo primeiro membro sera, lam- 
bent, arbitrariamente pequeno, de sorte que, pelo criterio de Cauchy, 
a serie proposta e convergente. A convergencia e absoluta, visto o ar- 
gumento aplicar-se igualmente bem a serie dos valores absolutes | a n |. 
Deixamos ao leitor a demonstracao analoga do seguinte. Quando a 

os 

serie £ bn for divergente e 

n=*l ' 

! a, 1 1 S b n > 0, 

a serie £ a n ndo sera, com certeza, de convergencia absoluta. ' 

n= 1 


378 


SERIES INFINITAS 


[Cap. 


2. Comparagao com a serie geometrica. 

Nas aplicagoes do criterio de comparagao, a serie mais freqiiente- 
raente empregada e a geometrica. Dela obtemos, em seguida, o seguinte 
teorema: 


A serie 2 a„ iera cor. vergen :ia absolula, se a partir de um certo iermo 

n=* 1 

em dianie, urria relaqao da forma 

\a n \<cq- (I) 

se verificar, sendo c um niimero posilivo independent den, eq qualqaer 
nurnero fixo e posilivo, menor do que 1. 

fiste criterio 6 espresso, usualmente, sob uma das seguintes formas 


menos rigorosas: a serie 2 a n sera absolutamente convergente se, de 
um certo termo em diante, verificar-se uma relagao da forma 

Q-n + l 


<9, 


(Ha) 


onde q representa, novamente, um nurnero posilivo menor do que 1 
c independente de n, ou: se, de um certo t£rmo em diante, verificar-se 
uma relagao da forma 

vT^Ti < q, (II b) 

onde q e um numero positivo menor do que 1. Em particular, as con- 
digoes estabelecidas serao satisfeitas se uma relagao como 

i ! , 

luu | I = k < 1 (Ilia) 

i G n J 

OU 

Jtoj, - k < I ( 1116 ) 

for verdadeira. Estes euunciados sao estabelecidos facilmente, da se- 
guinte maneira: 

Suponhamos que a condigao I la, o crilerio da relagao, seja satisfeita 
a partir de rndice n 0 em diante, isto e, quando n > n 0 . Para simplificar, 
faremos a no + m+ i = b m e acliaremos que 

I I < 9 I h | , i h ! < q ! &i ! < q- i b a \ , [ 63 | < q I b 2 j < g 3 j b„ | . 
e, assim, sucessivamente; logo 

i K I < q m | 60 1, 
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! 

| 

i 



que estabelece o que foi enunciado. Para a condi gao IT?;, o criterio da 
raiz , temos | ci n | < q n t donde o enunciado decorre imediatamente. 

Finalmente, para demonstrar o criterio III, consideremos um nii- 
raero arbitraiio q, tal que k < q < 1. De um certo m dice n Q em diante, 


isto e, quando n > tiq, sera certo que 


tX-71 


< q ou ^ | a n | < q, con- 


forme o caso, visto que, a partir de um certo termo, os valores de 
ou de yl j a n | diferem de k por menos do que {q - k). 0 enun- 
ciado fica, assim, estabelecido, baseado nos outros ja demonstrados. 

Insistimos na observagao de que os quatro criterios derivados do 
original, | a n ] < cq n nao sao equivalents entre si ou ao original, isto e, 
eles nao podem ser reduzidos ou deduzidos uns dos outros, em ambas 
as diregoes. Veremos em breve, por meio de exemplos, que se uma serie 
satisfaz uma destas condigoes, nao precisa, de forma alguma, satisfazer 
todas as outras (1) . 

Para comp le tar este assunto, diremos que uma serie e divergente, 
com toda a certeza, se de um dado termo em diante, 


fln+x 

a n 


ci n 


> c 


para um numero positivo c convenientemente escolhido, ou se, a partir 
de um certo termo, 


ou se 



> 1 , 


di + X 

lim 

n — » m 


= k , ou lim V I a n | = k, 
H — 


onde k 6 um numero maior do que 1, pois, como vemos logo, em tais 
series os termos nao podem tender para zero quando n cresce. (Assim, 
a serie nem pode ser mesmo condicionalmente convergente.) 

Os criterios apresentados fornecem condigoes suficientes para a con- 
vergence absoluta das series; isto 6, quando forem satisfeitas, pode- 
mos concluir pela convergencia absoluta da serie. Entretanto, tais con- 
digSes nao sao necessdrias, visto haver series dotadas de convergencia 
absoluta que nao as satisfazem. 

(O Mais exatamente: se Ilia for preenehida, Tin sari salisfeita; se II 16 o f6r, 1 16 o seri; sendo 
Ilia, tambem 1116 o seri, e se Ila o for, 1 16 aeri. E, se qualquer das quatco for satisfeita, I tambAm 
serfi preenchida. Nenhum d fates enunciados & reverafvel. 


| 
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Por exemplo, sabemos que 

lim ! — ~ =1 ou lim | a n j = 1 

n— ♦°° 1 &/i n—' o 

nao nos autoriza a estabelecer cjualquer conclusao sobre a convergeu- 
cia da serie. Tais series podem ser convergentes ou divergentes. Por 
exemplo, a serie 

V I 
n = l n 

n • j ^ n + l I / 

para a qual lim V | a n | — 1 e lim =1 e divergente, como cons- 

n— »co n— j (In j 

tatamos na pag. 368. Por outro lado, veremos dentro em breve que a 
03 1 

serie 3 — , que satisfaz as mesmas relagoes, e convergence. 

n=l n~ 

Como exemplo de aplicarao dos cri lerios que apresentamos consideraremos, 
irucialmente, a serie 

q + 2q- + 3g 3 + . . . + nq a + . . . . 

Temos, para esta serie. 


Quando | q | < 1 a serie sera convergente, o que se deduz dos criterios da relacao e da 
raiz, mesmo sob a forma III, menos precisa. 

EntreLanto, nao e possfvel provar a conveigenoia da serie 
l + 2q + q* + 2q*+ ... + + 2q + ..., 

pelo criterio da relapao, quando \ q \ <1, porque, aeste caso, : 1 = 2 [ q I 1 . 

n i r’ ; 

O criterio da raiz, porem, da imediatamente lim V j a D | = | g j, e mostra que a 

n — * co 

serie sera convergence desde que j q \ < 1 o que, naturalmente, poderiamos ter 
observado diretamente. 


3. Comparagao com uma integral 

Estudaremos, agora, a convergencia, por um processo inteiramente diverse do 
anterior. Seja a serie particularmente simples e importante 

”1 1,1 

2 — = 1 -f h- r • - 

n = l n a 2 a 3« 

0 ) Vcr tamblm o apendicc do Cap. VII (pag. 361), que tem relacao com Sate parfigrafo. 
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em que o termo geral a n e 1 !n a , sendo a um ndmero positivo. A flm de pesquisarmos 
a eonverglncia ou divergencia desta serie. tracemos o grafico da fungao y = llxt* 

e raarquemos sobre o eixo dos x as abscissas inteiras x = i, x = 2 Primeira- 

mente, construiremos o retangulo de altura lln a sSbre o in- 
ter vaJo do eixo dos x, ( n > 1), comparando-o 

com a area da regiao limitada pe!o mesmo intervalo do eixo 
dos x, pelas ordenadas dos extremos e pela curva y = 1 / 1 ° 
(superficie tracejada na fig. 2). Em seguida, construamos o 
retangulo de altura l/n= sobre o intervalo n g x g n + 1, 
comparando-o, analogamente, com a area da regiao compreen- 
dida entre o eixo dos lea curva (regiao duplamente tracejada 
na figura). No primeiro caso, a area sob a curva e, natural- 
mente, maior do que o retangulo, ao passo que, no segundo, 
a area do retangulo 6 a maior. Em outras palavras, 

/*"+* dx 1 r n dx 

J n X<* n<* J n — 1 2°' 

como podemos provar diretamente, 
pormeioda propria integral (Cap. II, 
Kg. 2. — Comparacao de uma sfrie com utna integral § p£g. 129). EsCtevendO esta de- 

siguaidade para n - 2, n - 3, . . . , n = m, e somando obtereraos a expressao f 1 ) 



n-i 


1 + 


rm + \ dx 
J 2 xoc 


< S m < 1 + 


r m dx 
J l 2^ 


m 1 

para a soma partial de ordem m, s D = 2 — .A medida que m for crescendo, a in- 

fill n« 


tegrai 


p 1 

J i *“ 


dx tendera para um limite finito, ou crescera indefinidamente, con- 


forme seja a > 1 ou a ^ 1. Por conseqiiencia, a seqii§acia monotona dos numeros 
?ro ou e limitada ou excede qualquer valor, segundo seja « > 1 ou a g 1, obtendo-se, 
issim, o seguinte teorema: 


(i) Desta relacUo, para a = 1, decor re, imediatamente, que a seqiiSnoia de auincroa 
111 

"o" !-(--+ — + ... + — - log n, 6 limitada inleriormente. Como a desigualdade ..... 


i r 
l + l < J n 


2 ' 3 

dx 


log (n + 1) — log n mostra que a seqiifincia 6 mondtona decreacente, ela 


leve apraximar-se do limite 


lim Ca =» lim (1 + - + - -f- . . , + - log n) » C. 

n— *a> n-*« > 2 3 n 

9 nSmero C, cujo valor 6 0,5772 . . . , § denominado constante de Euler. Em contrasts com outros 
iiimeros especiais. importaates na anSlise como w e e, nao h6 oulra expressao que fot_.ega uma lei 
le fomacao simples para a constante de Euler 
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A serie 


"1111 

2 — 1 b — + 

n=in« 1« 2“ 3« 


sera convergente — • e, como e natural, absoluiamenie comergenle, — se, e somenle, no 
caso em que a. > 1. 

A diveigencia da serie harmonica, que ja demonstramos por processo diferente, 
£ uma conseqiiencia imediata deste teorema. Em particular, vemos que as series 

1,1 1 
r- 2 2 3 j + 
i,ii 

P + ^ + 


convergent 

CO yCt 

A serie 2 — , cuja convergencia acabaruos de estudar, serve, freqiientemente, 

V= 1 1 

como serie de comparacao na pesquisa da convergencia. Por exeiuplo, vemos logo 

“ c- 

que, para a > 1, a serie 2 — possui convergencia absoluta, desde que os valores 
v = l v a 

absolutos dos coeficientes J c v [ permanecarn menores do que um determinado limite 
fixo, independente de v. 

EXBMPIiOS 

Determinar se as series dos exeraplos 1-6 sao convergentes ou nao. 


1 . 2 


1 


»1 1 + v 2 


4.* 2 


" id 
2 . 2 — . 
* = 1 v* 

CO 

3. 2 


5. 2 


(log v) a ’ 
1 


fixo. 


y = 2 (log v) l0Bt ' 


V 

2 — . 
2" 


v~l V v{v -j- 1) 

Calcular o erro das series dos Exemplos 7-10, depois de n termos: 


( - lp+1 


v= 1 r 2 

„ “ 1 

8 . 2 — , 

V- 1 vl 


9. 2 

X = 1 V v 

CO p 

10 . 2 — . 

u— 1 2 “ 


11. Demonstrar que 2 sen 2 K v d e convergente. 

CD oo 

12. A serie 2 er~r* (isto £, 1 + 2 2 e — > 5 ) e convergente 3 

P*» — CO p = l 


13.* Demonstrar que 2 


>•« 2 p(log v)“ 


converge quando a > 1, sendo divergente se 
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14* Demonstrar que 2 — converge quando a > 1, divergindu 

»=3 v log v (log log v) a 

sea^ 1. 

“ CO 

15. Demonstrar que, sem^ 0{i = 1,2,3, ...) e S u: for convergente, 2 ud 

*- 1 £— l 

tambem convergira. 

16. Mostrar que, se 2 cur e 2 bir forem ambas convergentes, 2 <z k 6k tambem 

fe=l fe=l k~i 

convergira. 

17. Demonstrar que 


121121 1 1 2 

1-| -b — |- -j- — j- , , , -| -f- 

2 3 4 5 6 7 3n + 1 3n 4- 2 3n + 3 


+ . . . — log 3. 


18.* Demonstrar que, se n for am inteiro qualquer, maior do que 1, 

“ a," 


*=■1 V 


= log n. 


onde aS 6 definido da seguinte maneira: 

1 se n nao for fator de v, 

as = 4 

- (n - 1) se n f6r fator de 


3. Sequencias e series de funqoes 
1. Observances gerais. 

Os termos das series infinitas que consideramos ate aqui, foram su- 
postos constantes. Logo, estas series (quando convergentes) represen- 
tam, sempre, numeros definidos. Contudo, tanto na teoria, como nas 
aplicagoes, as series de fundamental importancia sao aquelas em que 
os termos sao fungoes de uma varlavel, de sorte que a soma da serie 
sera por sua vez fungao da mesma variavel, como no caso da serie de 
Taylor. 

Estudaremos, portanto, a s6rie 

g(.ix) + Q 2 (x) + g B (x ) + . . ., 

na qua! todas as fungoes g n {x) sao definidas no intervalo a ^ x ^ b . 
A soma parcial de ordem n desta serie 

gi(x) + gz(x) + . . . 4- g n (x), 

sera representada por f n {x). A soma /(r) da serie, quando existir, sera, 
entao, simplesmente o limite lim f n (x). 
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Podemos, portanto, considerar a soma de uma serie infinila de fan- 
goes como o limite da seqiiencia de fungoes fi(x), f 2 (x), . . . , f„(x), .... 
laversamente, podemos formar uma serie equivalente a qualqtier se- 

qiiSncia de fungoes do tipo fi(x), fs(x ) fazendo <71(3;) = ffx) e 

(j n {x) = /„(:£) 1(35), para n > 1. Quando houvcr conveniencia, pode- 

se passar da eonsideragao da serie a da seqiiencia e vice-versa. 

2. Processos-li mites com fungoes e curvas. 

Estabeleceremos agora, exatamente, o que querenios dizer ao afirmar 
que a fungao f(x) 6 0 limite da seqiiencia fi(x), fo(x), . . f n (x), ... no 
intervalo a ^ x ^ b. A definigao e a seguinte: a seqiiencia /1 (2), f 2 (x ), . . . 
tendera para a fungao limite f(x), no intervalo, se ern cada ponto x do 
mesmo os valores f n (x) convergirem, no sentido comum, para /( x). 
Neste caso pode-se escrever lim f n (x) = f(x). De acordo com 0 criterio 

n — *■» 

de Cauchy (pag. 40) podemos exprimir a convergencia da seqiiencia 
sem conhecer ou deduzir o valor da fungao limite f(x). Deste modo, a 
seqiiencia de fungoes considerada convergira para uma fungao limite 
se, e somente neste caso, ern cada ponto x do intervalo e para qual- 
quer numero positivo «, a quantidade | f n (x) — f m (x) \ for mcnor do que 
« e uma vez que os numeros n e m sejam escolliidos suficientemente 
grandes, isto e, maiores do que urn certo numero N = N(e). Este nu- 
mero jV(«) e, em geral, fungao de e e de x c crcsce indefinidamente, 
quando e tende para zero. 

Temos encontrado, frequentemente, casos de limites de seqiiencias 
de fungoes. Mencionaremos apenas a definigao da potencia 2“ para 
valores irracionais de a, pela equagao 

x“ = lim x r *, 

n— 

em que n, r 2 , . . . , r n , ... e uma seqiiencia de numeros racionais que 
tende para a; ou a equagao 



em que as fungoes f n (x) do segundo membro sao polinomios do grau n. 

A representagao grafica das fungoes por meio de curvas sugere um 
estudo sobre os limites das seqiiencias de curvas, no qual verificaremos, 
por exemplo, que os graficos das fungoes limites acima citadas, x a e e‘ 
podem ser consideradas como as curvas limites dos graficos das fun- 
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/ x\ n 

goes el 1 4- ) > respectivamente. Ha, entretanto, uma sulil dis- 

tiiicac entre a passagem ao limite das fungoes e a das curvas. Ate 
meados do seculo XIX nao se tinha observado suficientcmente esta 
distingao, e sdmente tendo-se uma ideia clara da mesma poderao ser 
evitados paradoxos aparentes. Um exemplo esclarecera este ponto. 


Vejamos, para tal, as fungoes 

J a (x) = k”, (n = 1, 2, . . .) 

no intervalo 0 ^ x ^ 1. Todas estas fun- 
goes sao contfauas, existindo a fungao li- 
mite lim ju{x) — /(x), a qual, entretanto, 

71 — > 

nao e continua. Ao contrario, desde que 
para todos os valores de n, 1) — 1, o 
limite sera /(l) =• 1. Por outro lado, po- 
rem, para 0 ^ i S 1, o limite vaiera j{x) = 

= Iim/»(a:) = 0, como vim os no cap. I, § 5 

71 -*+ » 

(pag. 33). A fungao j(x) e, pois, desconti- 
nua, apresentando o valor 1 no ponto x — 1 e 0 em qualquer outro ponto do intervalo. 

Esta descontinuidade torna-se compreenslvel se observarmos os graficos C„ 
das fungoes y — j dye). Tais graficos sao curvas contmuas (fig. 16, pag. 33), todas 
elas passando pela origem e pelo ponto x = 1 , y = 1 , aproximando-se cada vez 
mais do eixo dos x, a medida que n cresce. As curvas possuem uma curva-limite C 
que, de modo algum e descontinua, mas consiste (fig. 3) da porgao do eixo dos z 
entre r = 0 c x = 1 e do segmento da linba x = 1, compreendido entre y=0e 
y = 1. As curvas, pois, convergem para uma curva-limite continua, com uma parte 
vertical, ao passo que as Jungoes convergem para uma fungdo-limite descontinua. 
Reconhecemos, assim, que a descontinuidade da fungao-limite e traduzida, na curva- 
limite, pela existencia de um segmento perpendicular ao eixo dos x. Este segmento 
deve, necessariamente, corresponder a uma descontinuidade na fungao-limite, e, 
efetivamente, ele esta sernpre presente, quando a fungao-limite for descontinua. 
A curva-limite a que estamos nos referindo, nao e o grdfico da fungao-limite, visto 
ncnhuma curva, com um segmento vertical, poder ser a representagao grafica de 
uma fungao univoca y = jf(ar), porque, em correspondence ao valor de x no qual 
se verifica o segmento vertical, lia inumeros valores de y para a curva, porem, 
somente um para a funcao. Logo, o limite dos graficos das fungoes fjx) e diferente 
do grafico do limite destas fungoes, J(x). 

Raciocinios correspondentes tem lugar, naturalmente, tarnbem para as series 
infinitas. 



Fig. 3. — Curva-limite e funcao-liruitc 
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4. Convergence a unifoe me e convergencia nao uniforme 


1. Observagoes gerais e exemplos. 

A distingao entre os conceitos de convergencia relativos as fungoes 
e as curvas, origina um fenomeno que o estudante deve estar apto a 
reconhecer com toda a exatidao. Referimo-nos a convergencia ncio- 
aniforme das seqiiencias ou das series infinitas de tangoes. Como sabe- 
mos que os principiantes costumam eneontrar dificuldades neste as- 
sunto, trata-lo-emos com o maior numero de detalbes possivel. 



Quando dizcmos que uma fungao f{x) e o limite da seqiiencia 
W-t)./j(s:). . . no intervalo a cS x S b, isto significa, unicamente, que, 
por definigao, a relagao do limite fix) — lim /( x) se verifica em todos 

rc— »■«> 


os pontos do intervalo. Intuitivaruente pode-se esperar a seguinte con- 
clusao do conceito de convergencia que acabamos de expor: se esco- 

lherrnos um determinado grau de precisao, digamos, e = ou 

€ — , a partir de um certo mclice N em diantc, todas as Imagoes 


J n {x) ficarao compreendidas entre f(x) + « e fix) - e para todos os 
valores de x, de sorte que os seus graficos y = f n (x) estarao inteira- 
mente situados na f'aixa indicada na figura 4. Isto quer dizer que, para 
qualquer que seja o numero positivo e, liavcra um numero iV = N(t) 
correspondente, que naturalmente crescera alem de qualquer limite 
quando 6-* 0, de tal sorte que, para n > N, a diferenga | f(x) - f n (x) | < «, 
nao iruportando a localizagao de x no intervalo. (Satisfeita esta con- 
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digao, |/n.(sc) - fm(x) i < 2e pai'a qualquer valor de x, desde que n e m 
sejam ambos maiores do que N.) Quando a precisao da aproximagao 
puder ser, no mmimo, igual a uma quantidade e predeterminada, em 
qualquer posigdo do inter valo, e ao mesmo lempo, isto e, quando for 
possivel escolher o mesmo numero A r («), independente de x, em qual- 
quer lugar, dizemos que a aproximagao e uniforme. Muitos fleam, a 
primeira vista, admirados, quando constatam que a hipotese intuitiva 
da convergencia necessariamente uniforme esta completamente errada, 
ou seja, que a convergencia pode, perfeitamente, ser ndo-uniforme. 

Ex. 1. A coDvergenoia nao-uniforme ocorre no caso da seqiiencia de fungoes 
que acabamos de estudar, jJx) = x ", Esta seqiiencia converge para a fungao-limite 
f(x) = 0, no intervalo 0 ^ i S 1, para 0 S i < 1, j( 1) «= 1. A convergSncia se ve- 
rifica em qualquer ponto do intervalo, isto e, se e for uma quantidade positiva 
qualquer, e se escolhermos qualquer valor fLxo, definido, X — |, a desigualdade 
I £“ — f(t) 1 < e certamente sera satisfeita, se n for suficientemente grande. Toda- 
via, tal aproximagao nao e umforme. Se escolhessemos < = }4. poderiamos determi 
nar um ponto x — ^ rp 1, por maior que fosse o n escolhido, para o qua! | ij” - /(ij) [ => 
= o que, efetivamente, acontece para todos os pontos x — 17, onde 

1 > 17 < }4. E, portanto, impossivel de terrain ar-se um numero n tiio grande que 

a diferenga entre/(x) e/ u (a;) seja menor do que }4, no intervalo complelo. 

Este comporlamento torna-se compreensivel, quando nos referirmos aosgraficos 
das f lingoes (fig. 3, p&g. 385). Vemos que, para valores de i- pouco menores do que 1, 
a fungao /„(£) valera aproximadamente 1, por rnaior que seja o n escolhido, nao 
podendo, pois, este valor ser uma boa aproximagao para/(|), que vale 0. 

Comportamento analogo apresentam, na yiziahanga dos pontos x — lea: = — 1, 
as fungoes 

j 0 (x) = — . 

J l + x 2 ° 

Isto pode ser facilmente estabelecido (cap. I, § 8, png. 52). 

Ex. 2. Nos dois exemplos que apresentamos acima, a nao-uniforrnidade da 
convergencia estava diretameute relaciouada com a descontinuidade da fungao- 
limite. Contudo, e facil, tambem, construir uma seqiiencia de fungoes continues, 
que convirja para uina fungao-limite continua, por dm, nao-uniformemente. Consi- 
deraremos, apenas, 0 intervalo 0 | 1 1 1 e estabeleceremos as seguintes definigoes 
para n g: 2: 

1 

/ 0 (r) = xn a para 05 ig -, 


tllll 

mxm 

H??i 

felfei- 


/2 \ 1 2 

j a (x) - ( - - x ) n a para - 5 r 5 

Vn y n :i 


/„(x) = 0 para - g rgl, 
n 
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onde, para comecar, podemos escolher um valor qualquer para a. o qual dev era 
ser considerado fixo para todos os temios da seqiiGtina. Gruficamente, estas funsoes 
serao apresentadas por lira a figure era forma de tclhado, constilufda de dois seg- 
ment os lineares contidos no inter vaio 0 £ x ^ 2 ;n do eixo dos x, ao passo que, de 
x = 2/n era diante, o grafico c o proprio eixo dos x (fig. 5). 

Se a < 1, a altitude do ponto mais alto do grafico. que tern ein geral o valor 
tendera para 0, & medida que n cresce. As curvas tenderao, portanto, para o 
eixo dos x, enquanto as fungoes j „(z) convergirao uniformemente para a fuusau- 
limite f(x) = 0. 

Se or = I, o vertice do grafico terd a altura 1 para qualquer valor de n. Final- 
mente, quando a > 1, a altitude do vertice crescera alem de qualquer limite, quando 
n crescer. 

Entretanto, independeutemente de como a foi escolliido, a seqiiencia .fi(x), 
/;(r), . . , sempre tendera para a funcao -limite j(x) = 0. Se x for positivo, teremos. 



para qualquer valor de n suficientemente grande, 2,'rt < x t de modo que x nao esta 
sob o angulo formado pelo grafico, e /«(r) = 0. Para x = 0, todos os valores fun- 
cionais dc serao iguais a 0, de forma que, era qualquer caso, lim j n (r) = 0. 

n — »co 

A convergeacia nao sera uniforme, certaniente, se a Sr 1, porque e impossfvel 
escolher-se um n tao grande que a expressao J j(x) - jn{x) | = f*{x) seja menor do 
que 14 cm qualquer posiqao do intervalo. 

Ex. 3. A sequSncia de funsoes 

j,,(x) = xn a e~ T ' 1 , 

comporta-se de maneira exatamento igual (fig. 6). Neste caso, porem, em contraste 
com o precedente, cada fungao da seqiiencia e representada por uina expressao 
analitica simples. A equagao lira /„(z) = 0 tambein se verifica para qualquer valor 

n—t co 

positive* de x, e desde que n cresca, a funrao <r ni tendera para 0 em ordem muito 
mais elevada do que qualquer potGneia de 1/n (cap. Ill, § 9, pdg. 192). Para x = 0 
teremos sempre j n {x) = 0, e portanto, 

J(x) = lira J»(x) = 0 

n-»“ 
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para qualquer valor de x situado no intervalo 0 g x £ a, em que a e um nurnero 
positivo qualquer. Neste caso, novamente, a convergencia para a fungao-litnite 
nao 6 uniforme. Temos, no ponto x = 1 jn (em que fu(x) tern seu maximo), 

/'IN n«-l 

/«(*) «= i» ( - ) = , 

Vny e 

t podemos verificar que, se a ^ 1, a convergencia nao sera uniforme. Qualquer 
curva y = /n(x), por maior que tenha sido escolbido o valor de n, sempre contera 
pontos (especialmente o ponto x — l/n, que varia corn n, e seus pontos vizinhos) 
para os quais f a (x) -fix) > l/2e. 



Fig. 6 

Ex. 4. 0 conceito das convergfSncias uniforme e nao-uniforme pode, natural- 
men te, ser aplicado as series infinitas. Dizemos que a serie 

ffi(*) + ffsW 4- • . . 


£ uniformemente convergente, ou nao, de acordo com o comportamento das suas 
somas parciais /„(x). Um exemplo muito simples de uma serie de convergencia 
nao-uniforme e dado por 


fix) = x 2 + 


x- 


4 “ 


+ 


1 4 X 2 (1 + X 2 ) 2 (1 + X 2 ) 


4" . • ■ . 


Para x — 0, cada soma parcial, j a (x) — x 2 + . . . + 


tern o valor 0; por- 


(1 + x 2 )"' 1 

tanto, i(0) = 0. Para x 0 teremos simplesmente uma serie geometrica, com a 

razao positiva — ~ — < 1; podemos. pois, somu-la pelas regras elementares, obtendo, 
1 4* x 2 

para cada valor de x rfc 0, a soma 


1 - 1/(1 4 - x 2 ) 


= 1 4- x* 


A fimgao-limite fix) e entao dada em qualquer posigao, exceto em x = 0, pela ex- 
pressao fix) - 1 4- x 2 , enquanto j{ 0) = 0. Ela possui, portanto, descontinuidade 
algo artificial na origern. 
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Deparamos de novo, neste caso, com uma convergSncia nao-uniforme em todo 
o intervalo que contiver a origem, visto a diferenga j{x) —j a (x) — rjx) ser sempre 0, 

para x — 0, ao passo que, para qualquer outro valor de x, ela valerjzj = — - — > 

F (1 + a; 5 ) 0-1 

como o leitor podera verificar, facilmente, por si inesmo. Se exigirmos que esta 
expressao seja menor do quo, cLigamos, ]A, podemos consegui-lo, escolhendo um 
valor de n suficienternente grande, para cada valor fixo de x. Entretanto, nao ha 
valor de n suficioDtemento grande, pnm quo possamos assegurar que r D (x) 6 menor 
do que J4 em toda a parte, porque, por maior que seja o valor de n adotado, pode- 
mos sempre tornar rjjx) major do que tomando x bastante proximo de 0. A 
aproximagao uniforme, a monos de M e, assim, impossfvel. O que acabamos de 
expor torna-se claro, considerando-se as curvas de aproximagao (fig. 7). Estas cur- 



ves, exceto de x = 0, vao se aproxiraando cada vez mais da parabola y = 1 + x\ 
a medida que n cresce. Proximo de 2 — 0, contudo, as curvas projetam-se em ex- 
tensoes cada vez mais proximas da origem, e, ao passo que n vai crescendo, estas 
extensoes vao-se aproximando sempre mais de uma determinada reta, ou seja, de 
um segmento do eixo dos y. A curva-limite sera, portanto, a parabola, mais um 
segmento linear que alcanga a origem, verticalmente para baixo. 

Como outro exemplo de convergSncia nao-uniforme, mencionaremos a serie 

•o 

g„{x), em que g„<£) = x^-x^ para v 1, g 0 {x) — 1, defiuida no intervalo 

» = o 

0 g z S 1. As soraas parciais sao as fungoes x v ja estudadas no primeiro exemplo 
(pag. 387). 

2. Criterio de convergencia uniforme. 

As consideragoes precedentes indicam que a convergencia uniforme 
das seqiiencias ou das series nao e uma propriedade comum a t,od as 
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elas, mas sim uma caracteristica especial. Formularemos, novamente, 
o conceito de couvergencia unifonne. A serie 

9i(x) -f g 2 (x) + . . . 


sera uniformemente convergent num determinado intervalo, se sua soma 
fix) puder ser aproximada a menos de e (onde c representa uma quan- 
tidade positiva, aibitrariamente pequena), tomando-se urn numero de 
termos suficientemente grande, invariavel no intervalo. 

Suponliamos, inicialmente, queaseriegi(x) + g-i(x) + . . . converge, 
em qualquer posigao do intervalo, para a fungao limite fix). Designe- 
mos por j n (x) a soma parcial de ordem n da serie, isto e, f n {x) = c?i(.x) + 
+ . . . + g n (x), e por B.fx) o resto da mesma apos n termos 

B n (x) = fix) ~ /„( x). 


A serie gi(x)+g 2 (x)+ . . . tera convergencia uniforme no intervalo, se 
a cada numero posiiivo e corresponder um numero N, dependent so de «, 
e nao de x, iai que para n > N a desigualdade | R n (x) | = j f(x) — f„(x) < t 
se verifique para iodos os valores de x do intervalo. 

Traduzindo o conceito mais objetivamente, a soma parcial f n (jx) 
representa a soma f(x) com erro inferior a e em qualquer posigao do 
intervalo, simultaneamente, desde que, apenas, se tenlia escolliido n 
suficientemente grande. Pelo criterio de Cauchy verificamos, em se- 
guida, que a serie couvergira se, e somente no caso em que a diferenga 
I fr.(x) - fjx) | puder ser tornada menor do que a quantidade arbitra- 
ry e, em qualquer parte do intervalo, pela escolha de n e m maiores 
do que N, independcnte de x. Se a convergencia f6r unifonne, pode- 
mos fazer tanto | f n (x) ~ fix) ] como 1 f m (x) - fix) \ menores do que e/2, 
atribuindo-se a n e m valores maiores do que o numero N, indepen- 
dente de x, de sorte que \f n ix) ~ fjx) \ < e. Verificando-se esta ultima 
desigualdade para qualquer valor de x, sempre que n e m sejam maio- 
res do que N, estabelecendo-se um valor fixo de n < N e fazendo m 
crescer alem de todos os limites, teremos a relagao 

| jn(x) - fix) | = Jim ! f n (x) - fmix) j S e, 

m—* <» 

para cada valor de x, de rnodo que a convergencia sera uniforme. 

Para abordarmos a convergencia uniforme das seqiiencias de fun- 
goes, bastam apenas algumas alteragoes insignificantes na definig.ac 
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anterior. A seqiieiicia f 2 (x), . . . convergira uniformemente para 
f(x), num intervalo, se a diferenga \J(x) - J n (x) | puder ser tornada 
menor do que t em qualquer posicao do intervalo, pela escolha de n 
maior do que o numero N, independente de x. Como vimos acima, a 
condigao necessaria e suficiente para a convergencia uniforme da se- 
qiiencia, 6 que [/„(£) - J n {x) | < e para todos os valores de x, quando 
n e m forem, ambos, maiores do que N, dependente de e, mas nao 
de t. 

Veremos em breve que 6 justamente a convergencia uniforme que 
faz com que, tanto as series infinitas, eoino outros processos de limite 
com fungoes, sejam instrumentos de grande utilidade e emprego na 
analise. Afortunadamente, nos processos de limite normalmente en- 
contrados no caleulo, e nas suas aplieaeoes, a convergencia nao-uni- 
forme e uma especie de fenomeno excepcional, que raramente pertur- 
bara as presentes aplicagoes analiticas. 

Na maioria dos casos, a uniformidade da convergencia das series 
e estabelecida pelo seguinte criterio: 


Se os termos da serie 2 g v (.v) salisjizerem a condigao \ g„(x) j g a„, em 

v — 1 ® 

que os numeros a„ sao constantes que formam a serie convergenie 2 a„ 
a serie 2 g„(x) convergira unijormemente (e, podemos observar incidenial- 

mente, de maneira absoluta). 

Teremos, assim, 

mm m 

I 2 gM I 32J gM I 

v = n n v —n 

m 

e como, pelo criterio de Cauchy, a soma 2 a,, pode ser tornada arbi- 

v — n 

trariamente pequena pela escolha de n e m > n bastante grandes, a 
relagao exprime a condigao necessaria e suficiente da convergencia 
uniforme. 


Um primeiro exemplo efornecido pela serie geometrica 1 -f- % -f x 2 + . . em 
que x fica restringido ao intervalo ] x \ £ g, sendo q qualquer ntimero positivo menor 
do que 1. Os termos desta serie sao, portanto, menores ou iguais aos da serie con- 
vergente SqK 

Outro exemplo & dado pela “serie trigonometrica” 


ci sen ( x - Si) cs sen ( x - 
— p - 


Sa) C3 sen ( x — Ss) 

- + “~ F— + ■ 
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dcsde que | c* | < c, sendo c uma constante positiva, independente de n. Terernos. 
eutao, 

c„ sen (x - S„) c 

gj.x) = , de modo que j p 0 (i) j < — . 

n- 7i- 

A convergencia unilorme e absoluta da sene trigonometrica decorre, portanto, da 
® c 

convergencia da serie 2 — . 

;- = l n 2 

3. Continuidade da soma de uma serie de fungoes continuas 
uniformementc convergentes. 

Como ja indicarnos, o significado da convergencia uniforme das 
series infinitas reside no comportamcnto destas series que, sob muitos 
aspectos, 6 semelliante a soma de um numero finito de fungoes conti- 
nuas. Assim, por exemplo, a soma de um numero finito de fun goes 
continuas e, por sua vez, uma fungao contmua, o que nos da o seguinte 
teorenia correspondentc: 

Se uma serie, de iermos contimios convergir uniformemente num in- 
iervalo, a sua soma sera uma J lined o contin.ua. 

A demonstragao e muito simples. Subdividamos a serie 

fix) -= 9 i(sc) + ffa(*) + ■ • - 

na sua soma parcial de ordcm n, f rl (x), mais o resto RJx). Conn de 
costume, f n (x) — g L ( x) + . . . + g n (%)■ Estabelecendo-se, entao, qual- 
quer numero positivo e, poderemos, era virtude da convergencia uni- 
forme, fixar n tao grande, que o resto seja menor do que e/4 era todo 
o intervalo, vindo, pois, 

! Unfa + h) - R n (x) | < | 

i ml 

para cada par de numeros x e x + h do intervalo. A soma parcial /„ (x) 
consiste na soma de um numero finito de fungoes continuas, sendo, 
portanto, contmua. Logo, para cada ponto x podemos escolher um 5 
positivo, tao pequeno, que 

! fn 0 + A) - f n (x) ] < * 

desde que | h \ < 8 e que os pontos x e x -f h pertengam ao intervalo. 
Segue-se, entao, 

j fix + h) - /(at) ! = Unix + h) -fnix) + R n (x -f h) - R n (x) \ 

S Unix -f h) ~ fjx ) I 4- I R n (x + h) - B„ix) I < £, 
que exprime a continuidade da fungao proposta. 
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0 significado deste teorema torna-se claro quando lembrarmos que 
as somas de series de fungoes contlnuas de convergencia nao-uniforme 
nao sao necessariamente contlnuas, como vimos nos exemplos que apre- 
sentamos. Conclulmos, portanto, do teorema exposto, que se a soma 
de uma serie convergente de fungoes contlnuas tiver um ponto de des- 
continuidade, a convergencia sera nao-uniforme nas vizinhangas deste 
ponto. Logo, a representacao das fungoes descontlnuas por meio de 
series de fungoes contlnuas 6 baseada no emprego de processos de 
limitc de converge ncia nao-uniforme. 


4. Integragao das series de convergencia uniforme. 

A soma de um mimero finito de fungoes contlnuas pode ser “inte- 
grada termo por termo”, ist.o e, a integral da soma pode ser dclermi- 
nada, integrando-se cada uma das suas parcelas, separadamente, e 
somando-se as integrals. No caso das series convergentes infinitas pode- 
se empregar o mesmo processo, desde que a serie convirja uniforms- 
mente no intervalo de integragao. 


Uma serie do tipo 2 g,(x) = f(x), uniformemenle convergenie num 

intenalo , pode ser iniegrada termo por termo neste inlervalo. Ou, mais 
precisamente, se a e x forem duas posigoes no intervalo de convergencia 

co r* 

uniforme ; a serie 2 / g,(t) dt convergira e, efelimmente, convergira uni- 

v~ 1 J a 

formemente em relagdo a x para cada valor fixo de a, valendo a sua soma, 


L 


f(t) dt. 

Para prova-lo, escrevamos como antes 


f(x) = 2 g,(x) =Ux) + R n (x). 

v-l 


Admitimos que os termos isolados da serie sao fungoes contlnuas, logo, 
pela subsegao preccdente, a soma respectiva e contlnua, e, portanto, 
integravel. Se e f6r uma quantidade positiva qualquer, podemos de- 
terminai' um numero N tao grande que a desigualdade | R n (x) j < e se 
verifique para qualquer n > N, para cada valor de x do intervalo. 0 
primeiro teorema do valor midio do calculo integral nos da 
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on- 


em que l 6 o comprimento do intervalo de integracao. A. integracao 
da soma finita / n (ac) podendo ser realizada termo por termo, dara 




9 ,( 0 dl 


< ( l . 


Uma vez que el pode ser tornado tao pequeno quanto quisennos, te- 
remos 



gXO dl 




m dt , 


como deviamos provar. 

Se, em vez de lidar com series infinitas, quisessemos faze-lo com 
seqiiencias dc fungoes, o resultado seria traduzido da maneira seguinte: 
Desde que a seqiiencia de funcoes fi(x), f 2 (x), . . . tenda uniforme- 
menle para a fangao-limiie f(x), num intervalo, 

/(x) dx = lim / JJ.r) dx 




para qaalquer par de valores a e b do intervalo. Em outras paluvras: 
e possivel permular a ordem das operagoes de integragdo e passageni ao 
limite. 


O que acabainos de enunciar estu longe de ser urn fato trivial. E verdade que, 
de um pouto de visLa intnitivo, como prevaleceu no seculo XVIII, dificilmente 
seria posta em diivida a interpermutabilidade dos dois processos. Entretanto, um 
olhar aos exemplos do n.° 1 desta segao (pag. 387) mostra que, nos casos de con- 
vergencia nao-uniforme, a equagao acirna nao se verifica. Basta considerarmos o 
exemplo 2 (pag. 38T) no qua! a integral da fungao-limite e 0, ao passo que a da 
fungao no intervalo 0 si x rS 1, isto e, a area do triangu’o (fig. 5) vale 



jd x) dx — n«— 2, 


e quando a Si 2 nao converge para zero. Neste caso, vemos imediatamente que a 


r i 

diferenga entre I j(x) dx e lira 

J o 

da convergeucia. 

Por outro lado, considerando valores de a, tais quo 1 ^ a < 2, vemos que a 




(x) dx e motivada pela nao-unifornmidade 


equagao 


C 1 C l 

lim / jjjc) dx — I j(x) dx pode ser verdadeira, muito embora a con- 

n-><= J 0 JO 


vergencia nao seja uoiforme. Como exemplo, a serie 2 gjjx), onde g u (x) — x n -xX~‘ 

o 

para u^le g a {x) — 1, pode ser integrada termo por termo entre os Iimites 0 e 1, 
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mesmo que nao possua convergencia uniforms. Assim, enguanto a uniformidade 
da convergencia e condiqi to sujicienle para a iutegrabilidade termo por lorino, nao 
e, de modo alguin, condi^ao necessuria. O desconbecimento destas particularidades 
pode. fueilmente, conduzir a erros. 


5. Derivagao de series infinitas. 

0 eoroportamento das series uniformemente convergentes ou das 

seqiiencias com relaqao a derivaeuo, e completamente diverso do refe- 

••jk sen ti x 

rente a integragao. Por exemplo, a seqiiencia de fuucocs (J„x) = 

certamente converge, com uniformidade, para a fungao-limite f(x) — 0, 
porein, a derivada (.r) = n cos n z x nao converge para a derivada da 
fungao limite /' (r) = 0, como podemos ver, fazendo x — 0. A despeito 
da uniformidade da convergencia, nao 6 possrvel alterar-se a ordem 
dos processos de derivagao e passagem ao limite. 

Enunciados correspondentes podem ser formulados, naturalmente, 
para as series infioitas. Por exemplo, a serie 

sen 2 4 x sen 3 4 ,z 
aen x + ~ ^ + ~ p— + ... 

possui convergencia absoluta e uniforme, visto sens termos nao 
serein numericamente maiores do que os da serie convergente 
111 

+ go -f- ^ + ... . Derivando, entretanto, esta serie termo por ter- 
mo, obteremos 

cos x -f- 2 2 cos 2 A x H- 3 s cos 3 4 a: -f- . . . , 

que nao converge em toda a parte; por exemplo, ela e divergente em 
2 = 0 . 

0 unieo criterio capaz de assegurar que a derivagao, termo por ter- 
mo, e permisstvel em casos especiais, e o proporcionado pelo seguinte 
teorema: 

€» 

Qu.an.do a derivagao de uma serie infinita convergente 2 G„(x) = F(x) 

. “ p -0 

produzi » uma serie de termos continues, S g,(x) = f(x), dolada de con - 

*-=0 

v ergmeia uniforme, a soma dos termos da serie resultante e igual a 
derivada da soma da serie primiliva. fiste teorema requer, portanto. 




expressamente, que depois de derivar a serie, termo por termo, inves- 
tiguemos se a serie resultante e ou nao uniformemente convergente. 

A demonstracao e muito simples, pois, pelo teorema do n.° 4 
(pag. 394) e possivel integrar-se termo por termo as series obtidas por 
derivagao. Recordando que g„{t) = G/(0, teremos 

/ f{L) dt = / [2 gM d( = 2 f%,( l) dl = l (G„(x) - G„(a)J 

»/ a ./ a >- = 0 y = o J a >=*Q 

= F(a:) - F(a). 

Como isto se verifica para qualquer valor de x no intervalo da eon- 
verglncia uniforme, segue-se que 

/(r) - F'(x), 

o que qucrlamos demonstrar. 

Exemplos 

1. Mostrar por com para^a o coin uma serie de lermos constantes que as series 
Bcguintcs converged nos intcrvalos indicados: 

(a) x - x 2 + x 3 - x* + ...(- i x g Yz). 

{b) ‘/a V I - x~ + 'A V'l - x 4 + V* V 1 - x s + . . . + -- V 1 - X s " -H . . . 

(-H * ^ i). 

, x sen .t , sen 2x . , sen nx . 

('-) - ,y- + — SJ— +••■+• — j + • ■ ■ • 

P 2- n- 

2. Demonstrar que lim /n(x) = 0, onde jn(x) ~ - — ~ ^ — x — ^ os ~ 

1 + n~x- 

trar quo a convergencia e nao-uniforme. 

3* (a) Determinar lim j n (x), sen do f*(x) = ^ x , , — 1 5= x 5= 1- Demons- 

trar que a convergencia nao e uuiforme. Demonstrar, ainda, que de xnodo algum. 


lim f jf„(x) dx = lim /„(x) dx. 

n— */ — 1 J '"l 7i “^ co 


(6) Discutir o comport arnento da sequencia dada por jA(x) = x relatl - 

vamente a convergencia, convergencia uniforme, e sua integral termo por termo . 

4.* Desenhar as curvas y = J* (x) = ■ * 2n < - 2 ^ x S 2, para n — 1, 3, 10, 

X *C 

Determinar lim /„(*)• Demonstrar que a convergencia nao e uuiforme. 
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5. Mostrar que S e — lx — - converge de maneira uniforme em qualquer in- 

l> — CD 

tervalo determinado aSigii, 

6. Demonstrar que as seguintes seqiiencias convergent poreru, nao uniforme- 
mente, no intervalo 0 S x ^ i: 

n , — , sen x 

(а) V sen x. (d) [/Or)]", sendo j(x) = ■ — , /( 0) = 1. 

x 

(б) (sen x)". 

ru n, sen x 

(c) "V x sen X, (e) V/(x), sendo j{x) — — — /(0) =1. 

x 

7. A sequencia/aCx) = 1, 2. .... e dcfinida no intervalo !) gx£ I pela equagao. 

jo{x) = 1, ia(x) = Vx/^fx). 

(a) Demonstrar que, neste intervalo, a sequencia converge para um limite con- 
tinuo. 

( b ) * Provar que a convergencia e uniforme. 

8. * Consideremos/o(x) continua no intervalo OSiSa.A sequencia de funQoes 
Jm(x) e definida por 

Jn(x) = dl, n = 1, 2, ... , 

Demonstrar que em qualquer intervalo determinado, 0 g x | a, a sequencia con- 
verge uniformemente para zero. 

9. Desenhar as curvas x- a + y 2n = 1, para n = 1, 2, 4. Para que litnite tendem 
estas curvas, quando n -* ® ? 

10* Seja fn(x), n — 1, 2, .... uma sequencia de fungoes, com derivadas con- 
tinuas, no intervalo a 5 x | i. Provar que, se J„(x) for convergent e emtodosos 
pontos do intervalo, e a desigualdade |/ri(x) \ < M (onde M 6 constants) se veri- 
ficar para todos os valores de n e de x, a convergencia e uniforme. 

5. Series de potencias 

As series de potencias ocupam o lugar preponderante entre as series 
mfinitas. Designamos por $ste nome uma serie do tipo 

co 

P(x) — Co 4- cix + c 2 x 2 — s c f x" 

j» = o 

(“serie de potencias em x”), ou mais geralmente, 

co 

P(x) = Co -f Ci(x - x Q ) + c 2 (x - z 0 ) 2 4- . . . = 2 c„(x - xoY 

v = Q 

[“serie de potencias em (x - z 0 )”i, em que x 0 e um numero fixo. Se 
introduzirmos na ultima serie, £ = x - x 0 como nova variavel, teremos 











S c v x y , sem restringirmos a generalizagao do probleraa. 

No capftulo YI (pag. 320) estudamos a representagao aproximada 
das fungoes por meio de polinomios, chegando assim a desenvolve-las 
segundo a serie de Taylor, a qual, efetivamente, e uma serie depoten- 
cias. Nesta s ,ao estudaremos as series de potencias de forma raais 
minuciosa, desenvolvendo em serie as fun goes mais importantes, de 
modo mais simples e conveniente do seguido anteriormente. 


1. Propriedades de convergencia das series de potencias. 

Ha series de potencias que nao convergem para valor algum de x, 
exceto, naturalmente, para x — 0. Por exemplo, a serie 
x + 2 2 x 2 + 3 3 x 3 + . . . + n n x n T . . . . 

No caso de x 4= 0, e possivel determinar-se um inteiro N tal que 
\x\> 1 IN. Entao, todos os termos n n x n para os quais n > N serao 
maiores do que 1 em valor absolute e, efetivamente, a medida que n 
cresce, n n x n crescera alem de qualquer valor, de sorteque aseriedei- 
xa de ser convergente. 

Por outro lado, ha series que convergem para qualquer valor de x. 
Por exemplo, a serie de potencias da fungao exponencial 

o o 

X" X" 

e' = l + x + ~+- + 

cuja convergencia, para qualquer valor de x, decorre do eriterio da 
relagao (eriterio Hint, pag. 378). O termo de ordera ( n + 1) dividido 
pelo de ordem n da xjn, e, qualquer que seja o x escolhido, esta relagao 
tendera para zero, a medida que n crescer. 

0 comportamento das series de potencias relativamente a conver- 
gencia e expresso pelo seguinte teorema fundamental: 

Quando uma serie de potencias em x convergir para o valor x = £, 
converged de forma absoluta para qualquer mlor de x tal que | x | < [ £ |, 
convergindo uniformemenle em todos os intervalos | x | Ss g, em que g for 
um numero posilivo qualquer, menor do que | £ j. Neste caso, g pode 
ficar tao proximo de j £ [ quanto quisermos. 

ce> 

A demonstragao e simples. Se a serie 2 c v £ v convergir, os seas ter- 

y = 0 
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mos tenderao para 0, a medida que n creseer. Dal segue-se que todos 
os termos ficarao abaixo de um certo liniite M, independente de v, ou 
seja, j | < M. Se designarmos por q um numero qualquer, de 

modo que 0 < q < 1, e se restringirmos x ao intervalo | x | ^ q j £ J, 

teremos | cX | ^ j cj? | q" < Mq\ Os termos da serie 2 c v x v sao, porem, 

o 

ncste intervalo, menores do que os da serie geometrica convergente 
S Mq’. Logo, do teorema da pagina 392 deduz-se a convergencia abso- 
luta e uniforme da serie, no intervalo — q | £ | ^ x ^ | 1 1. 

Quando uma serie de poteneias nao for convergente em todas as 
posicoes, isto 6, se houver um valor x = £ para o qual diverge, ela sera 
divergente para todos os valores de x, tais que \ x\ > j £ [, porquese 
fosse convergente para estes valores de x, pelo teorema acima, tambem 
o seria para os valores de £, numeric amente inferiores. 

Do que foi exposto verificamos que, uma serie de poteneias que 
converge, no mfnimo, para um valor de x, diferente de 0, e diverge, 
ao menos, para um valor de x, possui um intervalo de convergencia. 
Bxistira, entao, um numero p, positivo e definido, tal que a serie diver- 
gira para | x j >p, convergindo para | x j < p. Para x = p, nada pode ser 
enunciado, de um modo geral. Os casos-limite, isto e, aqu^les em que 
a serie converge somente para x = 0 ou em que converge em toda a 
parte, sao representados, simbolicamente, por p = 0ep = respec- 
tivamente (1) . 


Por exemplo, para a serie geometrica 1 4* x + + • • ■ . teremos p = 1. A 

serie sera divergente nos pontos extreraos do intervalo de convergencia. Da rnesma 
forma, para a serie da funcSo inversa da tangente (pag. 319), 

arc tg x — x — z 3 /3 + x s /5 — [- .... 

teremos p — 1, verificando-se que a serie converge em ambos os extremos, x — =fc 1, 
do intervalo de convergencia, corao se reconhece logo, pelo criterio de Leibnitz 
(pag. 370). 


(U P possJrel determinor-sc o intervalo de convergSncia referido, diretameate, doa coeficienies 

i, da serie. Existindo o limite lim y/ |c„| teremos 

n—> 

1 


GeraJmente, p 6 dado pela formula 


lim V |ca|" 


lim •%/ ]c n | 
n~* oo 


em que lim & o almbolo do limite superior, como ja foi definido no apSndice do capitulo I fpSg. 62). 
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Da convergencia uni forme tiramos a importante dedugao que, no 
intervalo de convergencia (se 61e existir) a s6rie de potSncias representa 
uma fungao contmua. 

2. Integragao e derivagao das series de poteneias. 

Tendo em vista a uniformidade da convergencia, e sernpre possivel 
iniegrar-se uma serie de poteneias. 

fix) — 2 c v x v 

v = 0 

termo por termo em qualquer intervalo fechado, desde que ele se en- 
contre, inteiramente, no intervalo de convergencia. Obteremos, assim, 
a funcao 


para o qual 


Fix) = c - fS — T 
v =ov ~r t 

F'(x) = /(x). 




I t'D ^ t 

yyy | g | c v \ para todos os valores de v, a serie 

obtida por integragao convergira muito mais rapidamente do que a 
original. 

Podemos, tambem, derivar a serie de poteneias, termo por termo , no 
intervalo de convergencia, obtendo a equagdo 

f'{x) — S vcX~ 1 ’ 

»=i 

Para demonstrar esta afirmagao, basta mostrar que a serie do se- 
gundo membro convergira uniformente, se x f6r restringido a urn 
intervalo contido inteiramente no intervalo de convergencia. Suponlia- 
mos, entao, que £ e um numero, tao proxxno de p quanto quisermos, 

co 

pai'a o qual e convergente. Como ja vimos auteriormeuto, todos 

v = 1 

os numeros j cX | ficarao abaixo do limite M, independente de v, de 

forma que | c v ^~ l | < ~ = N. Seja q um numero qualquer que satis- 

faga a condigao 0 < q < 1. Se limitarmos x ao intervalo i x [ ^ q | £ |, 
os tSrmos da serie em apreeo nao serao maiores do que os da serie 

2 ] 1, e, portanto, serao menores do que os da serie 2 Nvq* b 
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Xesta ultima serie, porcm, a relagao entre os termos de ordem {n 4- 1) 
ji 4* 1 v 

c n, 6 — - — q, a qual tende para q, a medida que n cresce. Como sabe- 

mos que 0 < q < 1, segue-se (criterio Ilia, pag. 378) que a serie e cou- 
vergente. Logo, a serie obtida por derivagao converge uniformemente, 
e pelo teorema da parte final da segao anterior (pag. 396), represents 
a derivada /' (x) da fungao proposta,/(x), ficando assim provado o nosso 
enunciado. 

Se aplicarmos este resultado, novamente, a serie de potencias 
f{x) - Zvc,x r ~ l , 


tcremos, derivando termo por termo, 

f"(z) = X v (« - 1) c„x y ~ 2 , 

e, continuando o processo, chegaremos ao teorema: Qualqaer fungao 
representada por uma serie de potencias pode ser derivada termo por termo 
quantas vezes quisermos, no iniervalo de convergencia ' 1> . 


3. Operagoes com as series de potencias. 

Os teoremas que acabamos de demonstrar permitem operar-se com 
as series de potencias, do mesmo modo que com os polinomios. E claro 
que duas series de potencias podem ser somadas ou subtraidas, soman- 
do-se ou subtraindo-se os coeficieutes correspondentes (pag. 376). E 
iguamente claro que uma serie de potencias, como qualquer serie con- 
vergente, sera multiplicada por una fator constante, se cada um dos 
seus termos for multiplicado pelo fator em questao. Por outro lado, a 
multiplicagao e a divisao das series de potencias exigem estudo mais 
detalhado, e, para tal, remetemos o leitor ao apcndice (pag. 416). 


( l ) Como representacao cxplfcita da derivada de or deni k, obtcmoa 


j(k) (i) = £ v (v - 1) . . . (p — k -f- 1) C v x l ‘~ 
v = k 

sob forma ligeiramentc dj versa, 


j(k) ( X ) 

k\ 



C k +»X\ 


Estas duas f6rmu3aa s5o empregadas frequentemeate. 
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Aqui, nos liniitaremos a afirmar, sem demonstra-lo, que duas series de 
potencias 

co 

fix) = 2 a y x* 

v = 0 

CD 

e g(x) = 

r — 0 

podem ser raultiplicadas como os polindmios. Para concretizar, temos 
o scguinte teorema: o produto destas duas scries, na parte comum dos 
seus intervalos de convergencia, e representado pela serie de potencias, 

CT> 

convergente, 2 cpc*, era que os coeficientes c„ valem, respect ivamente, 

y = 0 

Co = a 0 b 0 , 

ci — aobi 4* a i bo, 

Co = dob? 4" d - Q-obo, 


C n — (hba 4" &lbn-l + • • • 4" d n bo t 


(Demonstragao no apSndice, § 1, pag. 416.) 

4. Teorema da unicidade das series de potencias. 

0 fato seguintc e muito importante na teoria das series de poten- 

00 03 

cias: se duas series de potencias 2 a v x v e 2 b y x u forem, ambas, conver- 

v = 0 v = 0 

gentes num interval o que contenha o ponto x = 0, e se as duas series 
representarem a mesma fungao f(x) ncste intervalo, elas serao identi- 
cas, ou seja, a equagao a n = b n se verifica para qualquer valor de n. 
Em outras palavras: 

Uma fungao f(x) pode ser represenlada por uma serie de potencias 
em x, imicamente de uma forma. 

Mais simplesmente, a representagao de uma fungao por uma serie 
de potencias 6 unica. 

Para demonstra-lo, basta notar que a diferenga entre as duas series, 

oo 

ou seja, a serie de potencias 4> (x)= 2 c v x v com os coeficientes c y — a y —b y 

v=0 

representa a fungao 


<p(x) = f(x) - f{x) = 0 
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no intervalo considerado, ou seja, esta ultima serie converge para o 
limite 0 em qualquer posigao do intervalo. Para x - 0, em particular, 
a soma da serie devera ser 0; isto e, c 0 = 0, de sorte que a 0 — b 0 . Deri- 

vando a serie, no interior do intervalo, vira <j>' (x) ~ 2 vc„x‘~ Y . Mas, <£' {x) 

v=\ 

e, tambem, nula, no intervalo, portanto, para o caso particular em que 
2 = 0, teremos <q = 0 ou co = bj. Prosseguindo com este processo, isto 
6, derivando e fazendo, em seguida, 2 = 0, aeharemos succssivarnente 
que todos os coeficientes c„ sao iguais a zero, o que demonstra o teo- 
rema. 

Podemos, alern disso, tirar a seguinte conclusao da discussao que 
acabamos de fazer. se tomarmos a derivada de ordem v da serie /(z) = 
= 2 a,x v e se fizermos 2 = 0, teremos imediatamente 

a, = ~/ w (0), 

ou seja: 

Qualquer serie de polencias que comer gir para ponlos diferenles de 
x — 0, e a serie de Taylor da funcao represenlada. 

A unicidade do desenvolvimento e exprcssa, neste caso, pela dcter- 
minagaa dos coeficientes, que £ feita de forma unica, pela propria fungao. 

6. Desenvolvimento de cert as fun^oes em series de potencias. 
MeTODO DOS COEFICIENTES INDETERMINADOS. ExEJIPLOS. 

Cada serie de potSncia represents, no interior do intervalo, uma 
funcao contimia, com derivadas continuas de tod as as ordens. Estu- 
daremos, agora, o problems inverso, isto e, o desenvolvimento das fun- 
goes dadas, em series de potencias. Teoricameute, sempre sera possivel 
faze-Io, pelo teorema de Taylor; na pratica, porem, muitas vezes sur- 
gem dificuldades no calculo efetivo da derivada de ordem n e na ava- 
liagao do resto. Quase sempre, entretanto, e possivel atingir o objetivo 
visado, com mais facilidade, empregando-se o seguinte artificio. Pri- 

<x> 

meixamente, escreveremos a relagao f(x) = 2 c. v x% em que todos os 

coeficientes c„ sao desconhecidos, de inicio. Depots, por alguma pro- 
priedade conhecida da fungao f(x) determinam-se os coeficientes, com- 
provando-se a convergencia da serie. Esta representa uma funcao, res- 
tando, apenas, demonstrar que tal fungao 6 identica a fix). Devido a 
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unicidade do desenvolvimento em serie de potencias, sabemos que ne- 
nhuma outra, a nao ser a serie determinada, podera ter o desenvolvi- 
mento procurado. Vejamos, agora, alguns exemplos deste metodo. Efe- 
tivamente, j& deduziraos as series para arc tg x e log (1 + a:) por um 
metodo que faz parte da ordem de ideias apresentadas no presente 
capitulo, visto as termos obtido integrando, simplesmente, as series das 
derivadas destas fungoes, que sabemos serem series geometricas, t§rmo 
por termo. 

1. Funcao exponencial. 

0 problema consiste era deteraiiuar uma funcao j(x) para a qual j'(x} = j{x) 
e j( 0) = 1. Se escreverraos a serie com os coeficientes indeterminados 

fix) = Co + c<x 4- e 2 x- + . . 

e a derivarmos, obteremos 

J'{x) = Ci + 2 c 2 x + 3c = x 2 + . . . . 

Como, por hipotese, estas duas series de potencias devem ser identicas, teremos 
a equacao 


nc a = c 3 .„ 


verdadeira para qualquer valor de n ^ 1. Se observarmos que, devido I relagao 
/( 0) = 1, o coeficiente c 0 deve valer 1, poderemos calcuJar todos os coeficientes 
sucessivamente, obtendo, entao, a serie de potencias 


X X- X s 

^ ) = 1 + li + 2! + 3i + -- 


Como vemos facilmente, pelo criterio da relacao, esta serie converge para qualquer 
valor de x , representando, pois, uma funcao para a qual se verificam efetivamente 
as relacoes j'(x) — j(x) e /( 0) = 1. (Evitamos, iutencionalmente, empregar o que 
ja aprendemos s6bre o desenvolvimento da funcao exponencial.) 

A funcao e x possui, certamente, estas propriedades; deduzimos prontamente, 
pois, que a funcao j[x) e identica a e x . Formando-se o quociente 4>(x) ~J(x)je r , e 
derivando, vira: 

- t m , 0 . 

e- x 


A funcao <p(x) e, portanto, uma constante, e ja que tpm o valor 1 para x — 0, deve 
ser idSuticamente igual a 1, ficando assim demonstrado que a nossa side de po- 
tencias e a funcao exponencial sao identicas (discussao analoga, pag. 178). 
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2. Serie binomia. 

Podemos, agora, retornar a serie binomia (cap. VI, § 3, pag. 329), empre- 
gando, desta vez, o metodo dos coeficientes indeterminados. Queremos desenvolver 
a fungao /(z) = (1 + x) a em serie de potencies. Escreveremos, pois, 

j{x) = (1 + xY = c 0 + CjZ + CjZ 2 + . • 

onde c” representa os coeficientes a determinar. Notamos que a fungao dada deve, 
obviamente, satisfazer a relagao 

00 

(1 -f z)/'(z ) = tt/(z) = S a c„x u . 

r = 0 

Por outro lado, derivando-se a serie de /( z), termo por ter mo, e multiplicando 
por (1 -f- z), obteremos 

(1 + x)j'( z) - e, + (2 c 2 + Cl )x + (3c 2 + 2c 3 )x 2 

visto como as duas series de potencias devem ser identicas, 

«c 0 = Ci, ac! = 2 c 2 + Ci, ac-> = 3c :) -j- 2c 2 , .... 

E certo que c„ = 1, desde que a serie deve ter o valor 1 para z =* 0 e dcfcerminnro- 
mos, sucessivamente, as expressoes 

(a — 1 )a (a: — 2 ) (a ~ l)ar 

°> o — • 


para os coeficientes, e, em gerai, como se pode estabelecer com facilidade, 
(a - v + 1 ) (a - v 4* 2) ... (a - l)a 


Cy = 


K«"-l) ... 2.1 


-(:)■ 


Substituindo tais valores, teremos a serie 


ie 2 x>. 

« = o \vj 


Devemos, ainda, iuvestigar 


a sua convergencia, e mostrar que ela representa, efetivamente, (1 -\- x) a . Pelo cri- 
terio da relagao verificamos que quando a nao f6r inteiro positivo, a serie sera 
convergente se | x ] < 1 e divergente se | z | > 1, visto a rclagao entre os term as 

, j r ,, t 1 

de ordem (n + 1) e n ser z, cujo valor absolute tende para | z ] quando 

n cresce alem de qualquer Iimite ( 1 ). Logo, se j x | < 1, a serie representara a fungao 
/(z) que satisfaz a eondigao (1 -f- x)f'(x) — af(z ), como se deduz do modo de for- 


(4 Estabeleceremos, sem demonstracao, as condifBes exatas sob as quais esta s6rie convergird. 
Se o expoente a fflr um inteiro g 0, a sSrie terminard, sendo portanto valid* para qualquer valor de x 
(tranaformando-se no teorema ordinario do biadmio). Para qualquer outro valor de a: a e£rie apresen- 
tar& convergfincia absoluta para 1 x [ < 1, e diverggneia para | x | > 1. Para jafla agria sera 
absolutamente convergente, se a > 0, condi cionalmente convergente, se — 1 < a < 0, e divergente, 
quando n^-L Finalmente, quando cr> 0, a sCrie terd convergencia absoluta no ponto x “ - 1, 
e diverggneia, se a < 0. 
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macao dos coeficientes. Alem disso, _/(0) = 1. Estas duas condigoes, porera, asse- 
guram a identidade entre J[x) e (1 + z)« pois, fazendo 

<f>(x) - + j}« 

achamos que 

. (1 4- 3’)“ J'(x) -a(l 4- T)<x-ij(x) 

4>'b) = — = 0; 

a + x)^ 

<j>(x ) e, portanto, uraa constante e, de fato, e sempre igual a 1, visto que <p(0) = 1. 
Provamos, assira, que quando [ x | < 1, 


(1 + z)“ = 2 ( ) x", 

^ — o Vk y 


a qual representa a serie biiiSmia. 

Citaremos, era continuagao, os seguintes cases especiais da serie btuomia: a 


serie geornetrica 


1 


1 t j : 


(l 4 *)-• = 1 - x + a 2 - * a + js* - + . 4. 


a serie 


(1 + x) a 


= 2 ( - Ipzq 

i> = 0 


= (1 + x)- n - = 1 - 23: 4- 3-r 2 - lx 5 


! 2 ( - 1)"(> + 1)®", 


que pode, tambem, ser deduzida da serie geometrica por derivagao; a serie: 

, 1 1 1.3 , 

vl + z = (1 + rj 1 '- = 1 4 — x - — ;r- -[ x z 

2 2.4 2.4.6 


1.3.5 

’ 2 . 4 . <j7» 


ad -f - 


1 1 1.3 1 . 3.5 

1 , = (1 + x) 1/2 = 1 - - x -f" — x- • x* 

Vi 4 X 2 2.4 2.4.6 

1 . 3 . 5. 7 

4“ — ad — 4" • - • » 

2 . 4 . 6. 3 

da qual se empregam os primeiros dois ou tres termos corno aproximagues correlates. 

3. Serie de are sen x. 


Esta serie e obtida facilmente, desen volvendo-se a expressao 1/ V 1 — t 3 * , de acordo 
com as series binomias, 

1 1.3 

a -m -1 '* = 1 -p -t* + — t* + ... . 

Z 2.4 
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Esta serie convergira se ]f | < 1, convergindo uniformemente quando ] 1 1 g q < 1. 
Integrando-a termo por termo, entio (I e x, teremos: 

la; 3 1.3x 5 

arc sen x = x H S — h . . . ; 

2 3 2.4 5 

vcmos, entao, pclo criterio da re lagan. que ela convergira se J x | < 1, e divergira 
se j x [ > 1. 

A deducao da serie acima, partindo do teorema de Taylor, seria, decididamente, 
menos conveniente, eiu face das dificuldades que surgiriam quando se tivesse que 
calcular o resto. 


4. Serie de Arc Sk x = log (a; -j- VI -j- x 2 ). 


0 deseavolvimeato desta fun<;ao e obtido por um metodo semelhanle ao que 
acabamos de empregar. Usando o teorema do binomio, podemos escrever a serie 
para a derivada de Arc Sh x, 


Vl + 


1 1.3 1.3.5 

= 1 — x 1 d x k x r> 

2 2.4 2.4,6 


+ -■■*» 


integrando-a, depois, termo por termo. Obtemos, entao, o desen volvimento 

01 lx 3 1.3 x 5 

Arc bn x = x 1 J- .... 

2 3 2.4 5 * 

cujo inter valo da convergencia d - 1 < x £ 1. 


5. Exemplo de multiplicasao de series. 


0 desenvolvimento da expressao 

log (1 + x) 
1 +x 


e uin exemplo simples da aplicagao da regra rclativa a mul Liplicagao das serie 3 
de potencies. Basta, apenas, multiplicar a serie logantmica 

M i 

log (1 + = X . 

pela serie geonoetrica 

1 

r— ; — = 1 - X + x 2 - x :i + x l - + . . . ; 

1 -j- x 


como o leitor podera verificar por si mernso, para se ter a serie notavel 


log (1 + x) 

1 H~ x 


= X — 


A l l i\ 

-0 + 2 + 3 + J 


para [ x \ < 1. 
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6. Exemplo da integraqao termo por terrao (integral eliplica). 

Ja encontramos, em aplica§oes anteriores, a integral eliptica 

W2 dp 


K 


/ *I~ Clip 

, = T = (fe* < 1) 
0 V 1 - k- sen- <p 


sen- ip 

(periodo de oscilagao do pendulo, p&g. 302). Para calculannos esta integral pode- 
remos, em primeiro lugar, desenvolver o integrando pelo teorema do binomio, vindo 
entao, 

1 1 1.3 

== = 1 - k- sen 2 >p 4 k 4 sen 4 <p 

Vl - fe 2 sen 2 <p 2 2.4 

1.3.5 

4- — ■■■ — ■ fe° sen 0 c ? 4“" .... 

2.4.6 

Como k - sen 2 <p jamais e maior do que fe 2 , a serie converge uniformemenle para 
todos os valores de <p , podendo ser integrada termo por termo: 

■ *72 dp 


K.f' 

J 0 


Vl - fe 2 sen 2 p 


r =>72 1 i’ »/2 

= / clp + - k 1 / seria p dp 

Jo 2 do 

1.3 /•*■/ 2 

4 fe 4 / sen 1 p dp + .... 

2.4* Jo 


As integrals que aparecem no desenvolvimento ja foram calculadas (Cap. IV, § 4, 
p&g. 223). Substituindo-se os seus valores, vira 

r *7 2 dp 

Jo Vl - fe 2 sen 2 


K 


■![**©*■*(!-,)•* 

♦O'*-*-]- 


Para outros exemplos sobre a teoria das series, remetemos o lei Lor ao apeudice 
deste capitulo (pag. 415). 

Exemplos 


co 


Determinar os intervalos de convergencia da s6rie 2 a a i n , sendo a a dado 

n = 1 

formulas dos exemplos 1 a 20. 


1. 

1 

8. 

1 

15. 

n" 

an 4- b' 


2. 

71. 

9. 

1 

16. 

O 

1 

Iog(n + 1)’ 


o* 

Vn* 


1 

17. 

4. 

Vn. 

10. 

log lag 10n' 


5. 

1 


1 

18. 

n 2 ’ 

11. 

«/”• 






6. 

n 

1 t 

12. 

at 

19. 

nl 





1 

13. 

a 

20. 

7. 

a ■{- n’ 

14. 

a los n 


(Cn- 1 )*. 

(n])f 

(2n)!- 

n 4* Vn 
n- - n 
1 

1 4- a“‘ 

_1_ . (“l) n 
+ ■ 

1 

rp+l/ n ' 


pelas 
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21. a 1 . 

cyy X 1" - *) 

x- 


23. Sftl' X. 


24. cos 2 x. 

25. sen 0 x. 

26. arc sen x 3 . 


27. Empregando a serie binomia, calcularV2 com quatro casas decimals. 

28. Calcular, aprodmadamente, as integrals seguintes, por meio de series, 
descnvolvendo o integrando em series de potencias e integrando, depois: 



(c) 

J o 

rlQ 

(d) / ~Tr 

5 M 


log(l 4- x ) 


dz. 


x 

dz 


29- Desenvolver as seguintes f undoes, ate os termos em sc 4 , empregando a mul- 
tipticaca' > das series de po‘encias; 


arc sen x 

(a) e 1 sen x. (c) 

■V 1 - x 

( b ) [log(l -j- a:)) 1 . ( d ) sen 2 a;. 

30. * Deinonstrar, pela muitiplicacao das series de potencias, que 

(a) e*e y = e* +y . ( b ) sen 2x = 2 sen x cos x. 

31. Oual sera o intervalo de convergSncia de S(a„ + d„)r n , se o de So,!” lor 
| x ! < p, c o de 2}b 0 z l ‘ for | x j < p', sendo p 1 < p? 

32. Com o metodo dos coeficientes indetermlnados, estabelecer uma funruo 
f{z) que satisfaca as seguintes condic.oes: 

(a) m = 3; ( h ) J'(x) = J{.c) + x. 


7. Semes de potencias com tebmos complexos 
1. Introducao dos termos complexos nas series de potencias. 

Certas fuugoes, aparentemente independont.es, possuem notaveis 
semelhangas nos seus desenvolvimentos em series de potencias, e esta 
analogia levou Euler a estabelecer relagoes puramente formais entre 
das, atribuindo valores complexos, ou, p articular izando, valores ima- 
ginarios puros, a variavel x. Estudaremos este assurito, primeiramente, 
de uma maneira formal, sem nos embaragarmos com questoes de rigo- 
rismo, investigando, depois, os resultados do processo. 

A. primeira relagao notavcl desta especie sera obtida pela substitui- 
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guo de x na serie e 1 pela quantidade imaginaria i<f>, onde <f> e am nu- 
mero real. Se recordarmos a equagao fundamental da unidade imagi- 
naria i, isto e, i 2 = — i, da qual se deduz que i 3 = - i, i 4 = i, i 5 = i, ... , 
teremos, separando os termos reais e os imaginarios da serie, 

< t > 2 4> 6 

= (1 



< t > 3 4> 5 4 ? 

+ l( ^ _ 3! + 5!“7t + "'- 0 ' 

ou, sob outxa forma, 

e '* = cos 6 + i sen <p. 

Esta e a conhecida e important formula de Euler”, embora ainda 
sob aspecto puramente formal. Ela e cornpativel com o teorema de 
De Moivre (pag. 74), que e expresso pela equagao 

(cos <j> + i sen d>) (cos ■p ■+• i sen p) — cos (</> + P) + i sen (d> + P) ■ 

Em virtude da formula de Euler, esta relagao estabelece, apenas, que 
a e.xpressao 

e r .e y — e x+y 

continua tendo lugar para os valores imaginarios, x — i<j>, y = ip. 

Substituindo-se a variavel x , na serie de potSncias de cos x, pela 
quantidade imaginaria pura ix, obteremos, imediatamente, uma serie 
para Ch x. Esta relagao pode ser traduzida pela equagao 

Ch x = cos ix. 

Da mesma forma, teremos 

1 

Sk a; = - sen ix. 
i 

Em vista da formula de Euler tambem dar e -1 * = cos 6 - i sen <j>, 
cliegamos as expressoes exponenciais para as fungoes trigonometricas, 



1 

As relagoes Ch x = cos ix e Sh x = v sen ix permitem transform ar as 

expressoes acima nas relativas as fungoes hiperbolicas, sendo, de res- 
to, inteiramente semelhantes as expressoes exponenciais correspon- 
dentes. 
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Expressoes analogas podem, como e daro, ser obtidas para tg x, 
Th x, cotg x e Coth x, as quais sao ligadas pelas equagoes Th x = 
1 

= t tg ix e Coth x = i cotg ix. 

Finalmente, podem ser estabelecidas relates semelhantes para as 
funcoes inversas, tanto trigonomelricas como hiperbolicas. Por exem- 
plo, de 

e 11 — e~ lz e~ a — 1 

V = tg x ■- 
deduzimos logo que 



1 — iy 

Toinando-se os Iogaritmos de ambos os membros e escrevendo-se x cm 
lugar de y, e arc tg x em vez de x, obteremos a equucao 

1 1 ix 

am f cr t = — - In cr ■> 

° 2l ° 1 - ix 

que exprime uma liga^ao notavel ervtre a funcao inverse da tangente 

1 i “t~ x 

e o logaritmo. Se substituirmos zpor ix nascrie de potencias 9 log — > 
ja estudada (pag. 318), teremos a serie de potencias para o arc tg.r: 

1 (ix) 3 (ix) 3 

arc tg x + ~ (ix + ~r~ + " ~ + ■ • -) 

t O D 

x 3 a 5 

— x — — 4- v - + . , . . 

3 o 


As relagoes acima sao ainda de carater purameute formal, recla- 
mando, naturalmente, um enunciado mais preciso, de acordo com o 
que elas pretendem exprimir. Na proxima subse$ao indicaremos como 
pode ser atingido este desiderato, com o auxllio da teoria das fungoes. 

Para eraprego posterior, entretanto, necessitaremos unicamentc da 
formula de Euler = cos <j> 4- i sen <f> e, sendo assim, evitaremos uma 
analise completa. Bastard, apenas, considerarmos o sfmbolo e'* como 
uma abreviasao formal do segundo membro cos tj> + i sen <j>, aparecendo, 
entao, a formula de De Moivre, e'*.e i ' l ‘ = e ‘fe + ' H , como simples conse- 
quPncia dos ieoremas elemeniares da adicao, da irigonomelria. Partindo 
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deste ponto de vista, a fim de fazer com que a relagao e L .e y = e* +;> ' se 
verifique para quaisquer argumentos complexes, estabeleceremos ainda 
a definigao 

gz _ e i( CO s tj -j- i sen ij), 
cm que x = £ +• in (£, n sendo reais). 

2. Resumo da teoria geral das fungoes com varidveis complexas. 

Muito embora o ponto de vista que seg uim os nas dedugoes ante- 
riores seja livre de objegoes, sera conveniente procurarmos nestas for- 
mulas algo mais do que as simples rein goes formais indicadas. Seguindo 
cite objetivo, seremos levados a teoria geral das fungoes, como (para 
abreviar), designaremos a teoria das chamadas fungoes anabticas com 
variaveis complexas. Como ponto de partida deste estudo, adototenios 
a discussao geral da teoria das series de potencias, com variaveis e 
coeficientes complexos. A eonstrugao de tal teoria nao apresenta dil’i- 
culdades, desde que estabelegamos o conceito de limite, no dominio 
dos numeros complexos, pois ela acompanlia a teoria das series de po- 
tencies, quase exatamente. Entretanto, como nao utilizaremos esles 
resultados no presente curso, limitar-nos-emos a euunciar certos fa- 
tos, omitindo as demonstragoes. Pode ser provado que o teorema do 
§ 5, n.° 1 (pag. 400), admite a seguinte generalizagao, verificaudo-se 
para as series de potencias complexas: 

Se uma serie de potencias convergir para qualquer quanlidade cont- 
plexa, arbilraria, x = £, ela sera absolulamenie convergenle para cada 
valor de x para o qual \ x | < f |. Se ela for divergenle para x = $, di- 
verging igualmente, para todos os valores de x para os qaais j x [ > [ £ [. 
Uma serie de potencias que nao convirja em todos os pontos do intervalo, 
porem, que o faQa para algum outro ponto, alem de x = 0, possui um 
drealo de convergencia, is to e, existe um numero p — 0 tal, que a serie 
tern convergencia absoluta para \ x \ < p, divergindo, quando j x [ > p. 

Uma vez estabelecido o conceito das fungoes com variaveis com- 
plexas, representadas por series de potencias, e conhecidas as regras 
para operar com tais fungoes, podemos imaginar as fungoes U, sen x, 
cosx, arc tg x, etc., da variavel complexa x, como definidas, simplcs- 
mente, pelas series de potencias que as representam para os valores 
reais de x. As relagoes que deduzimos anteriormente reduzem-se, en- 
tao, a simples trivialidades. 
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Indicaremos, apenas, por meio de dois exemplos, como esta intro- 
dugao as variaveis complexas pode auxiliar-nos a compreender melhor 
as fungoes elementares. A serie geometrica 1/(1 -f- x 2 ) deixa de ser con- 
verged te quando x deixa o intervalo - lSi^l,o mesmo fazendo a 
serie arc tg x, embora nao haja particularidades no comportamenlo 
destas fungoes nos pontos extremos do intervalo de convergence. De 
fato, tanto as fungoes quanto todas as suas derivadas, sao continuas 
para qualquer valor real de x. Por butro lado, compreendemos facil- 
mente que as series 1/(1 - x 2 ) e log (1 - x) cessem de convergir quando 
x atingir o valor 1, pois elas se tornam infinitas nesta posigao. A di- 

vergencia das series da fungao inversa da tangente e de 2 ( - l)'^ 2 ”, 

*= o 

para | x j > 1, fica elara, imediatamente, se admitirmos, tambem, va- 
lores complexos de x. Acharemos, entao, que quando x — i, as fungoes- 
soma tornam-se infinitas, nao podendo, portanto, ser representadas por 
series convergentes. Logo, pelo teorema relativo ao cfrculo de conver- 
gencia, as series divergirao para todos os valores de x, tais que i x | > [t [. 
Particularizando, a serie divergira fora do intervalo ~1 Sj gl, para 
os valores reais de x. 

Outro exemplo e fornecido pela fungao f(x) = para x ± 0, 

/( 0) = 0 (pags. 196, 336), que, a despeito do seu comportamento apa- 
rentemente regular, nao pode ser desenvolvida segundo a serie dc 
Taylor. Realm ente, esta fungao deixa de ser contlnua quando atri- 
buirmos a x valores puramente imaginarios x 4- it Ela assume, entao, 
a forma e 1,?> e cresce alem de qualquer limite, a medida que £-»0, 
E, pois, claro que neniiuma serie de potencias de x podera representar 
tal fungao para todos os valores complexos de x na vizinhanga da ori- 
gem, por menor que seja esta vizinhanga. 

As observagoes acima, sobre a teoria das fungoes e series de poten- 
cias com variaveis complexas, bastam-nos por enquanto. 
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APENDICE AO CAPITULO VIII 

1. MULTIPLICAgXo E DIVISAO DE SERIES 
I. Multiplicagao de series absolutamente convergentcs. 

co co 

Sejam A — 2 a„ C — Zb, 

v = 0 *> = 0 

duas series dotadas de convergencia absolata. Juntamente com elas, 
eonsideremos as series correspondentes, dos valores absolutos 

A = 2 [ a, | e B = 2 | b, |. 

» = 0 v = 0 

Teremos, ainda, 

A n = S a„ B n — Z b n , An - 2 | a, [, = 2 | b, \ 

r — 0 v-0 p — 0 

e = ci^bn 4~ +••••+■ o. n b 0 . 

CO 

Afirmamos, entao, que a serie S c„ e absolutamente convergcnte, e que 

sua soma e igual a AB. 

Para prova-lo, escreveremos a serie 


4~ a i^o d - 4~ 4- ua&o 4- 

4“ ^2^2 4“ Ol&2 4" 4- ... 4- 4“ On^l 

4- ... 4- 4~ ... 4~ fli&rc 4~ ao&n 4~ • • ■ » 

cuja soma parcial de ordem re e A n B n , asseverando que ela possui 
convergencia absolata. As somas parciais das series correspondentes de 
valores absolutos crescem mondtonamente; a soma parcial de ordem n 2 
e igual a A n B n , menor do que AB (e que tende para AB). Assim, ,pois, 
a serie dos valores absolutos e convergente, ao passo que a que escre- 
vemos em seguida possui convergencia absoluta. A soma da s6rie sera, 
naturalmente, AB, enquanto sua soma de ordem n 2 valera A n B n , a 
qual tende para AB, a medida que Permutaremos, agora, a 

ordem dos termos, o que e permitido fazer-se nas series de convergencia 
absoluta, reunindo os termos sucessivos entre parenteses. Nas series 
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convergentes e possivel separar-se os termos sucessivos, reunindo-os em 
tantos parenteses quantos desejarmos, sera perturbagao da conver- 
gencia nera da soraa da serie, porque, se reunirmos entre parenteses, 
digamos, todos os termos (a„+i, + a „+2 + . . . + a m )> ao formarmos 
as somas parciais omitiremos as somas que originariamente caiam en- 
tre $ a e s m , o que nao afeta a convergencia, nem altera o valor do linaite. 
Do mesmo modo, se a serie for de convergencia absoluta, antes da 
introdugao dos parenteses, continuara a se-lo, depois. Em vista da serie 

Sc, = (flo^o) + (0(A + ccibo) + (dobz + cqtq + azbo) + • • • 

*=o 

ter sido forinada deste modo, a partir da serie inicial, esta demonstrada 
a al'irrnagao que fizemos. 

2. Multiplicagao e divisao de series de potencias. 

0 principal emprego do teorema demonstrado e na teoria das se- 
ries de potencias. A assercao seguiute e a conseqiiencia imediata dele: 
o produto de duas series de potencias 

2 a,x’ e 2 b,x’ 

v = 0 P = 0 

no intervalo de convergencia comum as duas series, e representado por 

uma terceira serie de potencias 2 x,c\ cujos coeficientes sao 

, = o 

Cy = fl(j by 4* Ctlby-l + . . . -j- Qybg. 

Na divisao das series de potencias podemos, de modo semelhante, 
representar o quociente pela serie 2 q„x”, desde qne b 0 , o termo cons- 

p = 0 

tante do denominador, nao se anule. (Se tal se desse, a representagao 
proposta seria impossivel, visto a serie nao poder convergir para x = 0, 
em face da anulagao do denominador. Por outro lado, porem, t6da a 
serie de potencias deve convergir em x — 0.) Os coeficientes da serie 
de potencias 

XqyX” 

„=o 
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podem ser determinados, lembrando-nos que 2 q s z\ 2 b,x v = 2 aX. 
de sorte que as seguintes equagoes devem verificar-se: 
a a — qobo, 

Oi — <lot>L + qib a , 

az = q$bz + qibi + qzba. 



a p = qob„ + + . . . + qJ> o- 

A primeira destas equagoes da imediatamente o valor de q 0 , determinan- 
do-se qi da segunda, qz da terceira (usando-se os valores de q 0 e q t ), etc. 
Para que a representagao do quociente de duas series de polencias poi 
outra serie de potencias fosse rigorosamente justificada, deveriamos, 

co 

ainda, investigar a convergencia de 2 q.x". Entretauto, como nao tere- 

p = 0 

mos oportunidade de empregar estes resultados, poremos de lado esta 
generalizagao, contentando-nos em sabermos que a serie representa- 
tiva do quociente converge, efetivamente, desde que x permanega nuru 
intervalo suficientemente pequeno, no qual tanto o numerador como 
o denominador sejam series convergentes, e onde o denominador nao 
se anule. 


2. Series in fin it as e integkais improppjas 


As series infinitas e os conceitos desenvolvidos sobre as mesmas 
tem aplicagao e simples analogias na teoria das integrals improprias 
(cap. IV, § 8, pag. 249). Limitaremos nosso estudo ao caso das inte- 
grals convergentes, num intervalo infinito de integragao, digamos, uma 


integral da forma J f(x) dx. Se dividirmos o intervalo de integragao 

pela seqiilncia de numeros To = 0, sq, ... tendendo monotonamente 
para + «> , podemos escrever a integral impropria sob a forma 


/. 


fix) dx = eti + a -2 -f- 


em que, cada urn dos terrnos da serie infinita e uma integral; 


ai 


= ( fix) dx, a-- = 

JO J xi 


fix)' dx, .... 


! 
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e, assim, sucessivamente, nao importando a maneira como escolhemos 
os pontos Podemos, portanto, reduzir a ideia da integral impropria, 
convergente, a das series infinitas, de rauitas maneiras. 

E especialmente vantajoso escolher-se os pontos x v de tal forma 
que o integrando nao mude de sinal no interior de qualquer subinter- 

CO 

valo individual. A serie 2 | a v I correspondera, entao, a integral do 
valor absolute da fungao, 



fix) | dx. 


Somos, assim, conduzidos naturalmente ao seguinte conceito: uma inte- 

f “ 

gral impropria / f(x) dx diz-se absoluiamente convergente, quando exis- 


iira integral J" jf(x) | dx. De outra maneira, isto e, se a integral existlr 
de qualquer forma, direinos que ela e condicionalrnente convergente . 
Alguruas das integrals estudadas anteriormente (pags. 250, 251), tais como 

y* CO ^ /* CO ; t* O 

/ ; dr., / rfi) = / e'V*' 1 dt, 

J n I -j- x- J o J 0 

possuem oonvergeneia absoluta. Por outro lado, a integral 

r “ sen x r A sea .r 

I dx = urn / dx, 

Jo x a J a x 


estudada na pag. 251 e ura exemplo simples de integral condicionalrnente conver- 
gente: Para demonstrarmos a oonvergeneia desta integral, de modo diTereute da 
demonstragao anterior, subdividiremos o intervalo de 0 a A pelos pontos x“ - 
= vt (v = 0, 1, 2, . . em que e o maior inteiro posslvel para o qual ii A ir g A. 

Dividimos, assim, a integral em termos de forma w = j dx (v = 


= 1, 2, .. .), com um resto R A da forma 



sen x 


dx 


x 


(0 5s A — H_\TT < 3r). 


E claro que as quantidades a u terao sinais alternados, visto que sen x e alter- 
nadamente positivo e negativo, nos intervalos consecutivos. Alem disso, |a„ +1 ] < |a„| 
Aplicando, portanto, a transformagao x — £ - v, teremos 


a v 


r "*■ | sen x \ n* 

J (p-l)»- X J vt 


(»+!)«■ | sen (t — 


f _ * 




{^ + Dir | sen 1 1 

• r £ — 7T 


7, 


(►A 1) T | sen £ I 

£ 


~ — | a, +i 


dt. 
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Logo, pelo criterio de Leibnitz, vemos que 2a„ e convergente. De mais a mais, o 
resto R\ tem o valor absoluto 


1 r A sen x ' r + M j sen x f 

j / (lx g / — ilx 

\J X • J 11 r 


1 r 2 

iS / sen x r!r= 

que tende para 0. a medida que A cresce, Se deixarmos, pois, A tender para - na 
equagao 


j (lx — (Z, "T Q, 4* llj T ... I, 

J 0 X 

o segundo membrc tendera para £a u corno limite, o que demonstra a convergenria 
da integral. A convergencia, porem, tiao e absoluta, pois 


a ? I > 


/ «’/: = 

J U- - 1 1 n in, 


de sorte que £ j a v | e divergente. 


3, Prom tos imomtos 


Na inLrodugao deste capffculo (pag. 366), irisarnos que as series in- 
finitas sao apenas um dos modes, eonquanto pai'ticulannente impor- 
tante, de que dispomos para representar numeros ou funcoes, por pro- 
cesses infinites. Como exemplo de outro desles modos, apresentarenios 
os produtos infinitos. sem entrarmos em detalhes nem demonstragoes. 

Na pagina 223 encontramos o produto de Wallis, 

7r 2 2 116 6 


3 3 3 3 7 


peloqual o nurnero 7 t/ 2 e expresso por um “produto infinito”. Calcula- 
remos o produto infiiiito 


II a v = tq . a~-> . a-', . a i . . . 

como o limite da seqiiencia de produtos parciais 

ai, ai.a-i, (ii.a-2.rii, a t .a-2 a^.Cy, . 

desde que §les existam. 
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Os fatores a.\, a 2 , a 3) . . . , como e logico, podena, tambem, ser fun- 
goes de uma variavel x. Urn exemplo, especialraente interessante, e c 
referente ao “produto infinito' ’ da fungao senx, 

ar\ 

1 ~&) •• ’ 


sen rx 


- - p ) 0 -I) ( 


que deduziremos no § 4 do proximo capltulo (pag. 445). 


O produto infinito da juru;ao “dzeta” desempenha papel importantissimo na 
teoria dos numeros. Para conservarmos a notagao usual ua teoria dos numeros, 
designaremos a variavel independente por s, definiado a fungao f, para s > 1, pels 
expressao 



n=l n* 


Sabemos (§2, pags. 380 e seg lintes) que a serie do segundo membro sera corner- 
gente, ses >1. Sendo p uma quintidadequalquermaior do que 1, teremos a equacao: 


l-- 1 - 

P' 


11 1 
*+— + — + — +... 
p' p-' p 3 ’ 


desenvolvcudo-a segundo a serie geometriea. Imaginando-se esta serie escrita para 
lodos os numeros priuios p u p 3 , p- s , .... em ordem crescente, e todas as equagoes 
rcsultantes multiplicadas conjuntamente, obteremos no primeiro membro um pro- 
duto da forma 

1 1 
1 -/>!'■ 1 ~Pi' 

Se, sem nos determos para justificar o processo, multiplicarmos conjuntamente as 
series dos segundos membros das nossas equagoes, lembrando-nos, alem disso, que 
por um teorema elementar, cada inteiro n >1 pode ser representado por um pro- 
duto de potencies de diferentes numeros primes, de uma maneira, e somente de 
uma, acharemos que o produto do segundo membro e, ainda, a fungao £{s). Te- 
mos, assim, a notavel “forma do produto” 


fW 


111 

I-Pf' 1 - Pz~’ ' 


Esta “forma do produto”, cuja deducao esbogamos ligeiramente, e, efetivamente, 
uma expressao da fungao “dzeta” como produto infinito, visto o numero dos fatores 
primos ser infinito. 


Na teoria geral dos produtos infiaitos, usualmente e excluldo o caso 
em que o produto a L a 2 . . . a„ tem zero por Iimite. Logo, e particular- 
mente importaute que nenhum dos fatores se anule. A fim de que o 
produto seja convergente, os fatdres a n devem, naturakaente, tender 




IT a„, em que a„ > 0, e que a serie 2 log a „ seja convergente. E elaro 

v—\ v — 1 

rx 

quo as somas parciais desta s6rie, 2 log a v = log (cia 2 . . .a R ), tenderuo 

*=i 

para um Umite definido se, e somente no caso em que os produtos par- 
ciais ditto. . ,a n tiverem um limite positivo. 

No estudo da convergence usualmente se aplica o seguintc criterio 
(condiqao saficienie), onde se faz a v = 1 + a r . 0 produto 

5 (1 + a,) 

sera convergente se a serie 


tambem o for, e se nenlium fator (1 + a„) for n ilo. Na demons Ira^ao 
admite-se, depois da omissao de um numero finito de futures, se ne- 

cessario, que cada ] a v | <^- Teremos, assim, 1 — | a* [ >^- Pelo fee- 

—i w 

rema do valor medio, log (I + h) — log (1 + h ) — log 1 = h - — pa- 

i -j- Ull 

ra 0 < Q < 1. Vira, eritao. 


lOg (1 + £X„) I = 


1 + 8a v 1 — a„ 


^ - \a v 


decorrendo, pois, a convergencia da serie 2 log (1 -j- «„), da conver- 

V-X 

CO 

gencia de 2 | a v {. 

^=1 


Do criterio exposto deduz-se que o produto infiuito que demos acima para 
sen ttx converge para todos os valores de x, exceto para x = 0, =*=1, =*=2, . . . , onde 
os fatores do produto sao nulos. A.lem disso, para p S 2 e s > 1, acliamos pronta- 
mente que 


1 1 

= 1 -] , 

1 -/)-’ p'- l 


1 2 

0 < < — . 

p> - 1 p' 




SERIES INFINITES 


[Cap. 


Se p assumir, entao, todos os valores primos, a serie 2 — sera convergente, visto 

P' 

“ 1 

os seus tcrmos serem somente uma parte da serie convergente 2 — . A convergen- 

*=i y' 

1 

cia do produto H , para $ > 1, fica, pois, demonstrada. 

l-p~' 

4. Series lmplicando os numeros de Bernouilli 

Ate agora nao apresentamos os desenvolvimentos em series de potencies de 
certas fungoes eiementares, como, por exemplo, tg x. A razao e que os coeficientes 
numericos que ocorrern nao se revestem de forma bastaute simples. Podemos re- 
presentar tais coeficientes, assim corao os referentes a numerosas outras fungoes, 
com o auxilio das chainados numeros de Bernouilli. Eles sao numeros racionais, com 
lei de formagao nao muito simples, que ocorrem em muitas partes da analise. Pode- 
mos estabelece-Ios de maneira simples, desenvolvendo a fungao 


_ 1 XX- 

1 + 2! + 3! + 


em uma serie de potSncias da forma 


e* -■ 1 v = o r! 

Escrevendo esta equagao da seguinte maneira 

» £} y 

x = (e 1 - 1) 2 — x" 

p = U r! 

e substituindo-se a serie de potencias do segundo raembro por e* - 1, obteremos, 
como na pagina 417, uma relagao recorrente, que permite a determinagao de todos 
os numeros B u . Estes sao os numeros de Bernouilli ( l ). Sao racionais, ja que na 
sua formagao foram empregadas somente operagoes racionais; anulam-se para todos 
os indices impares, diferentes de v = 1, como verificamos f&cilmentc. Os primeiros 
sao: 

1 ] 11' 

B 0 = 1 , B, = - , Bj, = B.y - - — , 

26 dd 42 

R -- 1 » - i 

-Ok — . ■Dii) — * i • « • 


(•) Em algumas obras k etnpregada notagao levotuente alterada, viodo, entao, a fSnnula bfi- 
sioa sob o aspecto 

x i » n 

— = 1--JT+ 2 ( - 1)"-M - — x~». 
e*-l 2 v-l (2:01 
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Faremos, apenas, uraa breve sugestao, para mostrar cotno estes nuineros sao 
incluidos nas series de potlncias. Em primeiro lugar, empregando a transformagao 

B 2 x x x e x 4* 1 x eld x + e~M x 

l+"i 2 + ...= r + 


91 


e 1 - 1 2 2 e'-l 2 


teremos 


- Coth - - 2 
9 


■Biv 


2 , = o(2r)l 

Substituindo-se x por 2x, vira a serie 


X‘ r . 


x Coth x — S 


- 2 


z 2 *. 


y-0 (2*)! 

para j x \ < ir, da qual, substituindo-se x por - ix, obteremos 


® . 2 2-jJ 2 „ 

x cotg x = 2 C - X)" — 

y-0 (2*)! 


x~ v , 


x I < r. 


S. equaguo 2cotg2.r = colgx-tgz fornece a serie 

o» - 1) 

tgx= S(-l)*- 1- — Bi v x 2p —l, 

C2v)! 


que se verifica para j x ] < 

Maiores de Lai lies sobre este assunto seruo encontrados pelo leitor nos tratadoa 
especial izados ('). 


Exemplos 


1. Dernonstrar que a serie de potlnclas para Vl — a: ainda converge, quando 
i = l. 

2. Dernonstrar que para qualquer valor positivo de « existe urn poliuouiio 
ein x , que representa Vl — x no intervale 0 5 j ^ 1, com erro inferior a e. 

3. Provar que para qualquer valor positivo de « existe um polinonuo era L, 
que representa [ / | no intervalo — 1 g i 5 1, com 6rro inferior a e. 

4. * Teorema da aproximaQuo de Wcierslrass. Dernonstrar que se f(x) for contfnua 
;m a S x S b, para qualquer valor positive de e existe um polindmio P{x), tal qua 
|/(:r) - P{x) | < «, para todos os valores de x, no intervalo a ^ x Si b. 

5. Provar que o produto infinito que segue e convergente: 


CO ca Jl? — X 

n (l + (J 4 ) 2 ”); 11 -T—-r 

n = i n= 2 n 3 + 1 



se | z | < 1. 


(’-) Cousulto-se, por exemplo, K. Knopp, Theory and Applications of Injiniie Series, pfig. 183 
iBlackie & Son, Lid.), 1928. 
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6. Demonstrar, pelos metodos do texto, que H ( 1 + e divergente. 

«= 1 V nj 

Empregando a identidade 
<= 1 f' 1 \ 

2 ~ = n ( ) (onde pi e o primo de ordem 0. 

n=in* 1 = 1 Vl-pi'V 

provar que o numero de primos e infinito. 

8. Demonstrar a identidade 


5 (1 + x 2 ”) ' — — 

*-fl 1 - 9 

para I z i < L 


Capitulo IX 


SERIES DE FOURIER 

Alem das series de potencias, ha outra classe de series infinitas que 
desempenha papel particularmente importante, tanto na matematica 
pura quanto nas aplicagoes. Sao estas as series de Fourier, cujos termos 
isolados sao fungoes trigonometricas, representando suas somas iun- 
goes periodicas. 


1. Funqoes pebiodicas 
1. Observagoes gerais. 

As fungoes periodicas do tempo, isto e, fungoes cujo comportamento 
se repete em intervalos definidos de tempo, sao encontradas em muitas 
aplicagoes. Na maior pai'te das maquinas verilicam-se processos perio- 
dicos em combinagao com a rotagao do volante. por exemplo, a cor- 
rente alternada gerada por um dinamo. As fungSes periodicas sao igual- 
mente associadas a todos os fenomenos vibratorios. 

Uma fungao periodica , com o periodo 2/, e representada pela equagao 

](x + 20 = f(x), 

verdadeira para aualquer valor de x. Frisamos, especialmente, que 21 e 
denominado o periodo {1) . E interessantc notar que. alem do periodo 2 L 

(0 Na representasao das (unfoes periddicas convem. muitas vezes, qua a varifivel independente 
x signifique um ponto da circunferSncia de um circulo, em tugar do pottto usual sobre a reta. Se a 
(uDfao J[x) tivec o periodo 2ir. digamoa, e se a cquacuo 

J(x + 2ir) = y(i) 

ae verificar para todos os valores de x, cbamando-se x o angulo central de raio unitario, compreendido 
cutre um raio inicial qualquer e o correspondente ao ponto varia vel da circunferencia. a periodicidade 
da funfao j (x) 6 expressa simplesmente pelo fato de que, a cada ponto da circunterencia. corresponds 
eomente um valor da funfao. No caso de uina maquiua, por exemplo, a periodicidade pode set expressa 
ena funfao da posigao de um ponto da volante. 
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a fungao /(x) possui, necessariamente, o perlodo 4/. desde quef(x -f- 4 /) = 
= f(x + 21) = /(j:). Da mesma forma, a funcao tera periodos 61, SI,. . 
sendo tambem posslvel (embora nao necessariamente verdadeiro) que 
admita periodos menores, tais como l ou // 5. Graficamente, em dois 
intervalos consecutivos quaisquer, de comprimento 2 /, a configuragao 
da fungao sera exatamente a mesma. Ha uma segunda interpretagao, 
que pode ser preferida pelo leitor, que considera a variavel x como 
tempo (de acordo com o que, em certas ocasioes escreveremos / em 
lugar de x), representando, entao, a funcao /( x) o processo periodico 
ou, como tambem podemos dizer, uma vibracao (ou oscilagdo). 0 pe- 
rlodo 21 = T e chamado, assim, o perlodo da vibrarao (ou da oscilatfio). 

Se umafungao arbitrdria, f dada mini inlervalo definido, digamos, 
- 1 SLx Si /, sempre sera possivel desencoM-la segundo uma funtjdo pe- 
riodica. Basta, apenas, definirmos /(x), fora do intervalo, pela equacao 
f{x + 2nl) = fix), onde aeum inteiro ai’bitrario, positivo ou negative. 
Devemos assiualar que, se j{x ) for contmua no iutervalo - 
porern, /(-I) q= /(+?), a fungao periodica desenvolvida sera descon- 
tlnua nos pontos ±1, ±3/, . . . (figs. 7 e 8 , pags. 441 e 442, nas quaia 
l = 7 r). Alem disso, neste caso, o desenvolvimento nao fornecera a fun- 
cao univoca fix) nos pontos x — ± l , ±3 1 , . visfo, por exemplo, 
termos definido /(3Z) como o que da/(3Z) = /((), tendo tambem 

definido a mesma funcao como/( — l -j- 4 1), o que fornece/(3/) =/(-/■, 
Evitamos esta dificuldade desenvolvendo, nao a funcao como foi defi- 
nida, para- Itkx mas sim para -l<x^lou-l£x<l, quer di- 
zer, poremos de lado um dos valores originais /( - l ) ou /(+]). 

Assinalaremos, agora, um fato de carater geral relativo as funnies 
periodicas, traduzido pela equacao 

/(,-/:) dx = f fu) dx, 
i— n J -l 



ou, em palavras: a integral de uma fungao periodica num intervalo 
cujo comprimento seja igual a um perlodo T — 21 tem sempre o mes- 
mo valor, onde quer que esteja situado o intervalo. Para demonstra-lo, 
basta observar que, em virtude da equacao /(£- 2/) =/( |), a substi- 
tuigao x = £ - 2/ da 



m dx = 



’jS-s-a i 


Ct'j-21 


f(x) dx. 


IX] FUNGOES PERIODICAS 

Em particular, para a=-l~cie (3 — -l, segue-se que 
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loco, 

O 7 



fix) dx = 


r 

J l — a 


fix) dx , 


/ l — a r—l ri~a 

fix) dx — / fix) dx -f- j f(.r ) dx 

-l- — a J — / — a xJ — l 

~ f fix) dx -b f fix) dx ~ 
J l — a J — l 


fi r) dx. 


que prova o enunciado. Recordando o significado geometrico da inte- 
gral, o enunciado torna-se claro, observaudo-se a figura 1, 



As fungoes periodicas mais simples, das quais partiremos para cons- 
truir, mais tarde, outras mais gerais, sao a sen c ox e a cos u>x ou, de 
modo mais geral, a sen «(x — |) e a cos a(x — £)> onde a{ 0), co( > 0) 
e £, sao constantes. Cliamaremos os processos representados por tais 
fungoes vibragoes senoidais ou vibracoes harmonicas simples (ou oscila- 
Qoes ) (1) . 0 periodo da vibragao el = 2^ r/w. 0 numero w e denominado 
freqiiencia circular da vibragao (2) . Como I IT e o numero de vibracoes 
na unidade de tempo, ou a. freqiiencia, « ser& o numero de vibracoes no 
tempo 2tt, 0 numero a e denominado a amplitude da vibragao, repre- 
sentando o valor maxirno da fungao a sen — £) ou a cos x>{z — £) 
ja que, tanto o seno como o co-seno tern 1 para seu maior valor. A 
quantidade co(x - £) e cliamada fase e a epoca, ou deslocamento da 
fase. 

(i) Estas formulas tomadas isoladamente (para todos os valorcs de a e ?) represcntam a classe 
de tfldas as vibragSes senoidais. As duas formulas sao equivalentes, visto que a sen — £) =• 
«= a COS alp — (£ + t/2oi)1. 

( J ) O leitor tern o necessdria cuidado para nao confundir Jreqilencia com jrar/uencia circular 
das vibragoes (em ingles, circular frequency, em alemao, Krcisjrequenz ). 
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Griificamente estas curvas podem ser obtidas, desenhando-se a curva senoidal 
na razao de 1 • to sSbre o eixo dos x, e a : 1 sobre o dos y, transiadando-se depois 
a curva para a distancia fc ao sentido positivo do eixo dos x (fig. 2). 

As formulas da adigao das fungoes trigonometricas permitem, tam- 
bem, exprimir as vibragoes senoidais da seguinte maneira: 
a cos oix + £ sen ui e g cos a>z ~ a sen ux, 
respect.ivamente, onde a = -aseaoif e (3 = acosa>£. Inversamente. 
cada fungao da forma 

a cos wx -j- 0 sen ux 

representa nma vibragao senoidal a sen u(x - Q, com a amplitude 



FJg. 2 — Vibragoes senoidais 

a — Va 2 + /S 2 e o deslocamento de fase w £ dado pelas equagoes a = 
= - a sen w£, 0 = a cos «£. Vemos, pela expressao a cos ux + /3 senwa;, 
que a soma de duas ou mais fungoes com a mesma freqiiencia circu- 
lar ai, sempre representa outra vibragao senoidal, ainda com a mesma 
freqiiencia circular «. 

2. Superposigao de vibragoes senoidais. Harmonicos. Pulsagoes. 

Einbora muitas vibragoes sejam senoidais (cap. V, § 4, pag. 296), 
verifica-se, entretanto, que a maior parte dos movimentos periodicos tem 
carater mais complicado, sendo, em geral, resultantes da superposigao 
de vibragoes senoidais. Matematicamente, isto significa, apenas, que o 
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movimento, por exemplo, a distancia de um ponto & sua posigiio 
inicial em fungao do tempo, e dado por uma fungao que representa a 
soma de diversas fungSes periodicas puras, do tipo que estudamos aci- 
ma. As ondas senoidais da fungao sao, assim, empilbadas umas sobre 
as outras (isto e, suas ordenadas sao somadas), ou, como se cliz comu- 
mente, elas sao superposias. Nesta disposigao, admitimos que as fre- 
quencies circulares (e, naturalmente, os periodos, tambem) das vibra- 
goes superpostas sao todos diferentes, pois a superposigao de duas vi- 
bracoes senoidais da mesma freqiiencia circular, da outra vibragao 
seuoidal com freqiiencia circular identica (porem, com amplitude e des- 
locamento de fase diversos), como ja vimos acima. 

Considerando-se o caso mais simples, isto b, a superposigao de apc- 
nas duas vibragoes senoidais, com as frequencias circulares wi e co = , 
vemos que ha dois casos fundamentals diferentes, conforme as frequen- 
cias tenham ou nao um cjuociente racional, isto e, como se diz, se elas 
forem comensuraveis ou incomensuraveis. Para iniciar, estudcmos o 
primeiro caso, e como exemplo, tomemos a segunda freqiiencia circular, 
igual ao dobro da primeira: a 2 = 2«i. 0 periodo da segunda vibragao 
sera, assim, a metade do da primeira, 2ir/2«i — T- 2 — TJ2, e ela ter a , 
nao so o periodo T 2 , mas, tambem, o duplo perfodo 7i, visto a fungao 
repetir-se apos este duplo periodo. A fungao formada pela superposigao 
das vibragoes tera portanto, tambem, o periodo 7\. A segunda vibra- 
gao, com o duplo da frequencia circular, e com a metade do periodo 
da, primeira, 6 chamada o primeiro harmonico da vibragao inicial (ou 
fundamental). 

Procedimento correspondente se verificaria se adicionassemos uma 
outra vibragao, com a freqiiencia circular co s = 3eoi. Neste caso, igual- 
mente, a fungao vibragao sen 3a)! x repetir-se-a, necessariamente, com 
o periodo 2ir/u>i = Ti. Tal vibragao sera o segundo harmdnico da vi- 
bragao dada. Da mesma forma podemos considerar o terceiro, quarto, 
.... (n - 1) harmonicos, com as frequencias circulares = 4«i, as = 
— Swi, . . ai„ = nwi, e, alem disso, com quaisquer deslocamentos 
de fase que quisermos. Cada um destes luumonieos repetir-se-a, neces- 
sariamente, depois do periodo T, = 2ir/ui, e, por conseqiiencia, cada 
fungao obtida pela superposigao de um certo inimero de vibragoes, 
cada uma delas sendo um harmonico da freqiiencia circular fundamen- 
tal, conhecida, ton., ser& uma fungao periodica] com o periodo 2 Won = 7\. 
Superpondo vibragoes com as frequencias circulares ordenadas a partir 
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da fundamental ate ao harmbnico de ordem ( n - 1), obteremos uma 
fungao periodica da forma 



Fig. 3.( r ) — Composigao de vibragoes 

(A. constailte <*, que introduzimos a fim de tornarmos a formula mais 
geral, nao afeta a periodicidade, visto ser periodica em cada periodo.) 
Como a fungao acima cotitem 2n + L cODstantes que podemos csco- 



Fig. «L — Composigao de vibragoes 


liier arbitrariamente, estamos aptos para engendrar curvas muito com- 
plicadas, que nao se assemelham, em absoluto, com as curvas senoides 
originais. As figuras 3, 4 e 5 indicam, graficamente, o que acabamos 
de expor. 


(*) As proporcoes da figure correspoudem a w =■ 1. 
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0 termo “harmSnico” se originou na acustica (1) , onde, se uma 
v'bragao fundamental com frequencia circular u corresponder a uma 
nota de certa altura, o primeiro, segundo, terceiro, etc., hartnonicos, 
corresponderao a seqiiencia dos harmonicos da nota fundamental, isto 
e, a oitava, & dupla oitava, etc. 

Em geral, no caso da superposigao de vibracoes, em que as frequen- 
ces circulares tiverem razoes racionais, tais freqiiencias poderuo ser 
. representadas por miiltiplos intei- 

//?$< ros da frequencia circular funda- 

— r / 1 f t V XA E — mental cornum. A superposigao de 

•7 u V.A \\ W duas vibragoesdotadasdefrequen- 

//// \.\\ cias circulares incomensuraveis, wi 

'I • \\a 

j>j \ V| e U 2 , entretanto, represent a um ti- 

■jjf AA po de fenSmenos intriiisecamente 

'A diferentes. Neste caso, o processo 

m ' resultante da superposigao das vi- 

J ^ 

o | 

Fig. 5.C 5 ) ComposiQao de vibracoes 

bragoes senoidais nao prolonga sua periodicidade. Nao penetraremos 
nas discussoes matematicas que se originain nestas cousideragoes, mas 
observaremos, de passagem, que tais fungoes sempre tem um ear u ter 
aproximadamente periodico, ou, cotno dizemos, quase-periodico . Recen- 
temeute foram realizados estudos pormenorizados sobre as fungoes de 
que nos estamos ocupando. 

Uma observagao final sobre a superposigao das vibragoes senoidais, 
refcre-se ao fenSmeno das pulsagoes. Se fizermos a superposigao de duas 
vibragoes de amplitude unitaria, porem, de freqiiencias ciiculares dife- 
rentes, coi e wo, e se, para simplificar, tomarmos o mesmo valor de | para 
ambas (p. 427) (deLvamos a generalizagao para uma fase arbitr&ria ac 
leitor), teremos que nos ocupar, unicarnente, com o comportamento da 

fungao y — sen WlX -f sen co 2 x (oq > u 2 > 0). 

0) Na acustica empregatn-se, tambfim, os tOrmos harmdnico superior o porcini, 

(2) As curvas tracodas na figura correspoodcm aos polmomios txigoaomGtricos obtidos com 
o emprcgo de 3, 5, 6 o 7 t&rmos, reapcctivameote. cla s6ric 


sen i sen 2x sen 3x aen Sx 

~r~ + 2 — rr~ + ~ r -1 + — 


+ — + 2 


sen 6x sen 7x sen 9z 

n n “f* * * ■ 
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Uma formula trigonometrica conhecida, nos da 

y = 2 cos J' : > (u[ - senJ4 (ui + az)x. 

Esta equagao representa urn fenomeno que podemos interpretar como 
segue: temos uma vibragao com a freqiiencia circular % («i + « 2 ) e 
com o periodo 4ir/(wi + “ 2 )- Esta vibragao, porem, nao possui ampli- 
tude constante. Pelo contrario, a “amplitude” e dada pela expressao 
2 cosY (oji — oi 2 )r, que varia com o periodo maior 4 x/(au - <a 2 ). Este 
ponto de vista e partieularmeute empregado e de facil interpretagao 
quando as duas frequencies circulares, e < 02 - forem relativamente 
grandes, enquauto sua diferenga (on - to), for pequena, comparada 



Fig. 6 — Pulsates 

com elas. A amplitude 2 cos K (coi — to) da vibragao com periodo 
4 t/(o)i -f- to) variara, entao, so ligeiramente, em comparagao com o 
periodo da vibragao, e esta mudanga de amplitude repetix-se-a perio- 
dicamente, com 0 periodo 4ir/(&)i - ws). Estas mudangas ritmicas de 
amplitude sao chamadas pulsacoes. Todos couhecem estes fenomenos 
da acustica e talvez, tambem, da telegrafia sem-fio. Nesta, as frequen- 
cies circulares e io 2 estao, via de regra, acima da capacidade de 
captagao do ouvido huraano, porem a diferenga a 2 - &> 2 situa-se entre 
as notas audlveis, ao passo que as vibragoes originais sao impercepti- 
veis pelo ouvido. 

A figuxa 6 ilustra, graficamente, um cxemplo de pulsagao. 
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1. Observances gerais. 

A investigagao dos fenomenos vibratorios e das fungoes periodicas 
e simplificada quando se utilizam os numeros complexos, combinando 
cada par de fungoes trigonometricas cos o>x e sen wx, para formar uma 
expressao do tipo cos ws + i sen cox = e (cap. VIII, § 7, pag. 411). 
Devemos ter presente que uma equagao entre quantidades complexas 
e equivalente a duas entre quantidades reais e, alem disso, que os re- 
sultados devem ser interpretados e tornados compreensivos no dominio 
da realidade. 

Se substituirmos as fungoes trigonometricas pelas exponeneiais, de 
acordo com a formula 

2 cos 8 = e i0 + e' tS , 2 i sen 8 — e' 8 — 
teremos exprimido as vibragoes senoidais, em fungao das quantidades 
complexas e‘ aX , ou 

respeclivamcnte. onde a, a, e representam as quantidades reais, 
amplitude, frequencia circular e deslocamento da fase. As vibragoes 
reais sao obtidas destas express8es complexas, de maneira simples, 
tomando-se partes reais e partes imaginarias. 

A eonveniencia deste metodo de representagao, empregado em mul- 
tas aplicagoes, decorre de que as derivadas das vibragoes reais, em re- 
lacao ao tempo re, sao obtidas derivando-se a fungao exponencial com- 
plexa como se i fosse uma constante real, o que e representado pela 
formula 

d 

— a [cos « (x — £) + i sen « (x — £)] 
ax 

= au [- sen w (x - £) + i cos « (x - f ) ] 

= mo; [ cos os (x - f) + i sen u(x — £) ], 
d 
ax 

2. Aplicagao ao estudo das correlates alternadas. 

Ilnstraremos o que acaiamos de expor por meio de inn exemplo unportante. 
Designaremos, no que vai a seguir, a vari&vel independents, tempo, por f, em lugar 
de x, como o fizemos aid aqui. 
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Consideremos um circuito eletrico com a resistencia Re a indutancia L, ao 
qual se imprime uma forga eletromotriz externa E (voltagem). No caso da corrente 
continna, E e constante, sendo a corrente / dada pela lei de Ohm, 

e ~ m. 

Tratando-se, porem, de corrente alteraada, E sera fungao do tempo l, e por couse- 
guitite, / tambem o sera, resultando, entao, a seguinte expressao para a lei de Ohm 
(pag. 182} 

dl 

E - L — = RI. 
dt 

No caso mais simples, ao qual restringiremos este estudo, a forga eletromotriz 
externa E e senoidal, com a freqiiSncia circular Se, em vez de tomarmos esta 
oscilagao sob a forma a cos oil ou a sea ut, combinarmos estas duas possibilidades, 
teremos E sob a forma complexa 

E = te^ut = t cos cot + i e sen ut, 

em quo «( > 0) representa a amplitude. Operarcmos com esta “voltagem complexa”, 
como se t fosse um para metro real, obtendo-se, entao, urna corrente complexa I . 
0 significado da relagao estabelecida entre as quantidades complexas E e 7, e que 
a corrente que corresponde & fdrga eletromotriz e cos a>i e a parte real de /, ao passo 
que a corrente que corresponde a forga eletromotriz e sen at sera a parte iraagi- 
naria de I. A corrente complexa pode ser caiculada imediatamente, sc represen- 
tarmos I por uma expressao da forma 

I = ae'^ 1 = ts(cos wf + i sen <a t)\ 

isto e, se estabelecermos a bipotese que I tambem e senoidal, com a freqiieacia 
circular o>. A derivada de I sera, pois, dada por 

dl . . 

dt 

= aas( — sen cat + t cos coQ- 

Substituindo estas quantidades na formula generalizada da lei de Ohm, suprimindo- 
se r, fator obteremos a equagao e-aLicj = Ra, ou 

e 

Oi = •, 

R -|- ICjjL 

de sorte que E = (R + iwL)I — WI. 

Podemos considerar esta ultima equagao como a lei de Ohm para correntes alter- 
nadas sob a forma complexa, se chamarmos a quantidade 

W = R 4- i<aL 

a resistencia complexa do circuito. A lei de Ohm e, assina, a mesma que para a cor- 
rente continua: a corrente e igual a voltagem dividida pela resistencia. 
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Escrevendo-se a resistencia complexa sob a forma 


onde 


obleremos 


IV = me' 5 = w cos 5 + iw sen 5, 


w — V/f- + L~ « J , tg 5 


coL 

~r' 


I 


W 


De acordo com esta formula, a corrente tera o mesmo periodo (e freqiiencia circur 
lar) que a voltagem. A amplitude a da corrente e relacionada com a amplitude e 
da forga eletromotriz, pela equagao 


< 

a = 

w 

e, alem disso, ha uma diferenga de fase entre a corrente e a voltagem. A corrente 
nao atinge seu maxi mo no mesmo tempo da voltagem, mas sim, 6/co mais tarde, 
o mesmo se verificando, naturalmente, para o minima. Na engeuharia eletrica a 
quantidade w = V/?-’ + L-w 2 e frequentemente denominada impedancia ou resis- 
tencia da corrente alterna ia do circuito para a freqiiencia circular co. 0 deslocamento 
da fase, geralmente dado em graus, e chamado relardamerdo. 


3. Representagao complexa da sxiperposi^ao de vibra$oes senoi- 
dais. 

Ate agora, empregamos a notagao complexa para representar uma 
combi nag, ao de duas vibragoes senoidais. Entretanto, uma unica vibra- 
£ao ou uma vibragao composta, do tipo 

n 

Six) = a -E 2 {a„ cos vx -f- b„ sen vx) 

v=l 

(para simplificar fizemos w = 1) podem, tambem, ser reduzidas a forma 
complexa, substituindo-se 

1 

cos vx — - ( e l “ x e lvX ) 

1 

e sen vx = rt(e lM5 — e IvZ ). 

Cd L 

A expressao acima transforma-se, entao, em 

n 

Six) = 2 a^ x . 
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em que as quantidades eomplexas a„ sao ligadas as quantidades reais 
a, a„ e b v pelas equates 

a v — a p -f oi-„, a — a$, b v — i(a„ - 

Para que a equagao a„ = a, + <x~» possa incluir o caso em que v = 0, 
fazemos, geralmente, a — a 0 — «o'-. 

Inversameute, pode-se cousiderar uma expressao arbitraria da forma 

n 

2 a„e in ‘ 

como uma fungao representative da superposigao de vibragoes, escrita 
sob forma complexa. Para que o resultado desta superposigao possa 
ser real, e necessario, somente, que a v -f a- r seja real, e que a„ — 
seja um imagiuario puro, Lto e, que a y e sejam numeros complexos 
coujugados. 


4. Dedugao de uma formula trigonometrica. 

Empregando a notagao complexa, podemos obter uma demonstragao muito 
simples de uma formula de que precisaremos mais tarde. Tal e a jormnla da adicua 
trigonomelrica 

, . seni'n 4- }<)a. 

<r u (a) = Jd + COS a + COS 2a -f ■ ■ ■ + COS TUx = , 

2 sen hi a 

que se verifies para todos os valores de a, cxeeto 0, ±2-, =4-, .... 

Para demon.stra.-lo, substituiremos a fungao co-seno pela sua expressao expo- 
nencial, e escreveremos a soma <r 0 (a) sob a forma 


n 

<r„(a) = 'A S e i,a . 
i »— n 

No segundo niernbro teremos uma progressao geonu'trica com a razao comuru 
q = e ia 4= 1. Empregando a formula comum da a dig So, teremos, 




1 I - (/2n+l 

- e _ <"« . 

2 1 -q 


1 e~ina — e (n+l)ia 

2 1 - e ia 


Multiplicando-se o numerador e o denominador por e~ !al ~ vira: 


scn(n -f X A) a 
2 seu Ma ’ 


como querfamos demonstrar. 
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Exehplos 


n sen nx 

1. Desenbar as curvas y = S , para N = 3, 5, 6. 

n - 1 n 

a COS l 

2. Desenhar as curvas y — X - — para N — 3, 6, 8. 

n=l n * 

3. Calcular a soma sen a + sen 2« -f- . . . + sen rux. 
<r 0 (a) + ©-[(or) + . . . + <r*,(or) 


4. Se S m (a ) 


m + 1 

\ 2 + cos a + cos 2a + ... + cos to, dcmonstrur que 


, onde <r ,(«) tem o valor £r u (a) = 




TTl -f- 1 


(m + l)a 


sen ' 


(A expressao s m e chamada “nucleo de Fejer”, sendo da mais alta importancia no 
estudo da serie de Fourier). 

5. Demonstrar que 


-T 

V J -X 


S m (a)da = 1 , 


sendo s m (a) o nucleo de Fejer do exemplo anterior (Ex. 4). 

3. Series de Fourier 


A fungao 

71 

S(x) = a + 2 (a„ cos vx -)- &„ sen vx) 

K = I 

resultante da superposigao de vibragoes senoidais, contem 2n-f-l cons- 
tantes arbitrarias, o>, a„, b„. 0 problema qne surge 6 indagar se tais 
consantes podem ser cscolhidas de modo que no inter valo — tt S x ^ t 
a soma S(xj se aproxime de uma fungao dada, /( x) e, se assim for, como 
podemos determina-las. Mais precisamente, verificaremos se a fungao 
f(x) pode ser desenvolvida segundo a serie infinita 

CO 

f(x) = a + 2 (a„ cos vx -f- b y sen vx). 

Admitindo-se, por um momento, que este desenvolvimento da fun- 
gao f(x) seja efetivamenle possivel, e que a serie possua convergencia 
unifome uo intervalo — it Sx ^ tt, obteremos uma reagao simples en- 
tre a fungao f(x) e os coefieientes a. ~ }4ao, a y e b v . (Veremos, em breve, 
que a notagao a — } 4a 0 se justifica plenamente.) Multiplicamos o de- 
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senvolvimento hipotetico acima por cos vx e integramos termo por ter- 
mo, o que e possivel, dada a convergencia uniforme admilida. Em vir- 
tude das relacoes ortogonais 


I. 

D 


, f °> 

sen mx sen nx ax = 

L 7r > 


+ »■ 

sen mx cos nxdx — 0, 


cos mx cos nx dx = 


JO, 

l*. 


se m 4= n, 
se m = n 4= 0, 


se m 4= n, 
se ni = n 4= 0, 


demonstradas no cap. IV, § 3 (pag. 217), obtemos, imediatamente, 
as formulas 


a „ 



f(x) cos vx dx 


para os coeficientes. Da mesina forma, multiplicando-se a serie por 
sen vx e integrando-se, vira: 


K 



-f Jr 

fix) sen vx dx. 

■T 


Estas fomnlas apresentam uma seqii^ncia definida dos coeficien- 
tes a, e b„ usualmente denominados coeficientes de Fourier, para cada 
fungao /(rs), definida e contlnua no intervalo - t I j 1 1 , ou que tenha 
somente urn numero finito de descontinuidades no seu interior. Sendo 
dada a funcao /(x), podemos usar essas quantidad.es a p e b p para for- 
marmos as somas pai'ciais da serie de Fourier 


S n {x) = l A -f- 2 (a„ cos vx -f- b y sen vx), 

o que permite, tarnbem, escrever a “serie infinita de Fourier” corrcs- 
pondente. A questao consistira em distinguir classes simples de fun- 
goes f(x) para as quais a serie de Fourier seja convergente, represen- 
tando, de fato, a fungao. 

Para estabelecermos o resultado que vamos demonstrar, introdu- 
ziremos a seguinte definigao. Uma fungao f(x) sera secionalmente regu- 
lar (1) num intervalo, se for secionalmente continua C2) (isto e, contfnua 


( J ) Em alemao: sliickweise glatl. Em ingl§a: sedionally smooth. 

(*> Em alemao; jfuefeureise stetig. Em iagl§s: sedionally continuous . 
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no intervalo, exceto para nm numero finito de saltos com descontinui- 
dades) e, alcm disso, se sna derivada de primeira ordcm, f'(x) for se- 
cionalmente contlnua. 

Imaginaremos a fungao f{x), definida originariamente no intervalo 
■'ll); S 7 t, como desenvolvida periodicamente. 

Em cada ponto no qua! a fungao f{x) tiver um salto de desconti- 
nuidade, sera alterada, se necessario, assumindo entao um valor igual 
a media aritmelica dos limitcs da esquerda e da direita de f(x). Pode- 
mos, pois, escrever 

1 M -«(A*-o)+/[* + o)) f 

onde f{x - 0) e/( x -j- 0) sao simplesmente os limites de f(x) quando x 

1 16 se aproxima de x pela esquerda ou pela direita, respectivamente. Esta 

equagao, como e logico, sera verdadeira para qualquer ponto x era que 
f(x) f6r contlnua. 

Nosso objetivo e o teorema seguinte: 

Se a fungao f(x) fdr secionalmenie regular, satisfazendo, ao mesmo 
tempo , a equagao acima, o seu desenvolvimento segundo a s'erie de Fourier 
t convergenie em qualquer ponto x e representa a fungao 

Demonstraremos, depois, o teorema: 

Em qualquer intervalo fechado, no qual a fungao f(x) ( suposla periddi- 
camente desenvolvida ) seju contlnua e, iambem, secionalmente regular, a 
• sua s&rie de Fourier converge uniformemente. 

! Finalmente: 

Se a fungao f (x) fdr secionalmenie regular, nao tendo desconlinuidades, 
o seu desenvolriniento, segundo a serie de Fournier, possuira convergen- 
j cia absoluta. 

As demonstracoes destes teoremas serao dadas no § 5 (pag. 447). 
Por enquanto, frisaremos que as fungoes que podem ser desenvolvidas- 
segundo Sstes teoremas possuem alto grau de arbitrariedade, ou seja, 
nao e necessario que elas sejam dadas por uma unica expressao ana- 
Utica. 

Na proxima segiio tornaremos manifesta a extraordinaria fertilidade 
dos deseixvolvimentos segundo a serie de Fourier, discutindo alguns 
exemplos. 

(i) Notemos, de passaged, que estc teorema pode ser decnousLrado para classes mais gerai? 
de fimcoes. Os resultados u que ehegnmos aqui, coiitudo* lias tarn para tddas as. .aplieacCes. 
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4. Exemplos sobre series de Fourier 


]. Observances preliminarcs. 


Suponhamos uma funcao fix), com o perlodo 2t, definida no in- 
tcrvalo —t< x< r. Fora d6ste intervalo, tanto para a esquerda 
como para a direita, ela pode ser desenvolvida periddicamente, como 
vimos na pagina 426. 

Antes de eutrarmos cm detalhes, notemos que s e/(x) for uma fun- 
Cuo par (pag. 20), e claro qae /(r) sen vx sera Impar, ao passo que 
fix) cos vx sera par, de sorte que 

i r +3r 2 c* 

K = - / fix) sen vx dx = 0; a v = - / f(x ) cos vx dx. 

*J~ T n Jo 

Obtemos, assirn, uma “serie de co-seuos.’’ Se, por outro lado, a fun- 
t'ao fix) for Impar, teremos 


1 /*+’ 

a, = - / 

-xj -x 


fix) cos vx dx = 0; b, 




/(r) sen yx dx. 


Deduzimos, portanto, uma “serie de senos”. ® 


2. Desenvolvimento das fun^Ses ip{x) = x e c?(.v) = sr 2 . 


2 c* - 

A fungao impar, x, nos dk b„ ~ - xsen vxdx e, integrando-se por partes, 

x J 0 


7T 

9 


6, 


— X COS W r 1 p ir 

+ - / COS yX C?£ = ( - lp+I — . 

v 0 v J 0 v 


Logo, a funfao periodica ^(x), que 6 igual a x no intervalo — ir < x < ir (fig. 7), per- 
ni i lira o desenvolvimento 




sen x sen 2x sen 3x 

+ + 


( sen x 


2 3 

Fnzendo-se x — r/2, teremos a serie de Gregorio 

*• 11 




que ja conhecemos (pag. 319). A funcao $(x) representada por esta serie nao e 
contfnua. Pelo contrario, ela salta de 2v nos pontos x = kv, k = ±1, =*=3, =fc5 


(!) Cons on ii cn temente, se a funcao j{x) fSr dada, inidalmente, s6 no intervalo 0 < * < pode- 
. cmos desen volvS-la no intervalo — it < x < 0, seja como funcao Impar, seja como par, desenvolvendo-a 
correspoadentemenl^, no intervalo 0 < z < *■, como serie de senos ou dc co-senos. 
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Nestes pontos de descontinuidade, isto 6, nos pontos x — kir, k — ±1, =*=3, ±5, 
. . cada termo da serie sera zero, sendo, portanto, zero o valor da propria fungao. 
Logo, nos pontos de descontinuidade a serie representa a media arftraetica dos 
limites da esquerda e da direita 

Sendo £ urn numero fixo qualquer entre — tt e 7r, e se substituirmos x por (x - £) 
nas series acima, teremos 

T sen(x - £) sen 2(x - £) sen 3(x - £) 

(x - £) = 2 — + — - + . . . 

L 1 2 3 

2 2 2 

= — sen £ cos x + - cos £ sen x -j- - sen 2 £ cos 2x 
1 1 2 

2 2 2 

— cos 2£ sen 2x — sen 3£ cos H — cos 3 £ sen 3x • 

o o o 



Podemos, tambem, escrever estas expressoes sob a forma de series de Fourier, 
com os coeficicntes 

(-1)° , ( -1) n “ l 

a a <= 0, a 3 = 2 sen n£, &„ = 2 cos n £, 

tl n 

que tendem para zero quando n cresce; esta serie representa uma funguo com as 
descontinuidades descritas acima, nos pontos x — £ =*= ir, x — £ =±= 3 s-, .... 

Acharemos para a fungao par <p(x) =z\ integrando por partes duas vezes que 


2 fr 
a? — — I i 

7T J 0 


x- cos vx dx — ( — l) v — 

7T j 0 V 3 



(p > 0). 


de forma que teremos o desenvolvimento 



( 


cos X 


l 3 


cos 2x cos 3a; 




Derivando esta serie termo por termo e dividindo por 2, teremos novamente a 
serie de <p(jx) —x. 















) 
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6. Fungao f[x) — j sen x |. 

A fungao par fix) = ! sen x | pode ser desenvolvida segundo a serie dos co- 
senos. sendo os coefieientes a , dados pelas seguintes transformagoes: 

— r* 1 r t 

Z a „ = / sen x cos vx dx = - [ sen (v + 1) x - sen (r - 1) x ] dx 

2 Jo 2j 0 


Obteremos. entao, 


0 se v for fmpar, 

_ o 

— — se v for par. 

**-l 


2 4 ” cos 2,uz 

j(x) — i sen x 1 2 — — r- 

7T TT 4/i' — I 


7. Desenvolvimento da fungao cos px. Resolugao da eo-tangente 
em fragoes parciais. Produto infinito do seno. 

Seja jix) - cos nx para - - < x < r, onde n ndo & inleiro. Como J(x) e par, 
teremos novamente b, — 0, enquanto 


7- r* 1 p 

-a y = cos fix cos vx dx = - / [cos (ju + v) x + cos {jx - p) x ] dr 
2 J o 2 J o 

1 Esen (ji + v)tt sen (jx - p)n-”| 

2 L /i-ft* ji — v J 


ii- - p- 


■ sen j nr. 


Deste mode vira 


cos ixx — 


2{i sen (nr 


T S' 1 COS X 


cos 2x 

+ — — ~ • 


Esta fungao se conserva contmua nos pontos x = =±ir. Se fizermos x = it e rJivi- 
dirmos ambos os membrospor sen j air, escrevendo, entao, x em lugar de n, teremos 


a equagao 


2x / 1 1 1 \ 

COtg TTX = — ( — ; + — ( + . . . ) . 

JT \2z- Z-- 1= X- - 2- J 


Esta 6 uma formula muito importante, freqiientemente disculida era analise e 
denotninada: resolugao da co-iangente em jraroes parciais. Podemos escrever esLa 
serie sob a forma 

♦ 1 2 * / 1 1 \ 

COtg -KX ( j b . . . 1 

TX T VI 2 -X s 2- - x- J' 

Quando z estiver contido no intervalo 0|ig g <l, 0 termo de ordera n do se-. 

gundo iuembro sera menor, em valor absolute, do que - — — , . Logo, a serie nos- 

v n 2 — g 2 


> Logo, a serie pos- 



’T*y — -»i mg 
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sinra convergeacia uniforme no intervalo, podendo ser integrada termo por termo, 
Obteremos, entiio. 


7 r J ^cotg irl dt — 


sen tcx sen ira sen 7rx 

Jog lim ] 0 g — log 

7 rX a — *0 Tra ttZ 


no primeiro membro, e 

lo S (l - £) + log (l -||) + . . . = Jirn j Jog (l -£) 

no segundo, raaltiplicando ambos por ir. Se passarmos da fungao logaritraica para 
a exponential, teremos: 

sen ttx lim s log (l - _ = log (L- 

= t n ~* “ ^ = 1 = lim 

ttX n — ► » 


bogo. 


sen ttx 


= lim n (l - — Y 

n— * a> JI = 1 V v 2 S 

—0-S)0-F)0-r)-- 


Obtivemos, assim, a notavel expressao do seno, como produto infinito (*). Fazendo 
x — 3 2 , vira o produto de Wallis 

7 r » 2.v 2 2 4 4 

2 “,-i 2^-1 ‘ 27+1 “ l‘3'3'5‘ " * 
como foi obtido na pagina 224. 

8. Outros exemplos. 

Por transform agues rapidas, como as anteriores, teremos os seguintes exemplos 
de desenvolvimentos cm series. 

A fungao j{x) definida pela equagao j(x) — sen yx no intervalo - ir < x < tt 
pode ser desenvolvida segundo a serie 

2 sen jutt f seni 2 sen 2x 3 sen 3x A 


j{x) = sen yx 


( sen x 2 sen 2x 3 sen 3x A 

M 2 - l 2 ” 7 s -7~ ~ 7-3= " ' 


i r JU7T /-or 

Se fizermos x — ~ e se enipregarmos a relagao sen y ?r = 2 sea — cos — , 

teremos o desenvolvimento da secante em fragoes parciais, isto e, da fungao 

1 


. O desenvolvimento e 


cos/x- 

TT ( - 1)" (2v - 1) 

x sec ttx » - 4 S — — — — , 

cos 7 rx v=»i 4x- - (2v - 1)- 

em que escrevemos x para y/2. 

(’) Esta f6rrnula 6 particularmente intcressante porquc mostra quo a funcSo sen *x se anula 
nos pnntos x = 0, ± 1, =*=2, .... A Sste rcspeito ela corresponde & fatora?3o de urn polinftmio, 
quaodo os zeros respectivos forem couhecidos. 
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As series para as funeoes hiperbolicas Ch px e Sh nx ( — x < x < x). sao 


2fi 

Ch fix — — Sb fir 

X 


( 1 cos x 

Iv’m 2 4- P 




cos 2x cos 8x 


n 2 4~ — 2 m" 4~ 3 : 


+ 


-)■ 


2 _ / sen x 2 sen 2x 3 sen 3x \ 

£>ll fiX — — Sh JUa ( — - 4 1- . . . J . 

X Vm 2 4- l 2 ju s + 2 2 M 2 4- 3 2 J 


Exemplos 

1. Determinar o desen volvimento das funghes periodicas, com periodo 2x, 
segundo a serie de Fourier, as quais sao definidas pelas formulas 

(a) e XI . (6) (x- — ir 2 ) 2 . ( c ) sen ax (1 4- cos x). 

(d) j(x) = y(ar) = 0 ( - x < x < a), j(x) = 0 (b < x ^ x), 

no intervalo — x < x 5 x. 

2. A fungao J(0 e periddica, com o penodo 1, sendo definida por j(t) — t, era 

11» sen 2 nirt 

0 ^ x < 1. Demonstrar quc fit) 


- x n = l 


3. Os polinomios BJf) (polinomios de Bernouilli) sao definidos pelas relacoes: 

(a) B 1 (t) — t - l A; ( b ) BJ(t) = n B a _ t (0; (c) f BJf ) dt - 0. 

J o 

Achar jB 2 (0, B s (t), B 4 (i). 

(Nota . — Os numeros i?„(0) sao racionais sendo, de fato, os mesmos numeros 
de Bernouilli, como se pode verificar nas pags. 422, 423). 

4. Verificar os desenvolvimentos segundo a serie de Fourier, para os seguinLes 
polinomios de Bernouilli: 


1 » sen 2mrt 
B i(0 S — 

X « = 1 n 

1 ® cos 2nx£ 

£*( 0 = — s — — , 

X' ns 1 71' 


_ , , 3 ® sen 2 nnt 

B 3 (t) = — s 


2x 3 n = 1 


rr 


, 3 « cos 2 nirt 

B 4 (t) * 


x 4 n = 1 




5. Demonstrar que 


71 = 1 71 2 


TT 

J 


<o 1 X 4 

£ — 


n = 1 71 


90 


6. Demonstrar que 


Provar que 


l i 1 X 

53 73 " ■ — 32 


111 X 2 

(a) 1 4~ ~ — 1 — 4 4- . . • = — 

3 2 5 2 7 2 8 


1 

1 

1 

7 r 2 

— 

4~ rr 

; 4~ ■ - ■ 

= — - 

2 2 

3 2 

4 2 

12 

1 

1 

1 

rr o 

i 7T~ 

— 

4 — 

— 4- - . - 

= 

04 

3* 

4 4 

720 


8. Estabelccer o produto infinite do co-seno da relag ao 

sen 2xx 


cos xX 
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5. CONYKRGBNCIA DAS SERIES DB FOURIER 

Demonstraremos agora, rigorosamente, os teoremas enunciados no 
§ 3 (pag. 439) e ilustrados no § 4 (pag. 440). 

I. Convergencia das series de Fourier de fungoes secionalmente 
regulares. 

Lembrareraos, de irucio, que se f(x) for uma fungao qualquer, defi- 
nida e secionalmente continua (isto e, continua, exceto para uni nu- 
mero finite de descon tinuidades, no maximo) no dommio - 
podemos formar os coeficientes da serie de Fourier para fix), de aedrdo 
com as formulas 

a v — - / f (t) cos vt dt, b p — ~ f f (i) sen vt dt , 

TT J -t * J -r 

sendo entao possivel escrevennos a serie 

CD 

Yi (Z 0 + S (a„ cos vx + by sen vx). 

Esta e a denominada serie de Fourier correspondent e a f(x), indepen- 
dentemente da sua convergencia. Determinaremos, agora, as condicocs 
que f(x) deve satisfazer para que se tenha certeza de que a serie re- 
presenta de fato a fungao e e convergente. Admitiremos que f(x) 6 
desenvolvida periodicaniente, fora do intervalo - t < x ^ v. 
Demonstraremos, entao, o teorema 

Se a fungao f(x) for secionalmente regular (1) , e se, em cada ponlo de 
descontinuidade (x), saiisfizer a equagdo f(x) — A [f(x - 0) -j- f(x -j- 0)], 
a serie de Fourier correspondent d fungao dada f(x) sera convergente em 
qualquer ponto e represerdard a fungao. 

Para a demonstragao, consideremos as somas parciais 

n 

S n (x) — A Qo + 2 (a, cos vx + sen vx). 
i 

Se substituirmos os coeficientes pelas integrais que estabelecemos aci- 
ma, alterando a ordem da integragao e da somagao, vira 

1 /-+X rl n 

S n (x) = - / /(/) -+ 2 (cos vt cos vx + sen vt sen vx) dt, 

TT J -x L2 »=i J 

( l ) Isto 6, tanto J(x) como sua derivada f’(x) aao secionalmente contlnuas. 
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ou, empregando o teorema da adigao dos co-senos, 


S a (x) 



+ - cos v{l - x) dl. 

r = l 


Aplicando-se, entao, a formula da adigao trigonometrica (pag. 436). 
teremos 


s„w 


sen U (/ ~ .r) 


Finalniente, fazend.o-se r = [t — x) e notando-se a periodicidade do in- 
tegraudo, obteremos 





/U + r) 


sea (n + ’ Or 
sea ■ jt 


dr. 


Partindo da soma parciai S„(r) sob esta forma, podemos demons- 
trar, com o auxilio do lema abaixo, que £„(;r) tende para f(x). 

Lema. Quando a funqao s (x) for secionalmeule continua no inlenalo 
a Si$b, o integrando 


j‘(0 sen \l dl 


tenderd para 0, (t medida que A crescer. 

Na demonstragao deve-se admitir que s(x) seja continua no intcr- 
valo completo, visto que de outra forma precisarlamos, apenas, limitar 
o racioclnio aos subintervalos em que s(x) 6 continua. 

Como no argumenlo empregado nas pSginas 418 e seguintes, obser- 
varemos que, se A for positivo, a funeao sen A t sera alternadamente 
positiva e negativa nos intervalos sucessivos de cumprimento tt/X. Para 
valores grandes de A, as contribuigoes dos intervalos adjacentes para 
a integral quase se cancelam, porque, em vista da continuidade, os 
valores de s{x) em dois destes domfnios adjacentes diferem muito pouco 
entre si. Usaremos esta circunstancia, transformando a integral I pela 
substituigao t = r + h, em que h = ir/\; entao, sen A l — — sen A r e 

rb~h 

I — — I s(t + h) sen At dr. 

J a—h 

Escrevendo-se, de novo, t em vez de r, e somando-se as duas expires- 
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419 


21 


/ •a rb-h 

s(t F h ) sen XI dt + / [s 
a—h J a 

4~ f s(t) sen X t dt. 

J 6-fi 


[s(I) - s(I+ h )] sen Xt dt 


Se M for urn limite superior do valor absoluto de s(z), isto e. se para 
qualquer valor de x, no dominio considerado, | s(x) \ ^ M, a desi- 
gualdade 

/ b~h 

| s( 0 - s(* + h) [ dt 

dec orre imediatamente da expressao encontrada para I. Seja, agora, 
€ uma quantidade positiva qualquer; se escolhermos X tao grande qne 
no intervalo completo a ^t — h a expressao | $(f) - s(t + h) | per- 

^ Mt C 

raanega menor do que «/(& - a), e tambem, Mh — < teremos 

X 2 

| / f < e. Conseqiientemente, desde que podemos escolher e tao pequeno 
quanto quisermos, lim I — 0. a) 

Alem deste lema, precisamos da formula de integragao 


L 


sen (n + 3 4)t it 

o 2 sen y^t 2 


que se verifica para qualquer inteiro positivo n. Isto se demonstra 
rapidamente, empregando-se a formula da soma dos co-senos, visto que 


r* sen (n + Vi) i ^ ^ f 
Jo 2 sen y 2 t Jo 


T 


( M + S cos vt) dt = 
o 1 2 


2 sen \ 

Demonslragao do teorema principal. — Pelo lema estabelecido, sera 
facil demonstrarmos o teorema principal, isto e, comprovar a formula 


lim S n (x ) = lim 


■ 1 f 

im — - I 
2ttJ - 


+ /( X dt = f(x). 

, r 2 sen l A t 


(*) Admitindo-se que s(x), al6m deser continua, possui a derivada secionalmente contfrius, - 
a demonatiacao do lema decorre, sirnplesmente, da integraeao por partca. Teremos, entao, 

rb ir f b i 

J a s{i) sen \t dt « - I s(a} cos Xa — s(&) cos \b •+• j ^ s'(i) cos Xi dt I . 

Vemos logo, nesta expressao, que k medida que X creaco, o segundo membro tende para zero. 
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Comegaremos subdividindo o intervalo de integragao na origem. 
Para vubres fixos de x, a fungao (l) 

s{t) - + A ~ ft* + 

2 sen H t 

e secionalniente contmua no dommio 0 ^ t S t. Isto e claro quando 
0 < t 2= ir, ao passo que a continuidade quando t = 0 decorre da hi- 
potese feita, de existir derivada do segundo membro 

fix + 0 - fix -f 0) .. f(x +i)~ f(x + 0) 2 sen y z t 


lim 
*->o, i> o 


t 


= lim 
<-*+o 2 sen H t 

= lim l) ~ - f(x + °) 

<-»+o 2 sen p> L 


t 


Logo, quando \ — n -\- H crescer, a integral 


1 


s(l) sen \l dt 


x J o 


*+0) !^2Ldi 


= 4 f'su + D - 5P -''Oi - 1 f’ n. 

2r J o sen Hi 2t J o sen 34/ 

tendera para zero. 

Como, porein, o fat or fix -f- 0) pode ser excluido da segunda inte- 
gral do segundo membro, e como a integral f dt e igual 

J o 2 sen R> t 

7F 

a - para A = n + po, obtemos logo a equagao ® 

2 

lira L f'fa + 0 2H22 dt = lf(x + 0). 
x—” 27r J o sen R> t 2 

Da memsma forma teremos 


lim .L j fix -f 0 SCn ^ dt = -/(x - 0), 
x— * » 2tJ -x sen poi 2 


ao intervalo - tt ^ ^ 0 e, por adigao, vira ; 

lim ~ ^ /(® + 0 S6n ^ dt = /(x). 

>■-**> 2irJ sen 3^ £ 

C 1 ) Para esta notacao, veja-se a pagina 439. 

( 2 ) Fazendo-se x — 0, f(f) = (sen i)/i nest a equacao, e substitnindo l por u/X, obteremos a 
nportante relasuo (pags, 251-253). 

lim /Xt s( , n „ v 

o 1T d!l = r 
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2. Investigates snbseqiienles sobre a convergencia. 

Na vizinhanga dos pontos em que a fungao f(x) 6 descontinua 
(pontos criticos), a serie de Fournier nao e uniformemente convergente. 
pois, de acdrdo com o cap. VIII, § 4 (pag. 393), t6da a serie de fun- 
goes continuas, uniformemente convergente, tem soma continua. Nao 
obstante, temos o seguinte teorema importante: 

Se uma fungao secionalmente regular e periodica nao liver desconii- 
nuidades , saa serie de Fourier converge absoluta e uniformemente. A con- 
vergencia da serie de Fourier para qualquer fungao secionalmenie regular 
'e uniforme em iodo o intcrvalo fechado que nao contiver pontos de des- 
continnidade da fungao. 

Para demons tr ax este teorema, partiremos de uma desigualdade 
fundamental, satisfeita pelos coeficientes da s6rie de Fourier de qual- 
quer, fungao /(x), secionalmente continua (observe-se que nao se ima- 
ginou f(x) secionalmente regular). Esta desigualdade, denominada de- 
sigualdade de Bessel, estabelece, para qualquer valor de n 


1 * i 

- Qfl" "T 
9 . 


! («. 3 + bf ) 


Si f + ' 

7T J 


[/(x) ] 2 dx. 


A demonstragao decorre de que a expressao 

/ + jt r n "i 2 

/(;r) - Ma o - 2 (a„ cos vx + &, sen v,r) j dx 

e sempre positiva ou nula. Se ealcularmos a integral, desenvolvendo 
o colcliete sob o sinal, lembrando as relagoes ortogonais e a definiguo 
dos coeficientes de Fourier, obteremos imediatamente a desigualdade 
de Ressel sob a forma 

J~ [/(*) T dx - jt ~ a 0 2 + £ (a, 2 4- A,. 2 ) j § 0, 

Alem da desigualdade de Bessel, empregamos a de Schwarz (pag. 13): 
se ui, u- 2 , ...,u„e bj, Vi, . . a„, l'orein numeros reais, arbitrarios, sera 
sempre verdade que 


/ n X 2 n n 

( 2 ii,», 1 SUV. 2 vf, 
j -=i 


ocorrendo o sinal de igualdade sbmcnte quando as seqiiencias u e v 
l'orem proporcionais. 

Admitiremos, agora, que a fungao periodica /(x) seja secionalmente 
regular e, tambeni, continua. A derivada g{x) =f(x) sera secional- 
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mente conti nu a, sendo facil de demonstrar que os coeficientes da serie 
de Fourier, c, e d„, de g(x), satisfazem as relagoes 


Co = 0 


Cy ~ Vby 

d v = - va„ J 


0 ^ 1); 


integrando por partes, teremos 
1 " 

c, — — I g{x) cos vx dx 
T J 


- -f(z) cos vx 


IT 


+ JT 


+ 


v 

T J - T 


f(x) sen vx dx = vb y , 


verificando-se demons tragao semelhante para os outros enunciados. 
A desigualdade de Bessel, aplicada a fungao g(x) da, pois, 


■o'- 

n 


p- {a? + b?) = 2 (c„ 2 + d 

•j — L v s= 1 


r) f +T I 

TTJ -it 


[g(x) f dx. 


Se, para abreviar, dcsignarmos o segundo membro por M 2 , e apllcar- 
mos a desigualdade de Schwarz, acharemos que, quando m > n. 


2 [ a p cos vx + by sen vx [ g 2 Va„ 2 + b¥ 

»=n+l 

= S (~V-Ja. 2 + i.Csja/ S 4 

y ^ n + l\ V J \ „ =n+1 p- 


vis to que Va„ 2 + h~ e a amplitude da fungao periodica a v cos vx + 
+ b v sen vx. 

« l 

Gragas, porem a convergencia de 2 — , o segundo membro, que e 

»=iji 2 

independente de x, pode ser tornado tao pequeno quanto desejarmos, 
escolhendo-se n e m suficientemente grandes, o que demonstra a con- 
vergencia absoluta e uniforma da serie (1> . 

A fim d provar o teorema acima para fun goes secionalmeni e re- 
gulares, consideramos uma fungao especial , ^(x), deste tipo. 


t 1 ) As raesmas oonsiderajoes mostram, incidentalmentc, que a soma -\-by-) se inantAtn 

nbaixo de um iimite fixo, para as funcoes periddicas com derivadas continuas de ordeni (A — 1) e, 
polo menos, com derivadas secionalraente continuas, de ordem A. fiste procedimento dfi uma indicacSo 
prccisa e definida, sdbre a ordem em que os coeiicientcs de Fourier se anulam. Para tais funcoes, as 
series de Fouries das derivadas superiores i> de ordem (h — 1), convergem absoluta e uniiormemente. 
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No dominio - ir < x < ir, a definigao estabelece a igualdade entre 
\p{x) e x. Fora deste intervalo, e desenvolvida periodicamente. De 
acdrdo com o exposto na pagina 440, a sua serie de Fourier sera 



sen x 

^T' 


sen 2x 

2 " 


+ 


sen 3x 



Esta serie nao pode ser uniformemente convergente, porque sua soma 
e a fungao descontinua $(x). Mostraremos, entretanto. que a conver- 
gencia e unil'orme em qualquer intervalo - l S x ^ /, para o quid 

0< /< 7T. 

A demonstragao e baseada nura artificio especial (1) . Observamos 

X 

que, no intervalo ~ l ^l, a fungao cos - jamais e menor do qne a 
quantidade posiliva cos - — k. Multiplicando-se o valor absoluto da 


diferenca entre as somas parctais de ordem m e n da serie acirna (in > n), 
isto e, a expressao 


S m (x) - SJx ) | 

j sen (n + I)js sen (n d- 2)x 


ji -j- I 


x 4" 2 


+ 


sen mx 


» * t i 


m 


pela fungao cos’-, teremos, de acordo com a formula trigononietrien 

conliecida, 2 sen a cos v = sen (a -f- r) -j- sen (u-r), o valor absolu- 
to da expressao 


2 cos'- 




sen (n -f l)ar sen (n -f 2)x sen mx 

H — • • • ± 


71 + 1 n + 2 

sen (n -f- z/ 2 )x sen (n + ^< 2 )x 
n + l 




d - 


mx 

sen (mx +- 1 ! 2 )x 


+ 


n + 2 

sen ( n + H) x sen (n -j- z ! 2 )x sen ( n + ^ 2 )x 


m 


n -f* 1 


n + 2 


+ 


it -F 3 


d - > - • • 


(i) Somo 9 conduzidos, natural in ente, a este artificio, observando que a Euncuo 2y coa y, desen- 
volvida periodicainente. alum do intervalo - - y ^ - permanece contlnua e, do ac6rdo com a pri- 

mcira parte do teorema, a sua serie de Fourier deve convergir uniformemente e representar a funcao. 
Tal serie, entretanto, sera abtida pela multiplicaijiio do serie tie Fourier referente a 2y por cosy. 
Se fizertno 3 y => x/2, a multiplica^ao darlk a serie considerada ao texto. 
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Reduzindo-se os t6rmos do segundo raembro que tern os mesmos nu- 
rneradores, obteremos a relagao 


sen (n 


4- i 




sen (n + 


n 4- 1 
sen (n 


L>) x sen (m -f- y 2 ) x 
± 


m 








mas, como cos-Sk, e |senn[ ^ 1, teremos a aproximagao 


i S m (x ) - -SJz) 

1 




+ 1+ 

n + 1 m (n 4- 1) (fi + 2) 


+ ... + 


1 

(m ~ l)m . 


0 segundo membro, porem, nao dcpende de x e, em virtude da con- 

vcrgencia da serin U - — , pode ser tornado tao pequeno quanto 

■+ 1) 

quiserrnos, pela cscolha de a e m sufieientenientc grandes. Isto implica 
na eonvergencia unifonne da serin de Fourier, conforme tinliamos afir- 
mado. 

Umavez obtido o dcsenvolvimento dc uma fungao descon linua par- 
ticular, podemos (pag. 411) transferir a dcmontinuidadc para qualquer 
ponto arbitrario do intcrvalo, pci a translagao da curva ou do sistema 
de coordcnadas. Efetivaineute, a fungao 


-8 = 2 


sen (x - i) 

_ I 


sen 2(x - £) : sen 3(x ~ 

-p 

2 3 



e continua, exceto nos potitos (2k + l)jr + £, onde k e iuteiro. Pas- 
sando estes pontos, porem, a fuuglio salLa de - 2tt, do valor de w ao 
de — ir, enquanto nos proprios pontos o seu valor e zero. 

Se/(x) for uma fungao secionalmente regular, descontmua somente 
nos pontos fr, £ 2 , ■ ■ ■ , £ m , do intervalo - x g * ^ i, e se passando 
por estes pontos, da esquerda para a direita, ela saltar de &i, g 2 , . . ., 
5 m , respectivamente, a fungao 



t 



somando termo a termo um nuraero fimto de series de Fourier, cor- 

5 o 

respondentes as funcoes - — <P(x + x - &), — \f/(x + it - £ m ). 

2jt 2tt 

0 teorema fica, pois, demonstrado. 

Este resnltado e perfeitamente adequado para a raaioria das inves- 
ligagoes praticas e das aplicagoes. Devemos, porem, assinalai que o 
estudo dcsta serie levou ainda mais longe. As condigoes aqui estabe- 
lecidas para os desenvolvimentos em serie de Fourier sao suficienies, 
porem, de modo algum, neeessarias. Fungoes com propriedades de con- 
linuidade muito menores do que as que estudamos podem, tambern, 
ser reprcseutadas por series de Fourier. Ha bibliografia abundante so- 
bre estas questoes e sobre o problema geral do desenvolvimento das 
funcoes segundo a serie de Fourier. Como resultado notavel destas in- 
vcstigagoes, citaremos a existlncia de fungoes continuas cujas series 
de Fourier uao convergem em intervalo algum, por meuor que ele seja. 
Um resultado desta especie nao impugna, de modo algum, a utiiidade 
da serie de Fourier; pelo contrario, deve ser admitido como evidente 
que o conceito de fungao continua cnvolva possibilidades razoavel- 
tnente complicadas, como ja demonstramos, com a apresentagao de 
Lais fungoes que nao possuem derivada em parte alguma. 


APENDICE AO CAPITULO IX 

Integra g:Xo de series de Fourier 

Uma das propriedades mais notaveis das series de Fourier 6 a sua 
integrabilidade termo por termo. Em geral, toda a serie uniforme- 
mente convergente pode ser integrada termo por termo; de outro modo 
a integragao conduzira a resultados falsos. Em contraste com isto, 
temos o seguinte teorema para as series de Fourier: 

Quando f(x) fdr secionalmente continaa no dominio — ir 5s x S ir, e 
y 2 a a -f- 2 (a„cosx + b„senx) for a serie de Fourier correspondente a 
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f(x), esta side pode ser iniegrada termo a termo entre dois limiles quaisquer 
£ e x do in ter va to - -n - 5 x £ w. Em simboios, 


J f(x) dx = J' Vz a a dr + 



a„ cos vx dx -f 



sen vx 



Alem disso, para qualquer valor jixo de £ a serie do segando membro sera 
uniformemenle convergenle em x. 0 notavel neste teorema 6 cjue nao 
somente e desnecessario supor que a serie de Fourier correspondents ft 
J(x) seja uniformemente eonvergente, como tambem nao preeisamos 
admitir que eia convirja. 

Para demonstra-lo, seja a I'unr-ao F(x) definida peia equagao F(x) = 


•/: 


:J(x) - %aa\ dx. Esta fungao e secionalmente regular e, pela de- 


finigao de a 0 , temos F(-r) = F( - x) = 0, de surte que F(x) pode ser 
desenvolvida periodica e eontiiiuamente. A serie de Fourier K>drr 


CD 

+ 2 (A„ cos vx + B„ sen vx) correspondente a funeao F(x) converse, 

portanto, uniformemente para F( x). Procuremos, agora, detenninar os 
coeficientes de A., e B,. Pela integragao por partes (como na pag. 449) 
achamos que, para v >0, /1„ = — bjv e B, = ajv. Logo, para quais- 
quer valores § e x do intcrvalo - :c g teremos 


F(x) - F(Q 


- [4^ (cos vx - cos v£) -f B, (sen vx - son v£) ] 


fl» . . b, , 

— (sen vx - son v J) - — (cos vx - cos r£) , 
- V V J 


uniformemente eonvergente em x. Se substituirmos F(x) pelo seu valor 
dado pela definigao, vira 



fix) dx - 



J ' cos vx dx + b„ J 


sen vx dx). 


o que queriamos demonstrar. 

E facil ver que se f(x) for periodica e secionalmente contfaua, a 
integragao termo por termo pode ser el'etuada sobre qualquer intervalo. 



CaPTTULO X 


ESBOCO DA TEORIA DAS PUNCHES DE DIVERSAS 
VARIAVEIS 


Ate aqui lidamos com f undoes de uma linica variavel independente. 
Estudaremos, agora, fungoes de diversas variaveis indepeudentes, visto 
as aplicagoes ao calculo forgarem-nos a dar cstc passo. Efelivamente, 
as relagoes que ocorrem na natureza sao traduzidas por fungoes que, 
geralmente, nao dependem de uma so, mas de duas, tres, ou mais va- 
riaveis independentes. Assim, por exemplo, o volume de um gas ideal 
serd fungao de uma unica variavel, a pressao, sc mantivermos a tem- 
peratura constaute, porem, no caso contrario, nao o sera. Em geral, a 
temperatura tambem varia, e o volume depend era de dois valores, a 
saber, da pressao e da temperatura; e, portanto, uma fungao de duas 
variaveis. 

Do ponto de vista da matematica pura, tambem urge um estudo 
detaihado das fungoes de diversas variaveis independentes. Tiraremos 
vantagem do que expusemos anteriormente, de tal sorte que, em mui- 
tos casos, faremos somente generalizagoes ou extensoes dos racioclnios 
ja conhecidos. 

Em geral e suficiente estudar-se o caso de duas variaveis indepen- 
dentes, x e y, desde que nao sejam essenciais novas consideragoes para 
a extensao as fungoes de tres ou mais variaveis. A fim de conservar- 
mos a maior simplicidade posslvel, tanto nos enunciados quanto na 
notagao, consideraremos normalmente so duas variaveis independentes. 

Sendo imposslvel darmos um desen volvimen to sistematico do cal- 
culo diferencial e integral destas fungoes neste volume, reservamos 
esta materia para o II volume dfete tratado. No momento daremos, 



453 


FUN CUES DE DIVERSAS VARIAVEIS 


[Cap. 


apenas, ao leitor, uma visao preiiminar dos novos conceitos e opera- 
goes mats importantes. Freqiientemente nos basearemos na intuigao 
plaustvel, deixando a demonstragao rigorosamente desenvolvida para 
o II volume. 


1. CONCEITO DE FUNQAO NO CASO DE DIVERSAS VARIAVEIS 

1. Fungoes e seus dominios de definigao. 

As equagoes da forma 

u = x 2 y 2 , u = x - y, u = zv, ou u — VI- x 2 - y 3 

admitem um valor funcional u para cada par de valores (x, y). Nos 
tres primeiros dos nossos exemplcs esta correspondencia se verifica 
para qualquer sistema de valores (x, y), ao passo que, no ultimo, cla 
somente tem lugar quando a desigualdade f + r I i for verdadeirn. 

Nestes casos, u e uma fungao das variaveis independents x e y. Em- 
pregaremos esta expressao sempre que uma lei qualquer de o valor 
de u, como variavel dependente, correspondente a cada par de valores 
(x, y), num dado conjunto. A relagao entre x, y e u pode ser fornecid.t 
por uma “equagao funcional” como acinia, ou por descrigao verbal, 
como por exemplo: “u e a area de um ret&ngulo cujos lados sao z e y", 
ou ainda, ser deduzido de ofcservagoes fisicas, como no caso da decli- 
nagao magnetica para diversas latitudes e longitudes. 0 essencial e quo 
exista a relagao de correspondencia. Do mesmo modo, u sera fungao de 
tres variaveis independentes, x, y, z se, para cada conjunto de valores 
(x, y, z) de uma determinada serie, existir um valor correspondente 
de u, fornecido por alguma lei definida; igualmente, no caso geral de n 
variaveis independentes, Xi, x 2 , . . x„. 

0 conjunto de valores que o par (x, y) pode receber, e denominado 
dominio da definigao da fungao u = f(x, y). Neste capitulo concentra- 
remos a atengao nos tipos mais simples de dominio de definigao. Con- 
sideraremos (x, y) limitada ou pela chamada regiao retangular {dominio), 

a x ^b, c | ti, 
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ou mesmo por urn circulo, deterrainado por uma desigualdade da forma 

(x - a) 2 +- (y - b) 2 ^ r z . 

No caso de fungoes de treis variaveis x, y, podemos ainda considerar 
somente regioes retangulares 

a^xSb, c^y^-d, e%z^kf 


e esfericas 


(x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 ^ r 2 . 


Quando se tratar de mais de ties variaveis independentes, a intuigao 
geometrica falha, porem muitas vdzes & conveniente estender-se a ter- 
minologia geometrica a tais casos. Assim, para fungoes de n variaveis 
xi, . . . , x„, imaginaremos as regioes 

G] g x\ S f>i, a 2 ^ x 2 S b 2 , • ■ • . a n =b„ 

e, tambem, 

(xi - ai) 2 + te - G 2) 2 + - . . + (Xu - «„) 2 g r 2 , 
que chamaremos de regioes retangulares e esfericas, respectivameute. 

2. Os tipos mais simples de fungoes. 

Justamente como no caso das tangoes de uma so variavel, as fun- 
g5es mais simples sao as racionais inteiras ou polindmios. O polinomio 
do primeiro grau, mais geral (fungao linear), e da forma 

a — ax + by + c, 

em que a, b e c sao constantes. 0 polinomio geral do segundo grau e 
representado por 

u = ax 2 + bxy + cy 2 + dx + ey + /• 

0 polinomio geral e a soma de terrnos da forma a mn x m y n , onde as quan- 
tidades a mn sao constantes arbitrarias. 

As funQoes racionais fmcionarias sao quocientes de polindmios; a 
esta classe pertenee, por exemplo, a fungao linear fracionaria 

ax + by + c 


u = 


a' x -j- b'y + c' 
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A extragao de raizes ieva-nos das fun goes raeionais as algebricas [1] , 
como por exemplo, 


a — 


V 


x -y . 
x + y 



{x + y) 2 
+ xy 


Na conslrogao de fungoes mais complicadas, de diversas variaveis, 
quase semore recaimos nas fungoes de uma variavel, ja conhecidas (2) ; 
por exemplo, 

u = sen (xy) ou u — Iog(y 2 + cos Ax). 


3. Representagao geometrica das fungoes 

Assim como representamos as fun goes de uma variavel por curvas, 
procuramos caracterizar geometricamente as de duas por meio de su- 
perficies ; no que segue, examinaremos somente fungoes passiveis de tal 
i epresentagao. Podemos reaLizar esta representagao muito facilmente 
iinaginando um sistema de coordenadas no espago, com as coordena- 
das x, y e u, e marcando, acima de cada ponto ( x , y) do dominio da 
definigao da fungao, (R) t o ponto P, com a terceira coordenada u = 
= f(x, y). A medida que o ponto (x, y ) percorrer a regiao R, P des- 
crevera uma superflcie no espago. Esta superficie sera a representagao 
geometrica da fungao. 

Inversamente, na geometria analitica, as superficies no espago sao 
representadas por fungoes de duas variaveis, de sorte gue entre tais 
superficies e fungoes devem existir relagoes reciprocas. 

Por exemplo, a fungao 

n =Vl - 

corresponde o hemisjirio, situado acima do piano x y, com raio unitario e centra 
na origem. A fungao tt = x 2 + y 2 corresponde o paraboloi.de de revoluQao, obtido 
pela revolugao da parabola u = x- em torno do eixo dos u (fig. 1). Osgraficos de 
n = x 2 -y 2 e de n = xy sao paraboloides hiperbolicos (fig. 2). Finalmente, a fungao 
linear u = ax + by + c 6 represectada, no espago, por um piano ( 3 ). 

( 1 ) A deEinigSo precisa de “fungao aJg6brica“ 6 doda na p&g. 485. 

( 2 ) Veja^se, tamb6m, a segSo relativa £s fungoes compostaa (p£g. 472). 

( 3 ) Se uma das vari&veis independentes, digamos, y. nao ocorrer na fungao ti =* j{x, y), de 
aorta que u dependa exclusivamente de *, isto €, u » g{x\ a funcao serd representada no espago xya 
por uma superficie cilmdrica, obtida elevando-se perpendiculares ao piano ax, peloa pontOH da curva 

a - 
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A representagao por meio das cocrdenadas retangulares apresetita, 
entretanto, duas desvantagens. Em primeiro lugar, a intuigao falha 
sempre que tivermos que lidar com tres ou mais variaveis independen- 
tes. Em segundo lugax, mesmo no caso de duas variaveis independcntes, 
apenas, e muitas vezcs mais conveniente reduzir-se a discussao somente 
ao piano xy, visto que, neste piano, e possivel desenbar-se e efetuar cons- 
trugoes geometricas, sem dificuldades. Baseando-nos neste ponto de vis- 
ta, devemos preferir outra representagao geometrica da fungao, basea- 
da nas linhas de nivel. Tomaremos, no piano xy, todos os pontos para os 
quais a=f(x, yjtem um valor constante, digamos, u — k. Em geral tais 





Span 


Fig. I.—' u = rc 2 -f- y 2 Fig. 2. — u “ x 7 - y* 

pontos estao numa curva ou em curves designadas linhas de ravel para 
dado valor constante da fungao. E possivel, tambem, obter-se tais cur- 
vas, cortando-se a superflcic a — j(x, y), pelo piano iz = fe paralelo 
ao piano xy e projetando-se as curvas de intersegao perpendicularmente 
no piano xy. 0 conjunto das linhas de invel, marcadas com os valores 
correspondentes fe x , • • • , de altura k, da-nos a representagao da 
fungao. Em geral se atribuem a k valores em progressao aritmetica, 
digamos, k~vk , onde 8 = 1, 2, . . . . A distancia entre as linhas de mvel 
dd, entao, a medida da curvatura da superficie u = fix, y), visto o 
valor da fungao mudar da mesma quantidade entre duas linhas vizi- 
nbas. Quando as linhas de nivel forem muito proximas, a fungao de- 
cresce ou cai rapidamente; no caso das linhas se distanciarem, a su- 
perficie e achatada. fiste 4 o prindpio segundo o qual se desenbam as 
plantas topograficas e geologicas. 
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A fungao linear a ~ ax 4- b v -j- c e representada, neste metodo, por um sis- 
tema de linhas retas paraielas ax 4- by + c — k. A fungao u = i ! +y 2 e repre- 
sentada por um eonjunto de ct'rculos coneentricos (fig. 3). A fungao a — x 2 - y 3 . 
cuja superficie apreseuta um pataruar na origem, e representada pelas hiperboles 
indieadas na figura 4. 

O metodo de represen tagao das fungoes pelas linhas de nivel apre- 
senta a vantagem de poder ser estendido, tambem, as fungoes de Ires 
variaveis independentes. Em lugar das linhas de nivel, usaremos, en- 



Fig. 3.— Linhas de nivel de u = t- + y ’ Fig. 4. — Linhas de nivel dc u = x* - yJ 

tao, as superficies de nivel f(x, y, z) = k, em que k e uma constante 
a qual se atribui qualquer sequencia de valores, convenientemente es- 
colhida. Por exemplo, as superficies de nivel da fungao u, = x 2 +y 2 +z 2 
sao esferas concentricas com centro na origem do sistema de coorde- 
nadas. 


Exemplo 

1. Desenhar as curvas dc nivel de cada uma das fungoes seguintes, para z - - 2, 
-1,0, 1,2, 3. 


(d) z - y 2 . 


(a) z = x 2 y. 

l.b) z = + y 2 — 1. 

(c) 2 = x 2 - y\ 
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2. COKTIKUIDADB 



1. Definigao. 


Como no caso de uma so variavel, o requisito fundamental para 
que as fungoes de duas variaveis independentes possam ser traduzidas 
geometricamente, leva-nos a condigao analitica de continuidade. Tarn- 
bem aqui, o conceito de continuidade e fornecido pela seguinte defi- 
nigao: qualquer fungao u = l'(x, y), definida num domlnio R, sera con- 
tinua no ponto (£, q) de R se, para todos os pontos (x, y) proximos de 
(£, o valor da fungao f(x, y) diferir mu.Uo porno de f(£, ij), (ornando-se 
tal diferenga arbiirariamente pequena, sdmenle quando (x, y) estiver sufi- 
cientemente proximo de (£, i?). 

Mais precisamente: a fungao f(x, y), definida no inlervalo R, sera 
conlinua no ponto (£, ij) de R, desde que , para qualquer numero posi- 
tivo, e, seja possivel delerminar-se uma distancia positiva $ = 6(«) (em 
geral dependente de t e lendendo para 0 com e) tal que, para qualquer 
ponto da regiao, cuja distancia de {£, ti) for menor do que 5 ( isto 'e, para 
os quais a desigualdade 

(x - if +(y- vf ^ 5 2 

se verifique ) a relagao 

I/O, y) -/(I, v) I £ « 

seja satisfeila. Em outras palavras, a expressao 
\M+h, u + i|)| 

deve verificar-se para todos os pares de valores (h, k ) tais que Irf-k 2 
e (£ + h, v + fe) pertengam a regiao R. 

Quando uma fungao for continua em qualquer ponto da regiao R, 
diremos que ela e continua em R. 

Na definigao da continuidade pode-se substituir a condigao de dis- 
lancia h 2 + k 2 ^ pela seguinte, que lhe e equivalente: 

A qualquer e > 0 corresponderao dots valores positives e S 2 tais 
que 

l/(f + h, f} -r k) -/(£, it) | = e 
sempre que | h | ^ ox e | k | ^ 5?.. 

Estas duas eondigoes sao equivalentes. Se a condigao original for satis- 
feita, o mesmo se verificara com a segunda, se tomarmos 5i = 3 = = S/V 2. 
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Reciprocamente, se a segunda condigao se verificar o mesmo acontece- 
ra com a primeira, se atribuirmos a 5 o menor dos valore3 5i e 8 2 . 
Os seguintes fatos sao mais ou menos claros: 

A soma, a diferenga e o produio de fungoes continuas sao lambem 
fungoes continuas. 0 quociente de fungoes continuas e uma fungao con- 
tinua, excelo onde o denominador se anular. Fungoes continuas de fun- 
goes continuas sao continuas (ver a nota das pags. 473, 474). Em par- 
ticular, todos os polinomios sao continuos e tddas as fragoes racionais 
sao continuas , salvo quando o denominador se anular <l) . 

2. Exemplos de descontinuidades. 

No caso de fungoes de uma so variavel, dcparamos com tr§s espe- 
cies de descontinuidades: descontinuidades infinitas, saltos descontl- 
nuos, e descontinuidades em que nao ha limite de aproximagao por 
um ou por ambos os Iados. Para as fungoes de duas ou mais variaveis, 
nao e possivel estabelecer-se classificacao tao simples. Em particular, 
a situagao torna-se ainda mais complicada, porque as descontinuida- 
des nao ocorrem unicamente em pontos isolados, mas tambem ao longo 
de curvas inteiras. 

Assim, a liaha x = y e uma liaha de descontinuidade infinita para a fongao 

a = Como nos aproximamos desta liaha, tanto por um como pelo outro lado, 

x — y 

scguc-se que u cresce uumerieamente, alem de qualquer limite, atraves de valores 

1 

positives e de valores negatives. A fongao u = tern a mesma liaha de 

(x-y ) 2 

descontinuidade, porem, tends para -f-oo quando nos aproximamos da linha por 

qualquer lado. A fungao n ~ possui o unico ponto de descontinuidade x = 0, 

x 3 + y 3 

1 

V = 0. A fungao u = sea "7== nao se aproxima de limite algum, a medida 

•Va^+y 2 

que nos aproximamos da origem. A superffeie que a representa e obtida, efetuando- 

1 

se a rotagao de u — sen - em torno do eixo dos u. 

x 

Outro exemplo inslrutivo de fungao descontinua e dado pela fungao racional 
2ry 

u — - — . Esta fungao e indefinida para x = 0, y = 0 e podemos suplementar 

x- -f- y- 

( l ) Outro fato obvio que, enlretanto, merece citacSo, 6 o seguinte: se uma fungao f(x) for con- 
tin.ua na regiao R, e dijerenle de zero no ponlo interior P da regiao, serft possivel estabelecer-se , na vizi- 
nhanca de P, digamos, um clrcalo. cordido inleirantenle em R, ao qual f(x, y) nao seja igual a zero , em 
parte alguma. O valor da firacao em P sendo a, podecnoa trocar um circulo tao pequeno em tor- no 
de P, que o valor da tnnrao, no seu interior, seja diferente de a de quantidade menor do que a/2, 
portanto, certamente, diferente de zero. 
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a definigao, admitindo que u{0, 0) — 0. Esta equagao apresenta um tipo peculiar 
de descontinuidade na origem. ?e fizermos x ~ 0, isto e, se uos deslocarmos ao 
longo do eixo dos y, a fungao toruar-se-a u(0, y) = 0, com o valor constante 0 para 
qualquer valor de y. Ao longo do eixo dos x teremos, semelhantemente, u{ 2 , 0) — 0. 
Assim. na origem, a fungao u(z, y) sera continua em y se atribuirmos a x o valor 
constante 0, e continua em x se atribuirmos a y o valor constante 0, Nao obstante, 
a fungao e descontinua, quando considerada corao fungao das duas variaveis rev, 
visto que, em qualquer ponto da tinka x = y, acharemos que u = 1, de modo que 
podemos determinar pontos arbitrariamente proximos da origem, nos quais a teoha 
o valor 1. A fungao e, pois, descontinua na origem (‘), nao podendo ser definida 
em tal ponto, de modo a tornar-se continua. 

0 exemplo que acabamos de ver mostra que uma fungao pode ser 
continua era x para qualquer valor fixo de y e continua em y para 
qualquer valor fixo de x , sendo, nao obstante, descontinua, quando 
considerada corao fungao das duas vari&veis. O ponto essencial, na de- 
finigao da continuidade, e que o valor da fungao num ponto P deve 
ficar arbitrariamente proximo do seu valor no ponto Q, desde que Q 
esteja situado suficientemente perto de P, nao sendo permissive! res- 
tringir a posigao de Q em reiagao a P de qualquer outra forma. 

Exemplos 

X 2 y 

1. Examinemos a continuidade da fungao x — - ----- - . Desenhemos as cur- 

Vz 3 + y 3 

vas de nlvel z — k (k — — 4, - 2, 0, 2, 4). Mostremos (num grafico) o comporla- 
mento de z somente como fungao de x para y = - 2, - 1, 0, 1, 2. Vejamos, ainda, 
o comportamento de z unicamente como fungao de y, para x = 0, ±1, *2. Final* 
mente, estabelegamos o comportamento de z cotno fungao so de r, quando 6 for 
constante {red seudo as coordenadas polares). 

2. Demonstrar a continuidade das seguintes fungoes: 

(a) sen(x 3 -f~ y) x 1 + y 3 

(c) — - 

sen xy x* y* 

V !x 3 -py J (d) x 3 \og(x 3 4-y 3 ). 

(0 Mate geralmente, temos para a linha reta y tg a tnclinada do ungulo a s6bre o eixo dos x t 
n *» 2 tg a/Cl 4- t g 2 a) = 2 sen « cos oc = sen 2a. A superficie correspondente h fungao a = 2xy/(x 2 -by 2 ) 
4 pois, formada pela rotagao de uma reta, que forma augulos retos com o eixo dos r, em t6mo dele 
mesmo, ate coincidir coin este eixo, e, simultaneamente, eLevando-a oil baixando-a, de sorte que a 
altura sen 2 ct esteja associada com o angulo a. Quando a crcsce ale 45°, a linha reta se eleva atfi 
a altura 1, e subseqiientemente cai ao nlvel do eixo dos y e abaixo dele ua profundidade 1; depoia 
sobe, de novo, ate alcangar o nlvel do eixo dos x. A superficie descrita pelo movlmento da reta 6 deno- 
minada cilindrdide, tendo importancia na mec&nica. 
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3. Determinar se as fungoes que seguern sao ou nao contmuas e, ao caso ne- 
gative), onde sao descontinuas: 


(a) sen' 


( 6 ) 


r 3 4- v- 

^T7' 


(c) 


x 3 + y* 
X s + y 3 ' 


(d) 


x 3 4- y 2 

I 2 -f- y 


3. DerIVADAS DE UMA FUNQAO DE DIVERSAS VARIAVEIS 
X. Defmigao. Representagao geometrica. 

Atribuindo-se valor es numericos definidos a todas menos urn a das 
variaveis de uma fungao de diversas variaveis, e permitindo que so- 
mente uma delas, digamos x, possa variar, a fungao transformar-se-a 
numa de uma unica variavel. Consideremos, por exemplo, a fungao 



u = /(x, y) de duas variaveis reye demos a y o valor fixo e definido 
y — yo = c. A fungao a = f(x, y 0 ) da unica vari&vel x pode, entao, ser 
representada, geometricamente, de maneira simples, cortando-se a su- 
perflcie a — f(x, y) pelo piano y — jo (figs- 5 e 6). A curva de inter- 
segao assim obtida no piano tem para equagao u = f(x, y 0 ). Derivan- 
do-se esta fungao da maneira usual no ponto x — x 0 (admitiremos que 
a derivada exista, efetivamente), teremos a derivada partial de f(x, y) 
em re.lar.ao a x, no ponto (x 0 , y 0 ). De acordo com a definigao corrente 
de derivada, ela sera o limite 

Iim ^ Q + — y< ^ ~ ^ x °’ ^ 
a-o h 

(') Se (io, jo) f8r um ponto do coutArno da regiao da definicao, (aremos uma reslrigSo: na paa- 
»agcm do licnito o ponto (x 4 A, y 0 ) devc permaneccr sempre na mesrna regiao. 


I 


j 
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Geometricamente esta derivada parcial signifies a tangente do angulo com- 
prcendida entre uma paralela ao eixo dos ica tangeate a curva u = j{ x, y„). Ela 
e, portanto, a inclinagao da superjicie a = f(x, y) na diregao do eixo dos x. 


Existem diversas notagoes para representar*esta derivada parcial. 
Dentre eias, mencionaremos as seguintes: 


/(.-r 0 4- h, y Q ) - J(xq, y 0 ) 
h-o h 


= fx(z 0. .To) = tfxfao, Jo)- 


Se quiserruos salientar que a derivada parcial e o limite do quociente 
das diferengas, escreveremos 



ou 



Empregamos. nesta notagao, uma letra especial 3, em lugar do d co- 
mum, empregado na derivagao das fungoes de uma varidvel, para sig- 
i lificar que a operagao se refere a uma fungao de diversas variaveis, 
e a derivagao em relagao a uma delas. 

As v£zes 6 conveniente empregar-se o simbolo de Cauchy, D, men- 
cionado na pagina 90, e escrever 



no nosso estudo, porem, raramente usaremos tal notagao. 

A derivada parcial de f{x, y ) em relagao a y, no ponto (r a , y fl ), e 
definida de maneira ideutica pela relagao 


lin /C^ 0 ’ y ° + ~ 

A-0 k 


r) f 

fy{2 0, Jo) = — = Dyfte 0, yo)- 

dy 


Elarepresenta a inclinagao da curva de intersegao da superfieie u —f(x, y) 
com o piano x = x 0 , perpendicular ao eixo dos x. 

Imaginemos agora o ponto (x 0 > y 0 )> considerado fixo ate aqui, como 
variavel e, de acordo com esta hipotese, omitamos os Indices 0. Em 
outras palavras, consideremos a derivagao como realizada em qual- 
quer ponto (x, y) da regiao de definigao de f(x, y). As duas derivadas 
serao, assim, fungoes de x e y: 

u x (x, y) = f x {x, y) = e u y (x, y) = f y ( x, y) = 

dx dy 
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Por exemplo, a funcao u — z 1 y ! tem as derivadas parciais u, — (deri- 
Yando-se em relate a x, o tinrno y‘ e considerado coastante, sendo, portanto, a 
Bua derivada igual a 0) e u y = 2 y. A.s derivadas parciais de u = s 3 y sao u. = 3x 5 y 
e Uy = x 3 . 

Podemos, do mesmo modo, estabeiecer a seguinte definigao para 
nm numero qualqucr de variaveis independentes {n): 

1 ) %2t • ■ m 

SXi 

~f~ h, Xz, * • * , x n ) " f(Xi, x 2 , . . . Xn) 

A-0 h 

- Sxlx I, X 2 , .... X n ) = D x ,f(Xi, x 2 , . . z„), 

admitindo-se que exista o limite. 

Naturalmente, podemos tambem formar derivadas parciais de ordem 
superior de J(x, y), derivando sucessivamente as derivadas de “primeira 
ordem”, f x (x, y) ef y (x, y), em relagao a cada uma das variaveis. Indi- 
camos a ordem da derivagao pelos indices ou pela ordem dos simbolos 
dx e dy no “denominador”, da direita para a esquerda (1) , usando, 
entao, os seguintes simbolos para as derivadas parciais de segunda 
ordem: 



Da mesma forma, escreveremos as derivadas parciais de terceira ordem, 
como segue: 



(T) T?a Eoxopa eontiBeatal, por outre lade, ~~ 6 eacrita, ' ~ . 

dx ''dy/ dy dx 
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e, em geral, a derivada de ordem n, por 



Finalmente, estudaremos aiguns exemplos de calculo de derivadas 
parciais. De acordo com a definigao, todas as variaveis independentes 
menos aqucla em relagao a qual e efetuada a derivagao, sao considera- 
das constantes. Teremos, pois, que considerar as outras variaveis como 
conslantes, efetuando a derivagao pelas regras que regem a derivagao 
das fungoes de uma so variavel. 
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3. A funcao reciproca do raio vector em tres diniensoes e: 

1 1 

/(*, y, z) = -p= = 

A x- +• y- -r z- r 

derivadas de primeira ordem: 

A » 

A = 


A(x 2 4 - y 2 4- :-y 

y 


A = 


A(x- 4- y* -r z 2 y 


Vfx- t-jH ;-) 3 


x 

r 3 ’ 

y 

T 1 ’ 


derivadas de segunda ordem: 

1 3x 2 , 1 3y 2 1 3: J 

A, = “ - 4- - r, f>y 

r 3 r 3 r r 3 r J r 4 5 

3ry 3y: 3;x 

Jiy ” Jyx “ J v J & / *y ^ ' . » .f*r ~ J iz = ~ - 

r a r* 

Donde se verifica que a equafuo 

3 3(r 2 + y J + r 2 ) 

Ai + Ar t/k = 4 0 

H r 5 

se verilicapara todos os valores dor, ye z, exceto 0, 0,0, para a fungaoj = 
Como se diz, a ecpiacao 

A. 4* A>- +J«» = o 

e satisfeita idSnticamente em x, y, j, pela funcao/{x, y, z) = 1/r. 




4. Funfao 

primeiras derivadas: 


1 

J(x, y) = — e-(-r-a/ 2 /iy; 

^y 


1 - (x - a) 

A =■ ^ e-(3i-a) 2 /4y > 


y ~y 


r — 1 (x - a) 2 ~j 
A = r-73 + ■ er^yny- 

L2y 3 -' 4y 5 ' 2 J 


segundas derivadas: 

J : 


r - 1 (x - a) 2_ J 
« h — - y, 

L.V' 2 4y 5 ' 2 J 

. p3 2 - a (x- a) 3 ~| 

" = L-4 7- ~ TyYr- j 6 “ ! 

|~3 1 3 (re - a)- (x-a) <_ ] 

ry “ I — * -f- — If - (X— a)~ t 

1.4 y 5 ' 2 1 y 7 ' 2 16y' JI - J 


ix-a )5/4y f 

■*my. 


1 

i 2 +y 2 +z 2 . 
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A equagao 

J» ~Jy “ 0 

6, portanto, satisfeita idenlicamcntc em x e y. 

Justamente como no caso de uma unica variavel independente, 
possuir derivadas e uma propriedade especial das fungoes (1) . Sempre 
a mesma, tal propriedade e possuida por tddas as fungoes de importfincia 
pratica, exceto, talvez, em poutos isolados excepcionais. 

Em contraste com as f ungues de uma variavel, a existeucia de deri- 
vadas nao implica na coutinuidade da fungao. Isto e elaramente de- 

2xv 

monstrado pelo exemplo u ~ — — - — - ja estudado nas paginas 461, 

x 2 + y 2 

465. Apesar de existirein derivadas parciais em toda a parte, a fungao 
e desconlinua na origem. Entretanto, como estabelece o teorema se- 
guinle, a existencia de derivadas com limile acarreta a continuidade; 

Se a funqao f(x, y) liver derivadas parciais f x e f y em qualquer pom 
to da regido R e se tais derivadas satisfizerem em qualquer parte as 
desiguatdad.es 

I /zO, y) I < M, | f y (x, y) i < M, 

em que M e independente de x e de y, a funqao f(x, y) sera coniinua em 
qualquer ponto de R. 

Em particular, se f x e f y forem continuas, serao necessariamente 
limitadas, de sorte que fix, y) sera tambem continua. 

A demonstragao deste teorema sera aprcsentada no II volume. 

0 leitor deve ter observado que em todos os exemplos apresenta- 
dos a equagao f xy — f yx e satisfeita. Em outras palavras, nao lia dife- 
renga se derivarmos a fungao, primeiro em relagao axe depois em 
relagao a y, ou vice-versa. Esta ocorrencia nao e acidental, em face 
do seguinle teorema: 

Se as derivadas parciais “mistas” f xy e f yx de uma funqao f(x, y) fo- 
rem continuas na regido R, a equaqdo 

fyx = fxy 

iem lugar em qualquer parte do interior de. R, isto e, a ordem de derivaqao 
em relaqdo a x e a y e indiferenle . 

( l ) A expressiio “derivnvpl” signified main do que n simples existencia das derivadas parciais 
cm relaciio a x e a y. Veju-sc a H vul. 
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Aplicaudo este teorema a f x e f y , depois a f xx , f xy , f yy , e assim su- 
ccssivamcnte, acharcmos que 


frxy fxyx ~ fvixt 

fxyy fyzy Syyxt 

fxxvy ~ fxyx y ~ fxyyx ~ Jyx tv — fyxyx ™ fyyxxt CtC. 


e, ern geral, teremos o seguinte resultado: 

Na derimqao repeliaa de uma funcao de duas variaveis a ordem da 
derivaqao pode ser mudada a vontade, desde que, unicamente, as derivadas 
em qaesldo sejam funcoes conlinaas. 

Para a demonstragao deste teorema remetemos o leitor ao II vo- 
lume. 

Exemflos 


1. Achar a primeira derivada parciai de: 


(a) ■v'z 2 + y 1 . 

(b) sen(i : - y). 

(c) e 1 y . 


(d) ' ~~ — - . 

V 1 + x + y 2 -j- i 1 

(t) y sen(xz). 

(/) log Vl + r 2 + y 2 . 


2. Determinar todas as derivadas parciais de primeira e de seguuda ordem de 

(a) xy. (d) x\ 

(b) log ay. (e) e xy . 

(c) tg(arc tg x. + arc tg y). 

3* Achar uma funcao /(x, y) que scja fungSo de (x- + y 2 ) e que seja, tambem, 
um produto da forma ^(x)ip(y), isto e, que resolva as equagoes 

Six, y) - <p(x- + y 2 ) = <Kx)t(y) 


era relagao as fungoes incognitas. 


4. Regra da cadeia e derivaqao das funqoes inversas 

4. Fungoes de fungoes (fungoes compostas). 

Acontece, muitas vezes, que uma fungao u das variaveis indepen- 
dentes x, y, e dada sob a forma 

u = /(£, v, • ■ •), 

em que os argument os £, rj, . . sao elcs mesmos fungoes de x e de y: 
£ = d>(x, y), v = y) 





X] REGRA DA CADE1A 473 

Neste caso, diremos que 

U = M, v, ■ ■ .) -J v), y), . . .] = F(x, y) 

e uma fungao composta de cc e y. 

Por exemplo, a fungao 

u — e £ -y(x + y) s 

pode ser escrita como fun?ao coiuposta, pelas relates 

u - e V = /(t, £ = x-y, rj - x + y. 

Do mcsmo motlo, a fungao 

u = log(x + 1) . arc cusV 4 - x- - y- 
pode ser expressa sob a forma 

u - t) arc cos £ = /(£, ?j); $ = Vd - 1* - y 2 , 77 = .Iog(z + 1). 

A fim de tornar este concerto mais preciso suporemos, de imcio, 
que as fungSes £ = <j>(x, y), 0 ? = y)> ... sao definidas numa certa 

regiao das variaveis independentes x, y. A qualquer ponto (x, y) de B, 
correspondera urn ponto (f, 17 , . . .) do espago, como coordenadas £, 
•q, .... A medida que 0 ponto (x, y) se deslocar sobre R, o ponto 
(£, 77, . . .) descrevera um certo con junto de valores. Admitiremos que 
o ponto (£, 7], . . .) permanega sempre no interior da regiao *S, para a 
qual /(£, v, . • ■) e definida. A fungao u=/ [<i>(x, y), ^(x, y), . . .] = F(x,y) 
sera, pois, definida na regiao R. 

Reportando-nos aos exemplos apresentados, achamos no priineiro que $ e 77 
sao definidas para qualquer valor de x , y e/U, jj) o e para quaisquer £, tj, de sorts 
que a regiao R escolhida pode sec tomada como sendo todo o piano xy. No segunda 
exemplo, entretanto, a regiao 5 e limitada pela desigualdade | $ | g 1, visto que, 
para J J ] > 1, a fungao arc cos £ nao e definida. Em segundo lugar, a regiao R e 
restringida pelas desigualdades x + 1 > 0 a + y ! ^ 4, ao passo que $ e tj nao 
sao definidos para outros valores. Em terceiro lugar, a regiao R deve ser limitada, 
alem disso, pela desigualdade 3 g ar + y 3 a fim de que o ponto de coordenadas £, rj 
possa cair era S; ou seja, a restricao | £ [ 2= 1 implica x~ + y 3 ^ 3. Logo, it con- 
siste da parte do circulo 3 g i 2 + y 3 S 4 que fica a direita da linha x = — !. 

0 seguinte teorema sobre fungoes compostas, 6 conseqiiencia ime- 
diata das definigoes: 

Quando a fungao u — f (£, y, . . .) for cont'mua em S e as fungoes 
£=c j>(x, y), v = /'(x, y), ... oforem em R a fungao composta u ~ F(x, y) 
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sera conlinua ein II. 0 leitor csta habilitado a demonstrar esta tese 
sozinho. 

2. Regra da cadeia. 

Yolteiuos, agora, nossa atengao para as bingoes compostas do tipo 
u — /(S> v, • ■■), em que S, v, ■ ■ ■ dependem da unica variavel x. 

S = n = i{x) 

Para tais fungoes temos o importante teorema conhecido cotno regra 
da cadeia-. 

Se afuncao u = f(£, v, . . .) tiver derimdas parciais de primeira or- 
dem, coniinuas em S, e suas fungoes £ = <£(x), q = \ p(x), . . . tiverem 
derimdas de primeira ordem coniinuas no inlervalo R, a S x ^ b, tere- 
mos u = f[^(x), ^(x), . . .] = F(x), a qual lera dsrivada conlinua em R, e 

F'(x) =j&'(x)+j vV '(x)+ .... 

0 segundo membro desta equagao e uma abreviagao de 

>A(x), . - .] 4>'(x) . 

A fim de simplificar a notagao, admitiremos que / e fungao dos 
Ires argumentos S, q, t- Designaremos por x 0 um ponto fixo arbitrario 
no intervalo a ^ por £ 0 , q 0 , fo os valores correspondentes de 
So = tffe)), vo = Hx 0 ), to = x(xo), e por £, q, f, os valores de <j>(x), $(x), 
x(x), correspondentes ao ponto variavel x = Xq + h. Escreveremos, era 
primeiro lugar, a identidade 

F(x) - F(xq) 

— /(£, V, t) “/(So, Vo, to) 

= [/(I, v, t) “/(So. v, f)l + [/(So. v, t) - /(So. vo, f)] 

+ I/(So, vo, t) - /(So, vt, to)]- 

Observamos, em cada colcliete do segundo membro, que somente uma 
das variaveis muda de valor. Logo, podemos apliear o teorema do va- 
lor medio das fungoes de uma so variavel a cada um dos colcbltes, 
obtendo 

m - f( X 0 ) 

“ (S- So )/{(S, V, t) + (v - Vo)M£o, v, f) + (t ~ to) fdto, Vo, ?), 
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em que £ esta situado entre e f, i) entre e i;, e f entre fo e f. A 
aplicagao do teorema do valor m6dio da 

£ - ?o = 0(z) - d*Oo) = (* - Zo) 0' fa), 

v~ Vo = '/'fa - vKzo) = (z - So) fa), 

f - fo = xfa - x(»o) = (* - Zo) x' fa), 

onde ,r 2 e z 3 ficam entre x 0 e x. Substituindo estes valores na ultima 
equagao e dividindo-a por x — x 0 , teremos 
F(x)-F(x 0 ) ._ 

X - £o 

= /{(E, V, f) <P' fa) + />i(£o, *?, f) >A'fa) + /K&J, - 50 , f) x'fa). 


Fagamos, agora, x tender para :c 0 . Gramas & eontinuidade de <£(x), \tfa 
e de xfa, as quantidades ijef tendem para £ 0 , t? 0 e fo, respectiva- 
inente, e, “a fortiori”, f, ij, e f devem fazer o mesmo. Do mesmo modo, 
■Ci, x 2 e r 3 tendem para ro. Como todas as fungoes do segundo membro 
sao continuas, teremos 



F'(x o) 


= /{(&> »?o, fo) </ffa>) 4 -/ij(£ o, J?o, Jo) >/' , (z o) 4-/j-(£o> %, To) x’fa)- 


ficando, assim, estabelecida a formula para F' (x). 

A eontinuidade de F’(x) decorre imediatamente da formula, visto 
que 4 > , ip' e x' sao continuas por hipotese e / { , /, e j\ sao fungoes con- 
l inuas. 

Este teorema pode ser ampliado para as fungoes compostas de duas 
ou mais variaveis, como segue: 

Se a fungao u = f(f, ij, . . .) liver derivadas parciais de primeira or- 
dem, continuas na regiao S, e se as fungoes £ = <£(x, y), 17 = 1 f(x, y), ... 
liverem derivadas parciais de primeira ordem, continuas em R, a fungao 
u = F(x, y) = f[o(x, y), \t(x, y), . . .] iera derivadas parciais de primeira 
ordem , continuas em R, e tais derivadas serao dadas pelas formulas 


Fx — fifx + fni’x + • • • » 

Fy = f$y + fnfy + • • ■ • 

Estas formulas sao, em geral, escritas, abreviadamente, como segue 


u x — x + Mi) 1 ?* + . . . , 

Uy = U^y + U,rjy ■ • ■ • 
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Para deduzi-las introduziremos, temporariaruente, a nof arao g(x ) = 
= 4>(z, yd), H*) = 'Pix, yd), ... eta que y 0 e um valor fixo de y. Da 
definieao das derivadas parciais deduziraos que if (x) — <pjx, y a ), 
ti(x) = P x (x. y 0 ), .... Do mesmo modo, se escrevermos H(x) — F(x, y 0 ), 
teremos H'(x) - F x {x,yd). Apliquemos o teorema que acabamos de 
demonstrar a fungao u = H{x) = /(£, y, . . .) = f[g(x), h{x), . 
vindo, entao, 

H'(x 0 ) ~ f(g'(xd) + fyh'(x 0 ) + ... . 

Voltaudo aos sfmbolos originals, teremos 

F x (Xo, Yo) “ f Oi yo) "P J yo) , 

A outra formula 6 demonstrada de maneira identica. 

Se quisermos calcular as derivadas de ordem mais elevada, bast a 
derivar novamente o segundo membro destas formulas em relagao a x 
e a y, considerando f ( , /„ ... como fungoes compos fas. Entao, para 
u = /(?, rt) = / [4>{x, y), i P(x, y)], vira 

=/f{^x 2 + 2 fto'bl'Px +/ot>/'x 2 d-fePzx + fvPxz , 

U X v ~ /f I'Px&y ~P f £>: \PxPy d~ ‘PyPx) ~P J vr; ’Px’Py ~ P f (4>ry “P J r.'Pzy, 

U-yy —fii<py 2 + 2 f + / OT 4>yy +f V 'Pyy 


3. Exemplos. 


( 1 ) 


1. a = e* "r'' 1 ", 

Faremos £ = s tg y, ti = y cos x, de sorte que f, = tg y, > 

cus 2 y 

- y sen x, ijj = cos x. Visto que e?+i, teremos tq = a, = e$+’? e 
u, = e x 11 r+,r 1 (tg y - y sen x), 


u ; « e 


iX U y *■ J c»* x 


h cos x ^) . 

Vcos-y y 


nor 


2. Um exemplo de funcao composta com uma linica variavel e apresentado 
u = = I’J =i(l, t;). 


oude firemos J = g(x) e y = h(x). Obteremos, imediatamente, 
du 

— — /{I 7 H~ /j? 7 ? 7 = ’?£’ ,-1 £ 7 = tf 1 log s- 7 ? 7 - 

ax 

= [p{s)l Ml> j^A(a:) + A 7 (x) log §{x)J . 

Ja tratamos um caso especial deste tipo, embora empregando um iuetodo artificial 
(pdg. 203). 

(') Saliontarcmos que at dcrivacoes qua segucm podem aer etetuadoa diretamente, sem o am- 
prekro da regra da cadefa. 



i 


j 



Um tipo particularmente importaate de fungoes compostas ocorre 
no processo de mudanga das variaveis independentes. Por exernplo, 
seja a fungao u = /(£, ij) de f, rj, as quais interpretaremos como coor- 
denadas retangulares no piano £ij. Se girarmos os eixos de um angulo 8, 
no piano dos $, 17, obteremos um novo sistema de coordenadas x, y, 
referido a ij, pelas equagoes: 


t ~ x cos 6 - y sen 8, ij = x sen 8 4- y cos 0, 

x — £ cos 8 + v sen 0, y — — £ sen 0 + 17 cos 9. 

A fungao u = /(£, tj) pode, entao, ser expressa em fungao das novas 
variaveis x, y, por: 

» = /( £, *?) = y). 

A regra da cadeia pcrmite escrever 

a x ~ Uf cos 8 + u, sen 0, u y =* - u f sen 0 -f iz, cos 0. 

Assim, as derivadas parciais sao transformadas pelas mesmas formu- 
las que as variaveis indepen dentes. Isto tambem se verifies no caso de 
rotagao dos eixos no espago. 

Outro tipo importante de mudanga de coordenadas e a passagem 
das retangulares, x, y, as polares, r, 8. Efetua-se esta mudanga por 
meio das equagoes 

x = r cos 0, y = r sen 0, 

y 

r = Vs 2 + y 2 , 0 = arc tg - . 

x 

Verificamos entao que para a fungao arbitraria u = f(x, y), com de- 
rivadas parciais de primeira ordem continuas, vira 

u = /(£, y) = /(r cos 0, r sen 0) = F(r, 0), 

x y sen 0 

Uj — 1 i r r x + u B d z ~ u r - ~ u B — = u, cos 6 - Ue , 

r r 2 r 

y , x „ . cos 0 

u y — u r r y + Ue8 y = u r - + us — — u r sen 0 -f ug 

r r 2 r 
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Dai oblemos a cquagao 

uj + u y - = u r - + i uo 2 , 

r~ 

que e muito empregada. 

Consideremos o caso geral do par de fungoes £ = 4 >(x, y), = y), 

ambas contmuas e possuindo derivadas contmuas na regiao R do pia- 
no xy. Estas equates dao um ponto £ = <t>(x, y), -q = ^(.r, y) do piano 
£77, correspondente a cada ponto (x, y) de R. Quando (x, v) perconc 
R, o ponto correspondente (£, t?) percorrera um determinado conjunto 
de valores S do piano £17. E posslvel, naturalmente, que di versos pon 
tos distintos ( x , y) dem os mesmos valores £, 17, assim como que a 
diversos pontos ( x , y) corresponda somente um ponto (£, 77). Admiti- 
remos que este caso nao se verif'ica, mas ao contrdrio, que a cada ponto 
()(£, tj) de S corresponda exatamente um unico ponto P(r, y) em ]!. 
Podemos, assim, considerar a correspondence sob outro ponto de 
vista, dizendo que Q corresponde a P , ou que P eorresponde a 0 . Estr 
ultimo ponto de vista pode ser enunciado como segue: a cada ponto 
(£, ?)) de 5 correspondent um x e um determinado y, a saber, as coordc- 
nadas de P, ou, em equates ha duas fungoes x — g( £, 17), y = /i(£, 77). 
definidas em S, as quais representam a correspondence inversa de 
£ = y), v = tA(m, y). 

Acontece, por \ezes, que as fungoes <?(£, 77), /i(f, 77) nao sao faceis 
de caleular, mesmo no caso de existirem efetivamente. Devemos, pois. 
procurar determinar as derivadas parciais g$, g„, kg, h v , diretamentc 
das derivadas parciais <f> x , <j> y , f x , \p y , sem caleular g e h. Para isto, 
observemos que se escolbermos qualquer ponto Q(£, 77), determinando 
0 seu ponto correspondente P[g(£, 77), A(f, tj)] em R, acbando, entao, 
o ponto 5 que corresponde a P, 0 qual e dado por <p[g{l 77), b(£, 77)]. 
'/'[(?(£, 1?) Hi 77)], teremos voltado ao ponto Q. Ou seja, as equagoos 
£ = d>[0(£. v)> Hi v)], V = ibil v). Hi v)] sao identidades em £ e 7?. 
Derivemos (l) agora ambos os membros das duas equagoes em relagao 
a £ e 77. Teremos 

1 = 4>t9i + <t>yh(, 0 = <j>, c g „ + 

0 = 'PzOi + fyht, 1 = $ z g v + f y h v 

( J ) Sc uma eciuagao cxprime relagSo de identidadc, a sua dcrivagao relati vain cote a tjualqucr 
variavel independeatc conduz a outra identidadc, como se deduz da dcfinigao. 



Exemplos 

1. Calcular as dcrivadas parciais de primeira ordena de 


(a)j = 


Vx 2 + y- -f- 2 xy cos z 


(c) j =*= a: 2 + y log(l 4- x- -f y 5 -p *')■ 
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Resolvendo este sistema de equates, vira 


'Py 

9n 


- <Py h _ tx r _ ^ 

- , n ( h v = — , 


I j 1 1 

I t « 

• r.j i 


I H! 


Vy ly Vx la: 

‘ o' " O' - v < “ ~D' 5 ' " O' 

onde representamos por D o determinante 

S|| 

dr dy 

D = £*)Jy - ZyVx = , 

6?7 0 TJ 

dx dy 

que admitimos ser diferente de zero. 

0 determinante D, denominado determinante funcional on jacobi- 
niano de (|, rj) em relagao a (x, y), ocorre com tanta freqiiencia que 
geraltnente se emprega um simbolo especial para o mesmo 

D - ^ 

d(x, y) 


Jit 


m i 

; 1 4 1 • 
1 tel: 


• i % l ■ 


(6) j = arc sen ■ 


(i d ) j = are Ig "Vx + yz. 




2. Calcular as derivadas de (a) / = x XI , ( b ) j ~ 


3. Deruonstrar que se j(x, y ) satisfizer a “equate de Laplace” 

S 2 j a 2 f 
— + — - 0, 
dx 2 ay- 


( x y \ 

— 7 — » ~T7 — ; ) 
x- + y- x 2 + y V 


4. Demonstrar que as Cungoes 
(a) fix, y) = log Vx- + y\ 


(D 9(x, y, z) = 

>x- + y + z 


(c) h(x, y, z, w) = — — — — — — 

x- -f- y* + z- + ur 


\ hi 


pi' 

tth- 


fi : 

5 1*4 j 
:1 n ‘<i 

:■ a <s a J 1 ■ 


111-:; 

ir 


HI! > 

ill I & 
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satisfazc.n as respectivas “equagoes de Laplace” 

(a) Jx, +Jy> = 0. (b) g, z + g„ + g„ = 0. 

(c) + h„ + h„ + h„ = 0 . 

5. Dada z — r" cos 8, onde red sao coordenadas polares, determinar I, e z, 
no ponto 8 - tt/4, r = 2. 

Exprimir z, e zb em fungao de z, e z,. 

6. A. fungao u(x, y ) transforma-se em f/(f, 17 ), fungao de | e de r,. fazendo-se 
£ = a + ax -f- (3v, jj = b — 0x + ay, oade a, b, a e d sao constantes e a 2 + (3 2 = 1. 
Demonstrar que 

L'jf Uy,f, - U^t)- — U n Uyy - It,, 2 , 

7. Estabelccer 0 determinants jacobiniano das seguintcs transform agoes: 

(a) £ = ax + by, t; = cx + dv, (b) r = Vz" -f y = , 6 — arctg 

x 

( c ) £ = x 5 , jj = y 2 . 

8 . Se z ■= z(u, »), y = y(u, s) e u = u(£, >;), demonstrar que 

d(x, y) _ c3(x, y) <3(u, v) 
d(Z, >)) 8 (n, 0 ) d(£, i)) 

9. Como corolario do exomplo anterior (n.° 8 ) inostrar que 

Six, y) _ 1 

d{u, v) dju, A 

<5(i, y) 

10. Com os dados do exemplo 9, determinar o jacobiniano das transformagoes 
inversas das do exemplo 7. 


5. Funqoes implicitas 

No estudo das funqoes de diversas variaveis, nao obtivemos, ate 
agora, relagoes analogas as fungoes inversas. Podemos considerar a 
fungao inversa de y — J(x) como a fungao obtida quando se resolve a 
equagao y - f(x) = 0 em relagao a x. Nesta segao procuraremos resol- 
ver as equagoes F(x, y) = 0 em relagao a x ou a y, de modo mats ge- 
ral, discutindo o comportamento das fungoes de diversas variaveis, 
de forma correspondents. 

Mesmo na geometria analitica elementar, as curvas sao freqtien- 
temente representadas, nao pelas equagoes y — f(x) ou x — 4>(y ), mas 
por uma equagao da forma F{x, y) = 0, compreendendo 1 e y, Por 
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exemplo, o eirculo, x 2 + y 2 - 1 = 0, a elipse, — + —-1=0, ea 

a 2 b 2 

lemniscata, ( x 2 + y 2 ) 3 - 2a 2 {x 2 — y 2 ) = 0. Para se obter y em fungao 
de x, oa x em fungao de y, 6 mister resolver-se a equagao em relagao 
a y ou a x. Diremos. entao, que a fungao y = f(x) cu x = <p(y), assim 
determinada, e definida, implicit amenie, pela equagao F{x, y) = 0, e 
que a solugao desta equagao nos da a fungao explicitamerde. Nos exem- 
pts que apresentamos acima e em muitos outros a solugao e viavel e 
as raizes sao obtidas explicitamente, em fungoes elementares. Em ou- 
Sros casos, porem, as solugoes podem ser expressas em fungao de se- 
ries infinitas ou de outros processos de limites, isto e, as solugoes 
y = /( x) ou x = 4>(y) podem ser tao aproximadas quanto desejarmos. 

Basearemos a nossa discussao sobre a fungao implfcita Fix, y)=0, 
em yez de recorrermos as solugoes exatas ou aproximadas da equagao, 
por ser mais conveniente sob muitos pontos de vista. 

A ideia de que toda a fungao F(x, y ) conduz a y = f(x) ou x = <j!>(y) 
contidas implicitamente em F(x, y) = 0 e erronea, e ate e facil apre- 
sentar exemplos de fungoes F(x, y) que, quando igualadas a zero, nao 
admitem solugoes compostas de fungoes de uma so variavel. Assim, 
por exemplo, a equagao x 2 y 2 = 0 e satisfeita pelo unico par de va- 
lores x = 0, y = 0, enquanto que x 2 + y 2 + 1 =0 nao se verifica para 
valor algum (real). E, portanto, necessario investigar Sste assunto mais 
detidamente, a fim de saber-se quando a equagao F(x, y) pode, efe- 
tivamente, ser resolvida, e quais as proprledades da sua solugao. Nao 
poderemos estudar estas particularidades, com os detalhes desejados, 
aqui, porem, apresentaremos as demonstragoes rigorosamente desen- 
volvidas no 2.° volume. Conteutar-nos-emos, por ora, com a interpre- 
tagao geometrica, a qual sugere os resultados desejados. 

1. Interpretacao geometrica de fungoes implfcitas. 

Representaremos a fungao u = F(x, y) por uma superficie num 
espago de tr£s dimensoes, a fim de discutirmos geometriuamenfce o 
problema que nos ocupa. Determinar os valores (x, y) que satisfazem 
a equagao F(x, y) = 0, e o mesmo que estabelecer os valores (x, y) que 
verificam as duas equagoes F(x, y) = u, u = 0; em outras palavras, 
visamos encontrar a intersegao da superficie a = F(x, y) com o piano 
u = 0, que e o proprio piano xy. Suporemos, entao, que dispomos de 
um ponto definido (,r Q , y 0 ) que satisfaz a equagao F{x o, yo) = 0; isto e. 
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no ponto (xq, yd), a superflcie u = F(x, y ) tem um ponto comum com 
o piano u — 0. (Se este ponto nao existir, nao havera intersegao e a 
equasao Fix, y) — 0 nao poderS. ser resolvida.) Se o piano tangente a 
superflcie a = F(x, y) no ponto (x 0 , yd) nao for horizontal, cortara o 
piano u = 0, segundo uma unica linha reta. A intuicao nos diz, entao, 
que a superflcie u = F( x, y), muito proxima do piano tangente, cor- 
tara, igualmente, o piano u = 0, segundo uma curva unica, perfeita- 
mente definida. A extensao de tal curva nao nos interessa. O piano 
tangente serd horizontal, se ambas as curvas u = F(x 0 , yd) eu = F{x,y) 
tiverem tangentes lineares horizontais no ponto (x 0 , yd)\ isto e, sc 
F x (x o v 0 ) -- 0 e F y (x 0 , yd) = 0. Assim, se tanto F x (x 0 , yd) =j= 0 on 
F y (xa, yd 4= 0, o piano tangente nao sera horizontal e, como acabamos 
de ver podemos esperar uma solugao da forma y — f(x) ou x = 4>{y). 

Se, por outro lado, tanto F x (x 0 , y 0 ), como F y (x 0 , y 0 ) tiverem o valor 
zero, isto nao constitui garantia da existencia ou da possibilidade dr 
solupao. 

Por exemplo, para F ■* I - VI - z~ — y~ a superflcie esferica correspondente. 
u — 1 - VI - x- ~ y ? - tem o ponto (0,0) comum com o piano rv. A.s derivadas par- 
ciais F,( 0, 0) e F s { 0, 0), sao ambas nulas, e verificamos que nenhuin outro ponto 
stem de (0, 0) satisfaz a equagao F = 0. Para a fungao F(x, y) = i y achamos que 
F( 0, 0) = 0, ao passo que ^,(0, 0) = F-,(0, 0) — 0. Neste caso, qualquer ponto. 
tanto do eixo dos x como do eixo dos y satisfaz a equagao F(x, y) = 0. Na vizi- 
nhanga da origem, nao teremos, portanto, uma unica solugao, x = <£(y) ou y ). 
Vemos, assim, que quando FJx c „ y 0 ) = F y (z 0 , y 0 ) ™ 0, nao ha certeza sobre a exis- 
tencia da solugao. 

Conseqiientemente, se retornarmos ao caso em que uma das deri- 
vadas parciais, — digamos F y (x 0 , yd), para objetivarmos, — e d if ere etc 
de zero, a sugestao grafica de que uma superflcie regular possa ser cor- 
tada por um piano nao-tangente segundo uma curva regular', leva-nos 
a admitir a veracidade do seguinte teorema: 

Se a fungao F(x, y) liver derivadas continuas F,e F y e se a equagao 
F(x<j, yd) — 0 for satisfeita no ponto (y 0 , x 0 ), ao passo que Fy(x 0l y 0 ) c 
diferente de zero, podemos marcar, em lorno do ponto (xo,y») um rel&n- 
gulo xi g x g x 2l yj ^ y ^ y» de tal modo que, para qualquer x do in - 
ierrnlo |x I x 2 , a equagao F(x, y) = 0 determine somenle um valor 
y = f(x) pertencenie ao dominio yi < y ? y 2 . Esta fungao y = f(x) satis- 
faz a equagao y 0 = f(x 0 ), enquanto que 

F[x, fix) ] = 0 
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e satisfeita por qualquer x do inlervalo. Alern disso, a fangao y = f(x) t 
contlnua e possui derivadas continuas. 

£ste teorema e passivel de demonstragao rigorosa, como veremos 
no 2.° volume. Aceitando-o, porem, como provado, e posslvel acrescen- 
tarmos o seguinte: 

A derivada da fungao y = f(x) e dada pela equagdo 

y' = /'(*) = -§. 

Fy 

Obtem-se este resultado, imediatainente, usando-se a regra da ca- 

deia, visto que -- F[x, J(x)] = F x ~ 4- = F x -j- F y f . Como, po- 

d x d;c ' dx 

rem, F[x, fx)] e ideuticamente aula, sua derivada tambein o sera; 
logo, F x + Fyf — 0, ficando assim estabelecida a formula. 

Considerando-se o segundo membro desta formula como uma fim- 
gao composta de x, e derivando-o de acordo com a regra da cadeia, 
substituindo y' por -FJF y , vira 

„ _ Fy( F IX 4 - F yx ?) - FAFry + F yy f) 

Ff 

F xx F y - - 2F IV F,F V 4 - F vy Ff 


Continuando o processo, poderemos calcular y' ' ' , y'"' , etc. 

Empregando est.a formula, podem-se cstabelecer, usualmente, as 
derivadas das fungoes implicitas muito mais facilmenle do que resol- 
vendo-as primeiro, para entao deriva-las. 

Por exemplo, para o circulo 

Fix, y) — Z' F y t - 1 =0 

F, x 

teremos y' = — . 

Fy y 

A verificaguo e facil. Resolvendo a equagao do circulo em fungao de y, obteremos 
duas solugSes, a saber, y — Vl - x' 2 e y = - Vl - z 2 , dando os semickculos supe- 
rior e inferior, respectivamente. Para o superior, teremoa 


enquanto que, para o inferior vira 


Vl - z 3 ’ 

i 

y/ = vn^’ 


de sorle que em qualquer caso, y' = 
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Apresentaremos, como outro exemplo, Fix. y) = e I ~ y -j-y - x = 0. Acharnos que 
FX l A, — H) - 0, enquanto que F v (i % - ! 4) = 2. A equagao tem. a-ssim, a solugao 
y — J(x). 0 calculo efetivo da fungao f{x) pode apresentar dificuldades. \ao obs- 
tante, temos 

, e*' r - l 

y “ ~ F, + 1 

Para que a fungao f(x) possa ter ura maximo ou am mfnimo. devemos ter y' = 0, 
isto e, e I+y -1 = 0, donde y = - x. Substituindo-se v = - x na equagao Fix, y) = 0, 
leremos 1 -2x = 0, donde, x = 'A. y = - \4. Se calcularmos J"(x) para x = y%, ve- 
rificaremos que ela e negativa, assim como - [Ro valor maximo de y. 

Este teorema sugere, imediatarnente, uma extensao as fungSes im- 
plicitas de maior numero de variaveis independentes: 

Seja F(x, y, . ... z, u) uma fungao canlinun das variaveis indepen- 
denles x, y, z, u, com derivadas parciais continuas, F x , F y , 

F z , F u . Seja, ainda , F(x„, y« z 0 , u 0 ) = 0 e F u (x 0 , y 0) . . . . z 0 , u Q ) ^ 0, 

para o sislema de valores (x 0 , yo^ ■ ■ , z n< 'io). Podemos , enlno, delerminar 
um inlermlo U| S u 5 o ; em lorno de u 0 . assim coma uma regiao R que 
cnnlcnha (x 0 , Yo, - - zj] de tal modo que a equagao F(x, v, . . ,, z, u) — 0 
seja salisfeila para qualquer (x, y. . z) de R, par um. unico valor de u 
do inlcrralojivado . Tal valor de u, que represen laremos por n = f(x, y, zl, 
e fungao contUiun de x, y, . . y, e possui derivadas parciais continuas 

fx, fy, . . fz, sen do 

= f(x 0 , Jo, • ■ • , *o). 

4s derivadas de f suo dadas pelas equagoes 

Ft + F u /z = 0, 

Ty F u jy — 0, 


4 - F u f t = 0 . 

A deraonstragao da existence e da continuidade de u e apresen- 
tada no 2.° volume, para onde, novamente, remetemos o leitor. As 
formulas para f zy , etc., decorrem iraediatamente da regra de cadeia. 

Incidentalmente, o conceit, o de fungao implicita nos capacita a dar 
uma dcfinigao geral do termo “fungao algebrica”. Dizemos que u = 
— f(x, y, . . . , z) e uma fungao algkbrica das variaveis independentes 
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6. Integrals multiples e repetid.as 
1. Integrals multiplas, 

Consideremos a fungao u = f(x, y), definida e continua no retan- 
gulo R(a Hkx Si 6, c Sy &d), que admite unicamente valores posi- 
tivos. Queremos atribuir um volume a porgao do espago tridimensional 
limitado pelo retangulo R t pela superficie u = f(x, y). pelos quatro 
pianos x — a, x = b, y = c, y — d, perpendiculares ao piano xy. Alem 
disso, o volume deve ser definido de modo a satisfazer certas condi- 
Coes elementares: (1) se a regiao tridimensional for um prisma, — isto 
e, se a fungao u for uma constante k, — o volume sera igual ao pro- 



duto da base pela altura. V — (h - a) (d - c)k ; (2) se dividirmos o re- 
langulo R em outros menores /?i e f? 2 , por meio de linhas retas, o vo- 
lume construldo sobre R deve ser igual ao volume construido sobre fl lP 
mais o correspondente a R 2 \ (3) se a regiao tridimensional Ri conti- 
ver R 2 inteiramente, o volume de R ^ sera, no minimo, igual ao de R 2 . 

Estas consideragoes conduzem-nos a um metodo para definir V, o 
qual e, apenas, uma extensao do metodo para definir as areas ja apre- 
sentado no cap. II (pags. 77 e seg.). Tragando linhas paralelas aos 
lados, subdividremos o retSngulo R nos retangulos menores R } , R 2 , . . . , 
R n , cujas areas representaremos por Af?i, A R 2 , .... A /?„. Em cada um 
dos retangulos Rj a fungao tem um valor extremo inferior, e um 
superior, M;. Portanto, um prisma de base Rj e altura M, abrange 
inteiramente a porgao do volume citado acima de R ao passo que 
esta porgao de volume contem o prisma de base Rj e altura m- s (fig. 7). 


WpaRPnsa 
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Veraos, assim, que o volume da porgao de que estamos nos ocupando 
fica entre m ; -jR; e M } TR r 0 volume total, portanto, sera tal que 


i 


n 


n 


2 rrijkRj SPSS MjARj. 
-] y-i 


Suponhamos, agora, que o numero n de retangulos cresce aletn de 
qualquer limite, de sorte que o comprimento da maior diagonal tenda 
para zero. A intuigao leva-nos a esperar que as duas somas ’Smj&Rj 
e ZMj&Rj sejam ainbas convergentes, tendendo para omesnao limite. 
Ta) limite sera, portanto, denominado o volume V. 

0 leitor por certo observou que efetuamos uma generalizagao ime- 
'liata da discussao do cap. II (pag. 78). Como naquela ocasiao, cha- 
maretnos o limite coimmi das duas somas Smyfi/e 2 MjRj, a inlegral 
■la fangao u = f(x, y) sobre o retangulo R, representando-a pelo simbolo 


fix, y ) dr. 


E claro que, se em cada retangulo Ft j escolhermos um ponto (£;, Tjf, 
determinando o valor correspondente da fungao/(£y, ijy), a relagao limite 


lim 2 j(£j, yj)ARj - 



fix, y ) dr 


devera se verificar, visto a soma 2/(£y, rifARj se achar entre '2m.jA.Rj 
e 2 M t &Rj, as quais se aproximam da integraL como limites. 

Como metodo particular da subdivisao de Ft em retangulos meno- 
res, podemos dividir o lado alilftemn intervalos de comprimento 
Ax = (b - a)/n, e o lado cl y I <Z em m intervalos de comprimento 
Ay - (d - c)/m, tirando entao paralelas aos eixos pelos pontos de di- 
visno marcados. A area de cada retSngulo Rj sera, assim, A Rj = AxAy. 
Escolhendo um ponto arbitrario (|y, 17 y) em cada retangulo Rj, forma- 
remos a soma 

2, ■/(£;> Vj)ARj = 2y/(|y, r,f)AxAy. 


Quando n e m crescerem sero limitagao, esta soma aproximar-se-a da 
integral como limite. 0 tipo ds subdivisao ernpregado sugere uma on- 
tra notaqao para a integral, a qual se usa, correntemente, desde o tem- 
po de Leibnitz, a saber, 



fix, y) dx dy. 
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A demonstragao da existencia deste limlte, no caso de u = fix , y) ser 
continua, pode ser feita de acordo com a exposigao apresentada no 
apendice do capituio II fpags. 731 e segs.). Devemos, porem, admitir. 
mesmo sem demonstragao, o seguinte enunciado mais pratico: 

Se a fungao f(x, y) for conlinua, excelo ao longo de am numero finite 
de curvas regulares 111 y = f(x) ou x = <£(y) nas quais f(x, y) apresenta 
sallos de desconiinuidade, a inlegral dupla 



fix, y) dr 


ex isle. 

A demonstragao deste teorema fica transferida para o 2.° volume. 
Ela se baseia, essencialmente, era que, quando o numero de retangulos 
cresce, a area total, tendo pontos comuns com as curvas de desconti- 
nuidade, tende para zero. Assim, embora M/ e m, possam diferir con- 
sideravelmente para os retangulos, eles dao lugar a uma pequena di- 
ferenga entre as somas 7.M,hRj e S mjARj. 

Com esta hipotese, podemos determinar a area da superficie a - 
— /(®i y) para a qual (x, y) percorre a regiao R , mais ou menos compli- 
cada. Admitamos, pois, que esta regiao R seja delimitada por um nu- 
mero finito de curvas x = <j>{ y) ou y = ^(x) com derivadas continuas, 
e que f(x, y) seja continua em R. Fechamos R qo retangulo R' , e uos 
pontos de R' que nao pertencem a R, damos a fix, y) o valor 0. Faze- 


mos, entao, a integral 



f{x, y) dr, tomada na regiao R' , represen- 


tar o volume sob a superficie u = fix, y), quando (x, y) estiver em R. 
Representa-se, geralmente, esta integral por ff fix, y) dr. 


Alguns teoremas simples, porem importantes, decorrem da defi- 
nigao acima. Contentar-nos-emos em enunciar tais teoretnas, visto o 
leitor poder demonstra-los sem dificuldade. 

Se f(x, y) e g(x, y) forem inlegraveis sobre am relangulo, o mesmo 
aconlecera com f ± g e com cf, sendo c uma conslanle : 


!L 


[f(x, y) ± g(x, y)] dr 


fl ^ X ’ ^ ^ ± ff a( ~ X ’ ^ dr ’ 


jj cf(x , y) dr = cJJ fix, y) dr. 


0 ) Por curvas re^ulares desigDamos, como BDteriorooente, curvas com derivadas continuas. 




2. Redugao das integrals duplas a integrals simples repetidas. 


Obtivemos a definigao das Integrals duplas, com sua interpretagao 
fomo volume, e com as inumeras possibilidades de utilizagao que a 
nossa experiencia com as integrals simples sugere. Mao dispomos, po- 
rem, ate agora, da am metodo para calcula-las. Nesta segao veremos 
coroo e possivel avaliar estas integrals, reduzindo o seu calculo ao de 
duas integrals simples. 

Suporemos que u ~ f(x, y) e uma fungao defiuida e continua no 
retangulo R, a ^ x Si 6. c ^ y ^ d. Tomando-se um valor qualquer xq 
do intervalo a S x g b, a fungao f(x 0 , y) sera uma fungao continua do 
resto variavel y. Logo, a integral 



fix o, y ) dy 


existe, podendo ser calculada pelos metodos apresentados nos capita- 
ios anteriores. Esta integral tem um valor definido para cada valor 
de x 0 que escolhernnos. Em outras palavras, a integral sera uma fungao 
i>(x 0 ) da quantidade r 0 ; 



fix, y) dy = 4(x). 


Por exemplo, seja u = f(x, y) = x 2 y 3 , 0 S x 5= 1, 0 S y S 3. A in- 
tegral f ary 3 dy podera ser calculada para cada valor fixo de x no in- 


tervalo 0 S x S 1, valendo, efetivamente, — x z , ou seja, uma fungao 

4 


de x. Por outro lado, se fix, y) = e zy , 1 S 2 S 2, 1 $ y i 4, teremos 



Tendo determinado, assim, a fungao rp{x), podemos demonstrar a 
sua continuidade, a qual 6 simples conseqiiencia da continuidade uni- 
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forme de /(r, v). E. portanto, possfvel integrar entre os limites 
a e 6, obteodo-se a “integral repetida” 

J <j>(x) dx = f j J f{x, v) dyj dx. 

[nvertendo-se a ordem do processo, isto e, calculando-se primeiro a 
fungao de y definida por J fix. y) dx. e depois integrandose de c a 
d, obtem-se a outra integral repetida 

/''rfVy)*] 

J —J 1 J 


dv. 


Estas integrals, como vimos, sao obtidas pela dupla aplicagao dot 
metodos ordinarios de integragao simples, os quais ja foram expostos 
nos capitulos anteriores. A sua importancia reside no seguinte: 

Para fungoes cont’maas f(x, y), e para fungoes f(x, y) que apresenlem , 
no mdximo, sallos de desconlinuidade nwn numero finito de curvas regu- 
lars, as integrals repelidas sao iguais as integrals duplas: 



r* r r d 1 

f{x, y) dr ~ j j J f(x, y) dy dx. 



fix, y) dx 



Contentar-nos-emos com a discussao intuitiva do caso em que 
fix, y) for contlnua. Na discussao original da integral dupla, conside- 
rada como o volume do retangulo de base aSjSJ, c i y S d, sob 
a superffcie u = fix, y), obtivemos este volume, subdividindo o solido 
em prismas verticais e fazendo com que as diagonais das bases se 
aproximassem de zero. Podemos, tambem. em vez disso, dividir o so- 
lido em fatias de largura k — (d - c)ln. tragando as linbas y = c + »k 
(v = 0, 1, . . ., n) paralelas ao eixo dos x, e fazendo passar um piano 
perpendicular ao dos xy, em cada uma destas linhas (fig. 8). Tais 
pianos dividem o solido em n fatias. as quais se tornam cada vez mais 
delgadas, a medida que n cresce, e cujo volume total e igual a integral 
dupla. Vemos, pois, que o volume de cada fatia e aproximadamente 
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3. Exemplos e observagoes. 


AJguns exemplos mostrarao oouio se emprega §ste teorema na avaliagao das 
integrals duplas. A Fung3o u = f{x, y) = x 3 y, OSigl, 0gy5 2, da 

ff/ y dr = IX J X y dy ) dx= J l G xv I o) 

r l i I 1 i 

= / 2z 3 dx = - x*', = - . 

Jo 2 !o 2 

O exemplo acima pertence a uma classe geral de fungoes cuja inte- 
gragao e simplificada pelo seguinte teorema: 

Se a funcao u = f(x, y), a^xlb, d, puder ser represen- 

iada pelo produto de uma funcao sdmente de x por oalra fungao somenle 
de y, 

fix, y) = HxWiy)' 

a integral dupla de f sera o produto de duas integrals simples : 

<l>(x) dx »/: f(y) dy j . 

Isto se verifica porque. fazeudo-se a integragao em relagao a y, a 
fungao <p(x) pode ser cousiderada conao constante e colocada antes do 

sinal da integral, enquanto que, integrando-se em relagao ax. d / (y)dy 


sera constante. Logo, 


m 


<i /' 6 r r d 

<l>(x)\ p{y)dy \dx=j \ d>(x) I \p(y)dy\dx 


- '/>)*] [f‘*u> 


dx 


A fungao u = sen [x + y), OSiS jr/2, OSyS *72, nos da: 
fj sen (x + y)dr = J £ J sen(x + y) dy j dx 

-j: r - cos + cos x j dx = J (sen x + cos x) dx 

| 

= ( - cos x -|- sen x) \ =1 + 1=2. 

lo 

Calculemos de novo o volume V do prisma vertical cuja base, no piano xy, 
e iimitada pelos eixos coordenados e pela linha i + y = 1, e que fica abaixo do 
piano u = 2r + 3y. Em primeiro lugar estendamos, a fungao u — fix, y) ao qua- 
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drado OSiSl, flgygl, igualando-a a 0, do lado de fora do triangulo (a base 
do prisma). Entao, para cada valor de x contido no intervalo, a fungao j(x, y) sera 
diferente de zero sdmente para 0iy|l-z. Logo, 

f J(x, y) dy = f j(x, y) dy = f (2.x + 3y) dy 
J 0 J 0 Jo 

3 13 

* 2x(l ~ H — (1 - x) 2 — — x 2 ~ x — , 

2 2 2 

' r - If a M y) dr ~ Si (- \* ' ~ x + D * " l ■ 

0 artiflcio empregado e passive! de extensao a qualquer fungao 
u ~ fi x -. J ) definida na regiao R e limitada, por cima e por baixo, pelas 
curvas y — fix) e y — fix). Imaginemos que R seja definida pelas de- 
sigualdades a g b, 4>{x) Iky ^kfix). Marquemos o retangulo R' , 
a gj; g £>, c ^ y 5 d, contendo R completamente, e do lado de fora 
de R fagamos / = 0. Teremos 

/v r *(*) 

fit, v) dy = / fix, y) dy 

C J tf>(x) 

para qualquer valor de x no iatervalo a ^x ^b, de sorte que 

JJ Kx\ v) dr = Jj f(x, y) dr =j £ fix, y) </yj dx 

/ ■b r r m*) -i 

/ jV, y ) dy dx. 

a L J <d>(x) -I 

x 2 y 2 u z 

Para acharmos o volume do elipsoide — + - — [ — -—1 = 0, notemos que A V 

a 2 b 2 c 2 

6 o volume de u ~ j(x, y) = c 1/ 1 — — - , sendo a fungao fix, y) definida so- 

V a- b 2 

mente no interior da elipse 

— -f — g 1, ou -bl/ 1-—, -agz^a. 

a 2 b 2 V a 2 X a 3 

Calcalando a integral repetida, teremos, primeirainente, 

r b r b VJ --x-ta 2 f ~i L? 

ji*,y)dy~ c]/ I-*--?- dy 

J ~b ./-Ml-* 2 /* 3 V a- b- 

1 / bx 2 \ y , cy f y 2 + b VI-' 3 /* 1 

2 V a 2 x Vi 2 -6 2 x'/a- 2 p a~ 6- -6 V l-z-va- 

C / bx 2 \ J ^ C7T /\ x 2 \ 
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Prosseguindo com a integracao, vira 
»b 


\ v ~rs fj [x ’ y) dy i dx= /“ i o - <?) * = j b o - &) ii 

T /4 X 2 IT 
= - cb ( - a I = — abc , 

2 V3 J 3 


lie mode que 


V »= - irate, 
3 


4. Coordenadas polares. 

Na definigao da integral dupla, a subdivisao em retSngulos foi es- 
rolhida, naturalmente, por ser a mais conveniente em relagao as co- 
ordenadas retangulares. Como sabemos, porem, ha muitas aplicagoes 
oas quais as coordenadas polares sao mais adequadas do que as re- 
langulares. Considerando-se a fungao J(p, <j>) em que p e $ sao as co- 
ordenadas polares, a subdivisao mais conveniente nao sera em retan- 
gulos, mas sim em regioes limitadas per arcos de clrculo p = constante 
i; raio <#> = constante. Suponhamos, entao, que a fungao /(p, d>) e defi- 
nida naregiao R, determinada pelas desigualdades a S p § b, a ^ 

4>) for definida originariamente numa regiao R r , nao deste ti- 
po, incluiremos R' numa regiao R, maior, da forma desejada, e fare- 
mos /(p, 0) = 0, fora de R 1 .) Como anteriormente (pag. 486) introdu- 
ziremos os pontos de subdivisao po = a, pi, p 2 , ...,p n — b, (j> 0 —oc, 

4>«, . . . , 4> m = (3, tragando os correspoudentes raios e arcos de cir- 
culo, dividindo, assim, R nas regioes Rij de area A Em cada R { j 
escolberemos um ponto (p tJ -, <&,) e faremos a soma 2/(p 0 -, 0 ;j )A R^, 
deixando, entao, men crescerem sem limite. A soma tendera, nova- 
inente, para o volume correspondents ^ superficie u — f(p, <t>), podendo 
ser representado pela integral 

JJ r f{p, <t>) dr. 

Ate aqui, nada de essencialmente novo. 0 importante e saber como 
calcular estas integrals, red uzin do-os a integrals repetidas ou a inte- 
grals em fungao de coordenadas retangulares. Para isto, tracemos um 
par de eixos retangulares num novo piano, o piano ptj>, chamando os 
eixos assim tragados, eixo dos p e eixo dos <j>, respectivamente. Mar- 
camos um ponto no piano p<t> com as coordenadas retangulares, p, <j>, 
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eorreapondente ao ponto de R com as coordenadas polares p, <p. Assini, 
a regiao R, a ^ p Sb, at sera representada no piano p<j> pef> 

retangulo R' , a 2s p g 6, e cada uma das regioes parciaE 

Rij, Pi-i Ss p = Pi, d>j-i = 4> = 4>j, pelos pequenos retangulos Rij. Eu- 
tretanto, a area A RJ do retangulo R-J nao e a mesma area AR U - de 
Rij. A relagao existente entre elas e estabelecida com facilidade. A 
area Ai?,-/ e simplesmente (4>j - ( Pi ~ Pi- i), ao passo que a area 

A R i} - e dada pela formula 

A Rij - 3 i(<t>j - 4>j-\) (p. 2 - Pi-1 2 ) 

— M(pf -f- Pi-i) (d>j - 4>j- 1) (pi - p;-i) = }4(pi + Pi-i)ARjj . 

Escolhamos, agora, em cada regiao Rij o ponto pi — J4 (p t + Pi-i), 
4>j = y> (4>j + 4>j- 1 )- Teremos, por definigao, 

f f Ap, 0) dr = lim 2 /fe, <t>j)ARij. 


Alas, 2 /(p;, ARj = 2 /fo, , 

sendo a ultima expressao, justamente, a soma formada na definigao da 
integral dupla da fungao /(p, 0)p, sobre o retangulo R ' , no piano p$. 
Logo, & medida que a largura da subdivisao diminuir, a soma apro- 
ximar-se-a da integral, e 

JJ /(p. 0) dr — Jj ^ /(p, 0)p dr' = J'J’ J(p , 0)p dp d<j> 

-m. /(p, 0)p d^J dp = /: [/: J’(p, 0)p dpj d<f>. 

Como exemplo, calcuiemos o volume V da osfeia de raio a. O hemisferio supe- 
rior sera dado pela equa$ao u = Va 2 - p 2 , 0 i p | 2r. Assiro, 

l r -CO?^ ?fd d *" - 1 - 1 (o * - P ^ 

1 /•2ir 2ira 3 

- 3 -/. “■* - ” 3 -’ 


de sorte que V ~ ~ it a 3 . 

3 
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5. Calculo de 


/: 


e~ z ' dx. 


As fdmulas da subsegao precedente habilitam-nos a calcular a area sob a curva 
j3Ci I 1 -»< !E <o, que ocorre freqiientemente na teoria das probabilidades . 
Esta integragao e especialmente interessante, visto podermos avaliar a integral 
definida entre - <» e ® de uma fungao da qual nao e possivel determinar, nem 
uraa fungao primitiva, nem a integral indefinida. 

Consideremos, em primeiro lugar, a integral /« da/ungao er(x'H-y~) = e-p- sobre 
o elrculo 0 £ p a. Ela e dada por 


h= L (fo^ pdp ) d ^fo = 


0 quadrado - align, - a | y | a, contem o circulo 0 ^ p 51 a, sendo contido, 
por sua vez, no circulo 0 51 p 5( 2a, e o integrando erx—y 3 e positivo em qualquer 
posigao; logo, 


jr( 1 — e~ a -) = h g J J e-*—y 2 dy ^ dx £ h. = ?r(l — e _4a2 ). 


A integral pode ser escrita sob a forma 

Sir" ( Sir dy ) ^ ~ ( Sir *) '■ 

^ J ° e-*= dx^) S ir(l - e-***). 


logo 


tt( 1 - 5 


Se dcixarmos, agora, a crescer sem limite. teremos a equagao 



e -x 3 dx = Vi 


(lea ado, assirn, calculada a integral proposta. 


6. Momento e centro de massa. Momentos de indreia. 

No cap. V, § 2 (pag. 283) vimos que o momento cle urn sistema de 
pontos Pi,P 2 , • ■ • ,Pn, tendopor coordenadas (xj, ji), (x 2 ,y 2 ), (x n ,y n ) 

n 

e massas m u m 2 , .... m n , em relagao ao eixo dos x, 6 dado por 2 
e que a ordenada do seu centro de massa e fornecida pela equagao 

1 n n 

i) — — 2 m v y P , onde M = 2 m,-, 

= 1 T— i 

com expressoes analogas para o momento em relagao ao eixo dos y, e 
para a abscissa do centro de massa. Estenderemos, agora, estas con- 
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sideragoes as massas distribuidas uniform emente na regiao R. Supo- 
remos que a massa esta distribuida com a densidade 1 era tdda a regiao 
R, isto e, que cada porgao de R com a area Aft tenha, tambem, a rnas- 
sa A R. A massa total M de R sera, pois, igual a area de R, 




Dividamos R em porgoes Ri, . . R n com areas A R x , . . AR n e, numa 
certa porgao R v fixemos urn pouto (£„, tj„). Se imaginarmos que a massa 
total de AjR„ da porgao R v esta concentrada no ponto (£„, ij„), o momento 
do sistema resultante de pontos em relagao ao eixo dos x sera 2 tj v A R„ 
sendo a ordenada do centro de gravidade 

’Srj„AR v 2tj,A/? v 
2A R~ M 

Fazendo-se n-*», enquanto o didmetro da maior R tende para 0, as 
somas acima tenderao para as integrais 

T ff d 

T - = Jjj dr ’ V = M 

respectivamente. Estas expressoes serao tomadas como as definigoes do 
momento T x de R em relagao ao eixo x, e da ordenada rj do seu centro 
de massa. Da mesma forma, o momento em relagao ao eixo dos y e a 
abscissa £ do centro de massa, sao dados, respectivamente, por 

f f x dr 

T y ^J'J' xdr, £ = - — — , onde M — Jj dr. 

Por exemplo, o momento do semicirculo R, - p S x 5 p, 0 S y Sj Vp 2 - j J , 
em relagao ao eixo dos x, sera: 


area R — - irft' 1 , 
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Partindo da definigao do momenta de inercia 7* de um sistema de 
particulas, 

I x - 'Zm r y, z , 

e empregando raciocmio semelhante, obteremos a expressao do momen- 
ta de inercia da regiao R em relagao ao eixo dos x: 

7 * -ffs*- 

c, da mesma forma, teremos o momenta de inercia em relagao ao eixo 
dos y. 



Formulas analog as sao estabelecidas para regioes tridimensionais 7?; 
as coordenadas £, r?, f, do centro de massa serao dadas por 

_ffL xdr Iff*?* _ IJL :dr 

f M ’ v M ’ f M ' 


onde M = 



1 dr — volume de R. Para estabelecermos os momentos 


de inercia I x , 7 y , I. de R em relagao aos eixos dos x, y, z, respectiva- 
rnente, lembraremos que a distancia do ponto (x, y, z ) ao eixo dos x, 
4 Vy 2 + z 2 ; logo, para o sistema de particulas, o momento de inercia, 
em relagao ao eixo dos x sera 2m„V(y„ 2 + z 2 f — 2 m v (y 2 4- z 2 ). Divi- 
dindo R em sub-regioes e passando ao lirnite como o fizemos anterior- 
niente, teremos a formula 


Semelhantemente, 


h = fffjy 2 + dr - 

fy = fffy+z 2 )dr. 


Assim, o momento de inercia do cubo, —h^x^h, ~ h zZ y zZ h, — h S - zZ h 
em relasao ao eixo dos x, 6: 

■ X" Uj h ‘’ + y> *] 41 -/I 2 ' 1 O’'* + s *0 * 


4 Ji 

— (x 3 /i + xh 3 ) 


h 4 h 16 

= — (4 h*) = — h f . 
-A 3 3 
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A importancia do momento de inercia, como ja observamos no 
capjtulo V (pag. 286), reside em que ele desempenha, no inovimento 
rotativo, o mestno papel que a massa no movimento de translagao. 
Por exemplo, se a regiao R girar em torno do eixo dos x com a veloci- 
dade angular a>, a sua energia cinetica seri Yzl x ai 2 . Esta, porem, nao 
e a unica aplicagao do conceito de momento de inercia; §le e iguaJmente 
importante, por exemplo, no calculo das estruturas, em que se esta- 
beleceu que a resisteincia das vigas de um determinado material e pro- 
porcional ao momento de inercia da segao transversal em relagao a 
uma linba que passe pelo seu cectro de massa. 0 leitor encontrara 
amplos detalhes sobre cste assunto em qualquer tratado de resisten- 
da dos materiais. 



7, Outras aplicagoes. 


0 leitor por certo nao tera imaginado que as aplicagoes que temos 
apresentado tenliam esgotado as possibilidades da integral dupla. Por 
exemplo, nao demonstramos o importante teorema que afirma que a 
area A da super ficie 2 = J[x, y), em que ( x , y ) esta em R, 6 dada pela 
i ntegral 

desde que — e — - sejam continuas. Deixamos igualmente de lado mui- 
dx dy 

tos outros aspectos interessantes, os quais serao desen volvidos no 2.° 
volume, visto nao se situarem entre as finalidades do presente volume, 

Exemplos 

1. Efetuar as seguintes integrates: 


M 

(b) 

(c) 

(d) 


/:/: 

/:/; 


xy {x- - y-)dy dx. 

FT 

cos ( x + y)dy dx. 

fe fZ 1 
/ / — dy dx. 

J 1 J 1 xy 

fa fb 

I I xe IS dy dx. 

J 0 J 0 


ui ’ ' 
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(e) fj« r y- dydx. 
r 2 /’ 2-2 

U) J o J Q y 

2. Calcular o volume compreendido entre o piano dos iy e o paraboloid? 
x ~ 2 - x 2 -y 2 . 

3. Aehar o volume comum aos dois cilindros x 2 + z- = 1 e y 2 -(- — 1. 

4. Acbar, pela integragao, a menor das duas porgoes em que am piano eorta 
a esfera de raio r, sendo h « r) a distancia perpendicular ao centro. 

5. Determinar a drea, o centro de gravidade, os momentos em relagao aos eixos 
dos x e dos y, assim como os momentos de ioercia em relagao aos mesmos eixos, 
das seguintes figuras: 

(a) semieirculo 0 g y g Vr 2 - z 2 ; 

(i b ) retangulo 0 g z g a, 0 g i g 6; 

(c) retangulo -<zga:ga > --dgyg&; 

(d) elipse | y | g b j/ 1 - 

(e) triangulo de vertices (0, 0), (a, 0), (0, 6). 

6. Achar o volume, o centro de gravidade e os momentos de inerc’a em relagao 
aos eixos dos x, y e z, das seguintes figuras: 

(a) paralelepfpedo 0 g x g a, 0 g y g 6, 0 g z g c; 

(£>) hemisferio 0 g z g Va 2 - x 2 - y 2 ; 

(c) prisma tdangular de vertices (0, 0, 0), (a, 0, 0), (0, b, 0), (.0, 0, c). 



CAPITtnLO Xf 



equacOes diferenciais para os tipos mais simples 

DE VIBRACOES 

Ja deparamos, em diversas oportunidades, com equagoes diferen- 
ciais, isto e, com equagoes por meio das quais devemos determinar 
uma fungao incognita e que envoi vein, nao somente a propria fungao, 
mas, tambem, as suas derivadas. 

0 problema mais simples deste tipo consiste no calculo da integral 
indefinida de uma dada fungao fix). Este problema exige a determi- 
nagao de uma fungao y = F(x) que satisfaga a equagao diferencial 
y' ~f{x) = 0. Ja resolvemos um problema deste tipo no cap. Ill, § 7 
(p&g. 178), onde mostramos que uma equagao da forma y' = ay e sa- 
tisfeita pela fungao exponencial y = ce ax . Como vimos no cap. V 
(pag. 294), as cquagoes diferenciais surgem com os problemas da me- 
canica e, na verdade, muitos ramos da matematica pura, e quase to- 
da a matematica aplicada dependent destas equagoes. Neste capitulo, 
estudareinos as equagoes difereuciais dos tipos mais simples de vibra- 
goes, sem nos aprofundarmos na teoria geral. Estas aplicagoes nao 
apresentam, apenas, valor teorico, mas sao, tambem, muito importan- 
tes na matematica aplicada. 

E conveniente ter presente no espirito as seguintes ideias gerais e 
definigoes. SoliiQao de uma equagao diferencial e uma fungao que, 
substitufda na relagao original, a satisfaz para qualquer valor da va- 
riavel independente considerada. A expressao integral e usada, muitas 
vezes, em Iugar de solacao: primeiramente porque o problema consiste, 
mais ou menos, numa generalizagao da integragao comum; depois, por- 
que acontece, freqiientemente, que a solugao seja encontrada, de fato, 
por integragao. 

SOI 
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1, Problemas SOBBE VIBRAQOES EM MECANICA E EM FISICA 


1. Vibragoes mec&mcas simples. 


0 tipo mais simples de vibragoes mecanicas ja foi estudado no 
cap. V, § 4 (pag. 295). Consideramos, naquela ocasiao, uma parti- 
cula de massa M que se movia iivremente sobre o eixo dos x eque vol- 
tava a posigao inicial, x — 0, por uma forga elastica. A grandeza desta 
forga era proporcional ao deslocamento x ; efetivamente, igualamo-Ia a 
- kx, sendo k uma constante positiva, e significando o sinal negative 
que a forga e sempre dirigida para a origem. Imaginemos agora que 
existe, tambem, uma forga de atrito proporcional a velocidade da par- 
tieula, dxjdt = x, e oposta a mesma. Esta forga sera dada por uma 
expressao da forma — rx, com uma constante positiva de atrito r. Fi- 
nalmente, admitiremos que a particula sofra a agao de uma forga ex- 
terna, a qual sera uma fungao f(t ) do tempo i. Pela lei fundamental 
de Newton, o produto da massa m pela aceleragao x deve ser igual a 
forga total, isto e, a forga elastica, mais o atrito e mais a forga externa. 
A equagao 

mx + rx + kx — J{t) 


exprime o que acabamos de dizer. 

Esta equagao determina o movimento da particula. Se recordarmos 
os exempios que ja vimos, de equagoes diferenciais, como a integragao 


dx 

de x — — = /(f), com a sua solugao 
dt 




/(0 dt + c, ou a solugao 


da equagao diferencial particular mx + kx = 0 (pag. 296), veremos 
que tais problemas tem um numero infinito de solugoes diferentes. 
No caso presente, tambem, verificaremos que M um numero infinite 
de solugoes, expressas da seguinte maneira. E possfvel encontrar-se a 
soluedo geral ou a integral completa x{l) da equagao diferencial, depen- 
dendo nao so da variavel independents t, como tamb6m dos dois pa- 
r&metros Ci e c%, denominados conslanles de integraQdo. Se atribuirmos 
valores especiais a estas constantes, obteremos uma solugao particular 
e cada solugao e determinada, dando-se valores especiais a estas cons- 
tantes. A integral completa representa, portanto, a totalidade das so- 
lugoes particulai’es. 
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Este fato-e facilmente compreensivel (veja, tarabem, o cap. V, § 4,pag. 298). 
Nao podemos esperar, alias, que a equagao diferencial, sczinha, sejacapaz de de- 
terminar completamente o movimento. Ao contrario, e plausivel que hum dado 
instante, digamos, no tempo t = 0, possamos estabelecer a posigao i(0) = 3*0 e a 
velocida'de f( 0) = z 0 iniciais (abreviadamente, o esiado initial ), arbitraiiaroente. 
Ein outras palavras, podemos fazer a particula partir de qualquer posigao inicial, 
com a velocidade que quisermos, no tempo t — 0. Feito isto,. podemos esperar que 
0 resto do movimento fique definitivamente deterrninado. Na solugao geral, as 
duas constantes arbitrarias c, e c 2 sao suficientes para que possamos esoolber a 
solugao particular que preenche as condigoes iniciais. Na segao seguinte (pag. 300) 
■veremos que so ba urn meio de faze-lo. ' _ , 

Se nao liouver forga externa, isto e, se J(l) = 0, o movimento e 
denomiuaclo movimento Here. A equagao diferencial e, ealao, chamada 
homogenea, Se f(t) nao for igual a zero para todos os valores de t , o 
movimento sera forcado e a sua equagao diferencial nao-homogenea. O 
t^rmo /(0 d designado, ocasionalmente, por forga perlurbadora. 


2. Oscilagoes eletricas. 

Um sistema mecanico 00 m a. simplicidade do tipo que foi descrito, 
so pode ser realizado aproximadamente. Uma tal aproximagao e re- 
presentada pelo pendulo, desde que as suas oscilagoes sejam pequenas. 
As oscilagoes da agulha magnetica, as do diafragma 
central dos telefones ou microfones e outras vibra- ' jf,, 
goes mecanicas podetn ser representadas dentro de / 
um certo grau de precisao, por sistemas como os -~q 

que acabamos de descrever. Existe, porem, um ou- t? 
tro tipo de fenbmenos que corresponde muito mais ■ O 
exatamente a equagao diferencial. Referimo-nos ao 
circuito eletnco oscdatorio. trico osdlQl&io 

Consideremos 0 circuito desenhado na figura 1, 
com a indutancia g, resistencia p e capacidade C = 1/k. Imaginemos, 
tambem, que o circuito seja influenciado pela forga eletromotriz ex- 
terna dada em fnucao do tempo i, como, por exemplo, a voltagem 
produzida por um diiiamo ou devida a ondas eletricas. Para descre- 
vermos o processo que se verifica no circuito, designaremos a yolta- 
gem atraves do condensador por E e a carga do condensador por Q. 
Estas quantidades estao ligadas pela relagao CE — E'k — Q. A cor- 
rente I que, como a voltagem E, e fungao do tempo, <3 definida com 
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a razao da niudanga da carga par unidade de tempo, isto e, como a 
razao segundo a qual a carga do condensador diminui: I — - Q = 
= - dQjdt = - E/k. A lei de Ohm estabelece que o prodato da corrente 
pela resistencia e igual a forga eletromotriz (voltagem), isto e, e iguai 
a voltagem do condensador E, meDos a forga eletomotriz contraria 
devida a self-indugao, mais a forga eletromotriz externa Obtemos, 

assim, a equagao Ip = E - pi = $(t) ou -- E = E ~E + <j>(Q , is- 

K K 

to e, pB — pE + kE — —k4>{L), que e satisfeita pela voltagem do 
circuito. Vemos, pois, que foi estabelecida uma equagao diferencial, 
exatamente do tipo ja estudado no n.° 1 (pag. 502). Era vez da massa, 
temos aqui a indutancia, em lugar da forga de atrito, a resistencia, e 
em vez da const-ante elastica, o valor reciproco da capacidade, enquanto 
a forga eletromotriz externa (exceto um fator constante) corresponds 
a forga externa. Se a forga eletromotriz for nola, a equagao diferencial 
sera homogenea. 

Multiplicando-se ambos os membros da equagao diferencial por 
- 1 /k e derivando em relagao ao tempo, teremos a equagao correspon- 
dente para a corrente 

pi + pi + kI = &{!), 

que difere da equagao da voltagem somente no segundo membro e que, 
para as oscilagoes livres ( rf> — 0) tem, idlnticamente, a mesma forma. 


2. SoLUpAO DAS EQUAgOES HOMOGENEAS. OsCILAgOES LIVRES 


1. SolugSo teorica. 

Pode-se obter facilmente uma solugao da equagao homogenea 
Mx + rx -+• kx = 0 da pagina 502, sob a forma de uma expressao ex- 
ponencial, procurando-se determinar uma constante X de tal sorte que 
a relagao e } ‘ = x seja uma solugao. Se efekiarmos esta substituigao, 
fazendo omesmo para as suas derivadas x = Xe X! , x = X 2 ^', na equa- 




mente, uma solugao particular da equagao diferencial, como poderemos 
verificar efetuando os calculos na diregao inversa. Ti-es casos diferen- 
tes podem ocorrer. 

1. r 2 - 4 mk > 0. As duas raizes \x e \ 2 sao, eutao, reais, desiguais 
e negativas, proporcionaudo duas solugoes da equagao diferencial, 
x = Ui — e Xli e x ~ u 2 = e X2 '. Com o auxilio destas duas solugoes e 
possivel construir-se, imediatamente, uma solugao incluindo duas cons- 
tantes arbitrarias. Derivando, vemos que 

X — Ci Ux + CoUo 

6, tambem, uma solugao da equagao diferencial. Mostraremos, na 
p&g. 508, que esta expressao e, realmente, a solugao mais geral da equa- 
gao que nos preocupa, ou seja, poderemos obter tddas as solugoes da 
equagao, atribuindo valores numericos convenientes aq e c 2 , 

2. r 2 - 4m/?, = 0. A equagao quadratica tern, entao, raiz dupla. 
Assim, inicialmente, pondo de lado o fator constants, teremos somente 
a solugao x = Wi = e~ ri/2m . Yerificamos facilmente, porem, que, neste 
caso, a fungao 

x — w 2 — te~ rll2m 

e tambem uma solugao da equagao diferencial (1) . Temos 



e, por substituigao, vemos que a equagao diferencial 

r ^ 

mx + rx + — x — mx + rx + kx = 0 
4m 

(i) Somos cooduzidos, oaturalmente, a esta solugao, pelo seguinte processo-limu. de Xi ^ Xj, 
a expressao — X2) tambfim serfi uma solug&o. Fagamos, agora, Xi tender para X2 e 

sacrevamoa X em lugar de Xi e X?. A expressao acima tranaforma-se-& em ~r ^ 
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6 satisfeita. A expressao 

x - de- r,!2ni -|- c 2 te~ rl - m 


l Cap 


du, portanto, de novo a solugao da equagao diferencial, com as duas 
I'onstantes arbitrarias de integragao, a e c 2 . 

3. r 2 - 4 mk < 0. Faremos r - 4 mk = - A-mrv 2 , obtendo dua3 solu- 
goes de forma complexa, dadas peSas expressoes x = ui — e~ rllZm+i ’' 1 e 
x — u 2 — e~ rl!2n ~ i ‘‘ l . A formula de Euler 

e-ifi — cos v i j sen „i 


da para as partes reais e imaginarias da solugao complexa Ui, por um 
iado, 

!' t = e~ rli - m cos vt, t’; = e~ rll - m sen vl. 


e por outro, 

_ Hi + 1*2 _ if i - l<2 

11 2 l= ~2i ~ ’’ 


Vemos, por esta seguuda fornra de representagao, que e t 2 sao so- 
1 ugoes (reais) da equagao diferencial. A verificagao direta do que aim- 
_ mamos, pela derivagao e substituigao, const itui um simples, porem 
util, exercicio. 

Das duas solugoes particulares encoatradas podemos formar, no- 
vamente, a solugao gerai 

X = Cp'i + C 2 !)0 = (c t COS vi + C 2 sen vt) e~ rll2m 

com as duas constantes arbitrarias Ci e c 2 . Esta solugao pode, igual- 
mente, ser escrita do seguinte modo 

x = ae~ rli2m cos v(L - o), 

onde fizemos Ci = a cos vS, c 2 = a sen vS, sendo a e 5 duas novas cons- 
t antes. 

Lembramos que ja obtivemos esta solugao, no caso especial em que 
r = 0 (cap. V, § 4, pag. 296). 


2. Interpretagao fisica da solugao. 

Nos dois casos r > 2 Vmfe e r = 2Vmfe a solugao e dada pela curva 
ixponencial, ou pelo grafico da fungao ie~ rl/2m que, para grandes va- 
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lores de i se assemelha a curva exponential, ou pela superposigao des- 
tas curvas. Nestes casos, o processo e aperiodico, Isto e, a medida que 
o tempo cresce, a “dist&ncia” x se aproxima de 0 assintoticamente, 
sem oscilar cm torno de x — 0. 0 moviraeato nao 6, portanto, oseila- 
torio. 0 efeito do atrito ou amortecimento e tao grande que ele impede 
a forga elastica de engendrar movimentos oscilatorios. 


Nos casos em que r< 2 Vmfe, o amortecimento e tao pequeno, que 
ocorrem as raizes complexas A x e X 2 . A expressao x — a cos v(t - 8)e~ rtt2m 
da, entuo, as oscilacoes harmonicas amorlecidas , que sao oscilagoes que 


mas 


seguem a lei do seuo, tendo freqiiencia circular v — 1 / ii _ J—, 

Y m 4 rn 2 

cuja amplitude, em vez de ser constaute, e dada por ae~ rt,2m . Isto e, 
a amplitude diminui exponencialmente; 
quanto maior for r/2m, tanto mais rapida 
sera a razao do decrescimo. Na temiino- 
logia fisica o fator de amortecimento d 
chamado, freqiientemente, decrescimo to- 
garUmico da oscilagao amortecida, que- 
retido isto significar que o logaritmo da 
amplitude decresce na razao r\2m. Uma 
oscilagao amortecida desta especie e a re- 
presenlada na figura 2. Como anteriormente, chamamos a quantidade 
T — 2irjv, o periodo da oscilagao e o deslocamento de fase. Para o 



• a cos v(l-S)e 2rrl 


Fig. 


2. — Osciia?oes Iiarmonicaa 
amortecidaa 


caso especial em que r — 0, obterernos de novo oscilagoes harmonicas 
simples, com a frequencia = Vfe//n, a Jreqiiencia natural do sistema 
oscilatorio nao-amortecido. 



3. Preenchimento de condigoes initials preestabelecidas. Solu- 
gao Anica. 

4 

Devemos aioda mostrar que a solur.ao com as duas constantes c, e c, pode ser 
adaptada a qualquer estado inicial prelixado, e que, outrossim, representa Ladas 
as solugoes posstvels da equagao. Suponhamos que devemos achar a solugao que 
no tempo l — 0 salisfaga as condigoes iniciais, 2 ( 0 ) = x 0 , sc(0) = podeudo z 0 e i, 
issumirem. quaisquer valores. Para o caso 1 da pag. 505 devemos fazer 



Cj 4“ @2 “ Xq 
Ci Aj -$• c a X 2 — x 0 
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Teremos, para as constantes c l e c 2 , duas equators lineares, as quais terao as solu- 
goes uiiicas 


x a - x 0 - \x 0 



Para o caso 2 (pag. 505), o mesmo processo da as duas equagoes lineares 


Ci — £q» 


XCj 4- c 2 = x„ 



para as quais se determinam c L e c 3 de maneira unica. Pinatmente, para o caso 3 
(pag. 506), as equagoes determioantes das constaotes adquirem a forma 


a cos vS « x , 


o» 


( 


v sen v5 cos v8 

2m 


=» Xo, 


com as solugoes 


5 — - arc cos 
v 


a a vV vW + + h.**) • 


Mostramos, assirn, que a solugao geral pode representar qualquer condigao 
inicial arbitraria. Devemos, ainda, demonstrar que nao ha outra solugao. Para tal 
bastaxa provarmos que qualquer estado inicial dado nao admite, jamais, duas solu- 
goes diferentes. 

Se existissem duas destas solugoes, u(t) e v(t), para as quais u(0) = m D , ii(0) = x„ 
e v(0) — x 0 , u(0) = x 0 , a sua diferenga w = u-v seria, tambem, uma solugao da 
equagao diferencial, e deveriamos ter wj( 0) = 0, w(0) = 0. Esta solugao deveria, 
por sua vez, corresponder a um estado inicial de repouso, isto e, a um estado etn 
que, no tempo t = 0, a partlcula estivesse na posigao de repouso, animada da ve- 
locidade zero. Ora, podemos provar que, nestas condigoes, ela nunca se poria ein 
movimeiito. Multipliquemos ambos os membros da equagao diferencial miu + 


+ rw + ku) — Q por 2 to, lembrando-nos que 2uiw = 
remos, entao, 


— ii>- e 2wu> — — w 2 . Obte- 
dt dl 


d d 

— (mw 2 ) T- — (few 2 ) + 2 rib 2 — Q. 
dt dt 


Integraudo-se entre os instantes t = 0 e f = r e usando as condigoes iniciais tc(0) = 0, 
w(Q) — 0, teremos 

mii) ! W + fem 2 (r) + 2r dt = 0. 

Esta equagao, por 4m, acarretaria uma contradigao se, em qualquer tempo t > 0 
a fungao w fosse diferente de 0. Neste caso, o primeiro membro da equagao seria 
positivo, visto termos feito m, k e r positivos, enquanto o segundo membro seria 
zero. Logo, w = u-v sera sempre igual a 0, o que prova que a solugao e a time a 
possfvel. 
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Exemplos 

Achar a solugao geral dos exemplos de a. 0 1 a 5, assim como a solugao para 
a qual x(0) = 0, i(0) = 1: 

1. x - 3x -f 2x — 0. 

2. x + 3i -t- 2x — 0. 

3. 2x + x - x = 0 . 

4. x + 4i +- ix = 0. 

5. 4i' + 4i *+■ x = 0. 

6. Determinar a solugao geral e aquela para a qual r(0) = 0, i(0) = 1 da 
equagao 

x + & + x — 0 . 

Estabelecer a freqiiencia (»), o periodo (T), a amplitude (a), e a fase (5) da solugao. 

7. Calcular a solugao de 

2x + 2i + x = 0 

para a qual x(0) = 1, x(0) = - 1, determinando, tambem, a amplitude (a), a fase 
( 6 ) e a freqii§ncia (p). 

3. Equaqoes nao-ho.mogeneas. Oscilaqoes forqadas 
I, Observagoes gerais. 

Antes de estabelecermos a solugao do problema quando ha uraa 
forga externa fit), .isto e, a resolugao das equagoes nao-homogeneas, 
faremos as seguintes observagoes de carater geral. 

Se to e v forem duas solugoes da equagao nao-homogenea, a dife- 
renga a = w — v satisfax a equagao homogenea. Isto se verifica ime- 
diataraente por substituigao. Inversamente, se u for solugao da equa- 
gao homogenea, e v solugao da equagao nao-homogenea, w — a + v 
sera, por sua vez, solugao da equagao nao-homogenea. Portanto, de 
uma solugao (1) da equagao nao-homogenea obtem-se todas as suas 
solugdes, somando-se a integral da equagao homogenea ®. Necessi ta- 
ro os, assim, estabelecer unicamente a solugao unica da equagao nao- 
homogenea. Fisicamente, isto quer dizer que, se tivermos uma oscila- 
gao forgada devida a uma forga externa, e que se superpusermos a ela 
uma oscilagao livre, qualquer, representada pela solugao da equagao 



(!) T»rnb6m denorainada integral particular* 

( 3 ) Tamb6m dcnominada jun$ao complementary 
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liomogenea, obtereinos urn fenomeno que satisfaz a mesma equagao 
nao-homogenea, conao a oscilagao foi'gada inicial. Se houver atrito, o 
movimento oscilatorio cessara com o tempo, devido ao fator de amor- 
tecimento e~ r,:2m . Logo, para uma dada vibragao forgada, coin atrito, 
nao importa a oscilagao livre que for superposta. 0 movimento ten- 
dera sempre para o mesmo estado final, a medida que o tempo passar. 

Em segundo lugar, noteraos que o efeito de uma forga /(/) pode ser 
separado do mesmo rnodo que a propria forga. Obtercmos, assimi se 
fi(0, MO e /(/) forem tres fungoes tais que 

MO + MO = KO, 

esexi = MO for uma solugao da equagao diferencial mx + rx + kx = 
= M.Ot e x 2 ~ MO da equagao mx + rx + kz = MO, tereinos que 
x([) = xi(0 + x 2 (0sera solugao da equagao diferencial mx + rx + kx = 
= f(fi. Enunciado semelhante se verifica, naturalmente, se /(/) tiver 
um numero qualquer de termos. Este fato simples, poretn impor tonic, 
6 denominado “o princfpio da superposigao”. A dcmonstragao decorre 
de um simples olhar langado a propria equagao. Subdividindo a fimgao 
f(t) em dois ou mais termos, poderemos docompor a equagao dilereti- 
cial em diversas equagoes, o que, em determinadas circunstaucias, fa- 
cilita eonsiderilvelmente a manipulagao. 

0 caso mais importante e o de uma forga periodica, externa, f(t). 
Tal forga pode ser decomposta em componentes purarnctile periodicas 
pelo desenvolvimento segundo a serie de Fourier, podendo, portauto, 
aproximar-se a) tanto quanto quisermos da soma dc um numero 1'inito 
de fungoes puramente periodicas. Para estabelecermos a solugao da 
equagao diferencial de que estamos tratando, bastara, pois, que o se- 
gundo membro tenha a forma 

a cos wt ou b sen &i, 

onde a, b e o sao constantes arbitrarias, 

Empregando-se a notagao complexa podemos obter a solugao de 
maneira mais simples e rapida do que usando as formulas trigonome- 
tricas estabelecidas. Faremos /(/) = ce iut , mostrando o prinefpio da 
superposigao que basta considerarmos a equagao diferencial 

mx + rx + kx = ce iat , 

( ; D “ d ' ! FI* Mja o aedoualrocnte regular (pftg. 4.39), que 6 0 ficioo caso que Icjn 

**ODOrtHnClfl nil unm 
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onde representaraos por c uma constante arbitraria, real ou comp lex a, 
Esta equagao representa, efetivameate, duas equagoes diferenciais reais. 
Se dividirmos o segundo membro em dois termos, por exemplo, se fi- 
zermos c = 1 e escrevermos e lal = cos wt + i sen ul, aq e x*, as solu- 
Qoes das duas equagoes diferenciais reals, mx + rx + kx = cos ui e 
mx rx kx = sen wi, combinar-se-ao para formarem a solugao 
x -- Xi -\- ix z da equagao diferencial cornpicxa. Inversamente, se resol- 
vermos, em primeiro lugar, a equagao diferencial sob a forma complexa, 
a parte real da solugao dar-nos-a a fungao Xi e a parte imaginaria x 2 . 

2. Solugao da equagao nao-homogenea. 

Resolveremos a equagao mx -j- rx - kx — ce iwl por um artificio 
sugerido, naturalmente, pela intuigao. Admitiremos que c seja real e 
(no instante considerado), r 0. Faremos a hipotese de que existe um 
movimento com o mesmo ritmo da forga externa periodica, de sorte 
que podemos esperar achar a solugao da equagao diferencial sob a forma 


em que basta determlnar o fator <r, independente do tempo. Substi- 
tuindo-se esta expressao e suas deriyadas x = iu<re‘“‘ e x = - ofW"' na 
equagao diferencial e reduzindo-se o fator comum e 1 " 1 , obteremos 

— merer -(- ireicr -| - ka = c 


— tii oF -p irco -f- k 


Inversamente, vemos que para este valor de a a expressao tre iu>t e, 
efetivameate, uina solugao da equagao diferencial. Para que este re- 
mltado possa refletir claramente o seu significado, sao necessarias al- 
gumas transfonnagoes. 

Escreveremos, de inicio, o fator complexo a sob a forma 

k — mor — iru> ■ , 

o - c cae^\ 

(k - mu 2 ) 2 + r 2 u 3 


em que o “fator de distorgao” a e o “deslocamento da fase” qj 5 sao 
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dados, em fungao das quantidades conliecidas, m, r, k, pelas equagoes 

a 2 = — — — — — , sen a)5 = react, cos cao = (k — mca 2 )ce. 

(k - mu 2 ) ! + r 2 o> 2 

Com esta notagao, a solugao assume a forma: 

x = ccte u *^~ s \ 

traduzindo-se o resultado da seguinte maneira: a forga ccos cat corres- 
ponde o “efeito” ca cos ca(t - 5), ao passo que 5 forga c sea cat corres- 
ponded ca sen u(< - 6). 

Por ai se v§ que o efeito e uma fungao do mesmo tipo que a forga, 
ou seja, uma oscilagao nao amortecida. Esta oscilagao difere da que 
representa a forga, peia amplitude que e acrescida na razao a : 1, e 
pela fase que e allerada do angulo &>5. Naturalmente, o mesmo resul- 
tado pode ser oblido sem langarmos mao da notagao complexa, porem, 
seriam aecessarios calculos mais alongados. 

De acordo com a observagao feita no irn'cio desta segao (pag. 509), 
o estabelecimento desta solugao unica resolve completamente o pro- 
blema. visto que, superpondo oscilagoes livres quaisquer, obteremos a 
oscilagao forgada do tipo mais geral. 

Resumindo o que foi deduzido, temos: 

A integral completa da equagao diferencial 

mx + ri |- kx = ce lal 

( onde x dp. 0) e x — cae' 1 ^ 2 ’ + u, onde u 5 a integral completa da equa- 
gao homogenea mx + rx + kx — 0, e as quantidades a e S sao definidas 
pelas equagoes 

a 2 = , sen cad = react, cos 018 = f/e — mca 2 )a. 

(k - mo 2 ) 2 + r 2 ar 

As constantes, nesta solugao geral, permitem fazer o resultado se 
adaptar a qualquer estado inicial arbitrario, isto e, elas podem ser de- 
terminadas, para quaist[uer valores arbitrarios atribuidos a x a e z 0 de 
modo que x(0) = x 0 e x(0) = So- 
il. Curva dc ressonancia. 

Para adquirirmos plena conscioncia da solugao enconfrada e da sua 
irnportancia nas aplicagoes, consideraremos o falor dc dislorgao a como 
fungSo da “freqiiencia excitadora” ca, isto e, da fungao 
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#(«) — -_l- - =. 

V(fe - mar ) 2 + r 2 w 2 

0 motivo determinante desta investigagao detalhada reside em que, 
para dados valores das constantes k, m , r ou, como dizemos, para urn 
certo “sislema oscilalorio”, podem-se supor diversas forgas excitadoras 
periodicas de I'reqiiencias circulares diferentes agindo sobre o sistema, 
e, neste caso, e importante conliecermos a solugao da equagao diferen- 
cial para os dil'ereatcs valores das fSrgas excitadoras. Para desere v er- 
raos a fungao convenientemente, introduziremos a quanlidade oi 0 = 
= Vfe/m. Este uumero representa a freqiiencia circular do sistema para 
o atrito r igual a zero, ou, mais resumidamente, a freqiiencia natural 
do sislema nao-amortecido (pag. 507). A freqiiencia do sistema livre, 
gragas ao atrito r, nao e igual a oi a , tendo para expressao 

, = i/ h. _ A 

\ m 4m 2 

admitindo-se que 4fem — r- >0. (Se tal nao f6r o caso, o sistema nao 
tera freqiiencia, sendo aperiodico.) 

A fungao <t>(ai) tende assintoticamente para 0, a medida que a fre- 
qiiencia excitadora tende para o infinite, e, efetivamente, ela se auula 
na ordem l/u> 2 . Alem disso, 4>{ 0) = 1/fe, ou seja, uma forga excitadora 
de freqiiencia zero e de grandeza unitaria, isto e, uma forga constante 
de grandeza unitaria, origina o deslocamento 1/fe do sistema oscilato- 
rio. Na regiao dos valores positivos de <o, a derivada 4>' (o>) nao pode 
se anular, exceto onde a derivada da expressao (fe - mar) 2 + r 2 u 2 for 
nula, isto e, para o valor a; = oq > 0, para o qual a equagao 

- 4 mu(k — mu 2 ) + 2r 2 o) = 0 

se verifica. Para que tal valor exista, realmente, e preciso que tenha- 
mos 2 km ~ r 2 > 0; neste caso, 

Como a fungao 4>{<o) 6 positiva em toda a parte, cresce rnonotonamcnte 
para valores pequenos de a; e se anula no infinite, este valor deve ser 
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nm maximo. Denominareinos a freqiiencia circular “freqii£ncia dc 
ressonancia” do sistema. 

Substituindo por esta expressao, achamos que o valor do maximc 
deve ser 



A medida que r -* 0, tal valor excede qualquer limite. Para r = 0, 
isto e, para um sistema oscilafcorio nao amortecido, a fungao $(*>) apre- 
senta uraa descontinuidade itifinita para o valor a — &n. £ste e urn 
caso limite, ao qual dispensaremos maior atengao mais tarde. 

0 grafico da fuugao t/>(cu) e denomiiiado curva de ressonancia do 
sistema. A distorgao da amplitude a = sendo particularmente 
grande pai'a w = (e, por coosequeucia, para valores pcquenos de r 

na vizinhanga da freqiiencia natural), representa a expressao tnatema- 
tica do “fenomeno de ressonancia”, o qual, para valores fixos de m 
e k, se toma cada vez mais evidente a medida que r vai decrescendo. 

Na figura 3 desenhamos uma farnflia de curvas de ressonancia, t 6 das corres- 
pondentes aos valores m = 1 e k — 1 , e, conseqiientemente, para oj (i = 1 , porern, 
com valores diferentes de D = yr. Veinos que para valores pequenos de D ocorre 
uma ressonancia bem caracterizada, proximo de « = 1 ; no caso limite, em que 
D — 0, em vez do maximo, havera uma descontinuidade infinita de 0 (w) no ponto 
0 = 1. Quando D cresce, os maximos se deslocam para a esquerda, vindo o> L = 0, 
para o valor D = 1 /V 2. Neste caso, o ponto em que a tangente e horizontal desloca- 
se para a origem, desaparecendo o maximo. Se D > 1/V2, nao ha zero para 
a curva de ressonancia nao apresenta mais maximo, nao existindo ressonancia. 

Em geral, o fenomeno da ressonancia cessa logo que a condigao 

2 km -r 2 SO 

se verificar. No caso do sinal de igualdade, a curva de ressonancia 
atinge sua maior altura $(0) — 1/fe no ponto wx = 0; a tangente 6 ho- 
rizontal neste ponto, e depois de um percurso inicial proximamente 
horizontal, diminui, aproximando-se de zero. 

4, Discusaao complementar da oscilagao. 

Nao podemos, entretanto, contentar-nos com a discussao que aca- 
bamos de fazer. Para que possamos compreender realmente 0 fenomeno 
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do moviinento forgado, e necessario fixarmos um ponto adicional. A 
integral particular cae"°^ s) pode ser considerada corao o eslado-limile 
do qual a integral completa 

x(l) ~ cae !u(i ~ 6) + Ciiii + c-jU -2 


se aproxima, cada vez mais, a medida que o tempo passa, visto a osei- 
lagao livre, cpq + c 2 u 2 , superposta a integral particular, enfraquecer 
com a passagem do tempo. Este enfraquecimento sera lento quando r 
for pequeno, e rapido quando r lor grande. 



O 05 t-o t-5 2 0 . 

FccquSnciQ . * xci tadora — >- u) •" 


Fig. 3. — Curvas de rossoriuncia 

Suponhamos que, por cxemplo, no inicio do movimento, is to 6, no 
tempo l = 0, o sistema esteja em repouso, de sorte que. sc(0) .= 0 e 
r(0) = 0. Partindo desta hipotese, e possivel a determinagao das cons- 
tantes Ci e c 2 e v ern os, de imediato, que ambas nao sao nulas. Mesmo 
juando a frecjiiencia excitadora for aproximada cu exatamente igual 
si wi, de forma que haja ressonancia, a amplitude relativamente gran- 
ie, a — <f>(co{), nao aparecera a primeira vista. Ao contrario, ela e oculta 
oela fungao epiy -j- c 2 u 2 , aparecendo somente quando esta fungao for 
lesaparecendo gradualmente; isto e, ela surgird tanto mais lentamente, 
quanto menor for r. 
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Para o sistema nao amortecido, isto e, para r — 0, a solugao que 
estabelecemos falha quando a freqiiencia excitadora lor igual a fre- 
qii§ncia circular natural, too = \ kirn, porque, entao, <?'to 0 ) sera infi- 
uita. Nao sera possivel, assim, obtermos uma solugao da cquagao 
mx + kx = e'“‘, sob a forma Poderemos, nao obstante, achar 
uma solugao, revestida da forma c rte““ t . Substituindo-se esta expres- 
sao na equagao diferencial, e lembrando-nos que 

x = cre'“'(l + iwt), x = c re iut (2iu> - /to 2 ), 

teremos 

a(2imoj - murl -j- kl) = 1, 
e, uma vez que mu 2 = k. 


2inuo 

Assim, quando ha ressondncia num sistema nao amortecido , leremos a 
soiurdo 


x => 


-e'“ = 


rim to 


I. 

2 id km 


Empregando a notagaoreal, quaudo/(/) = cos to/, teremos x = _ — 

2 Vfeni 

sen to/, e quando /(/) = sen to/, vira 

1 * , 

2 dkm 


Vemos, assim, que encontramos uma fungao que pode ser conside- 
rada como se fosse uma oscilagao, cuja amplitude cresce proporcional- 
mente ao tempo. A oscilagao livre superposta nao enfraquece, visto 
nao ser amortecida; ela conserva a amplitude original, tornando-se sem 
importancia, em face da amplitude cresceute da oscilagao forgada es- 
pecial. A solugao oscilante, para a frente e para tras, entre limites 
positivo e negativo, que crescem continuamente a medida que o tempo 
se escoa, representa o significado real da descontinuidade infinita da 
fungao ressonancia, no caso do sistema nao amortecido. 




f 
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5. Observances sobre a constru^ao de aparelhos registradores 

A discussao que acabamos de levar a efeito na subsegao precedente e da mais 
alta importancia em grande variedade de aplicagoes a fisica e a engenharia. Em 
muitos instrumentos, corao gal vano metros, sismografos, circuitos eletricos osei- 
lantes dos radio-receptores, e nos diafragmas dos microfones, o problems consiste 
em registrar urn deslocamento oscilante x, devido a uma forga periodica externa. 
Nestes casos, a quantidade x satisfaz a equagao diferencial citada, ao menos, nnrna 
primeira aproximagao. 

Sendo T o perfodo da oscilagao da Corga periodica externa, podemos desen- 
volver a forga segundo uma serie de Fourier da forma 

M - 2 7 .ea&Tin, 

ou, meihoc ainda, podemos imagin^-Ia couio representada, com suficiente precisao, 

N 

pela soma trigonometries 2 y,eM- WTV, consistindo somente de um numero finito 

l=-N 

de termos. Pelo pn'ncipio da superposigao (pag. 510), a solugao x{t) da equagao 
difereocial, aparte a oscilagao iivre superposta, sera representada por uma serie 
iufiuila (‘) da forma 

x{[) = I ^oWr/TX' 

CO 


ou, aproximadaraente, por uma expressao finita do tipo 

N 

x{t) = 2 <7 -atJWT*. 

N 

Em face dos resultados ja obtidos, 

a l yft.1 e -i&i(2wl!T) 

e 


2tI 

ts y Sl " 


/ iirV\ ‘ 


Podemos, assim, descrever a agao de uma fSrga periodica externa, arbitraria, 
da seguinte maneira: dec.ompondo-se a forga excitadora nas suas componentes pura- 
mente periudieas, ou seja, nos tSrmos individuals da serie de Fourier, cada compo- 
nente e sujeita & sua propria distorgao de amplitude e deslocamento de fase. super- 
pondo-se, aditivamente, os efeitos separados. Se estivermos interessados somente 
na distorgao da amplitude (o deslocamento da fase tem, apenas, importancia se- 
cundaria nas aplicagoes ( 2 ) e, alem disso, pode ser discutido da mesma forma que 
a distorgao de amplitude), a observagao da curva de ressonancia fornece infor- 
magao completa sobre a maneira pela qual os movimentos do apareiho regis- 



f 1 ) Nfio oonsideraremos, aqui, as qucstoes de convcrgencia. 

( J ) Por exemplo, nas yibracoes impercepdveis aoouvido bumano. 
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trador reproduzem a forga externa excitadora. Para valores muito grandes de 2 ou 




efeito da frequeneia excitadora sobre o deslocamento x sera dificil- 


mente perceptivel. Por outro lado, todas as freqiieneias excitadoras, nas proximi- 
dades de au, a freqiiencia de ressonancia, afetarao marcadamente a quantidade x. 

Na construgao de aparelhos medidores e registradores, as constantes m, r e k 
estao h nossa disposigao, pelo meuos dentro de amplos 11 mites. Elas sao cscolhidas 
de modo que a curva de ressonancia se adapte da melhor forma possivel as parti- 
cularidades especiais da medida que se vai processai 1 , Entretanto, estabeleceremos 
duas eondigoes predominantes. Em primeiro lugar, € de desejar que o aparelho 
seja tao sensivel quanto possivel, isto e, o valor de a deve ser o maior possivel, 
para todas as frequences co que forem cousideradas. Para os valores fracos de o, 
como ja vimos, a e apmximadamente proporeional a 1/fe, de sorte que o numero 
l/k mede a sensibilidade do aparelho, para pequenas frequencies excitadoras. A 
sensibilidade pode, portanto, ser aumentada, aumentando-se 1/k, ou seja, pela di- 
minuigao da forga restauradora. 

Outro pouto importante e a necessidade da relaliva liberdade de dislorcao . 

N 

Suponhamos que j(t) — 2 se ja uma aproximagao adequada da forga 


excitadora. Dizemos, entao, que o aparelho registra a forga excitadora j{l ) com 
relativa liberdade de distorgao, se o fator de distorgao tiver aproxiinadnraente o 

2r 


rnesmo valor para todas as freqiieneias circulares to ^ N 


7 


Esta condiguo lorna- 


se indispensavel, se quisenuos deduzir conclusoes sobre o processo exeitador, basea- 
dos no comportamento do aparelho. Este e o caso, por exemplo, de urn gramofone 
ou de um aparelho de radio, que devem reproduzir notas musicais, tanto altas como 
baixas, com uma relagao de intensidade aproximadamente covreta. A exigencia de 
que a reprodugao se faga relativaniente “sem distorgao”, nao pode ser satisfeita 
integralmente, visto que nenhura segmento da curva de ressonancia e exatament.e 
horizontal. Podemos, entretanto, escolher e fixar as constantes m, k er do aparelho, 
de modo que nao se produzam ressonancias sensiveis, e que, tambem, a curva 
tenha uma tangente horizontal no seu inicio, fazendo com que y>(u>) = a se mante- 
nha aproximadamente constante para valores pequenos de cj. Como ja vimos acima, 
podemos realizar este objetivo, fazendo 


2km — r~ = 0. 


Dadas as constantes m e k, podemos satisfazer a exigencia. ajustando apropriada- 
meute o atrito r, por exemplo, inserindo uma resistSncia convenientemente esco- 
lhida, no circuito elctrico. A curva de ressonancia mostra, entao, que da frequeneia 
0 as freqiieneias circulares proximas da frequeneia circular natural w 0 do sistema 
nao amortecido, o instrumento, praticamente, nao apresenta distorgao, e que acima 
desta frequeneia o amortecimento e consideravel Obtemos, pois, relativa liber- 
dade de distorgao num dado intervalo de freqiieneias, escolhendo, em primeiro 
lugar, m tao pequeno e k tao grande, que a freqiiencia circular natural o> 0 do sis- 
tema nao amortecido, seja maior do que as freqiieneias excitadoras consideradas, 
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e em seguida, estabelecendo uni fator de amortecimento r de acordo corn a equagao 
2 km - r 2 — 0 . 

Exemplos 

Determinar a solugao que satisfaga as condigoes iniciais x(0) = 0, x(fi) = 0, 
para as equagoes dos exemplos 1-5. Deduzir, tarnbcm, a amplitude da fase, e o 
valor de w para o qual a amplitude e maxima, para as equagoes 1-4; 

1. £ + 3x -j- 2m = cos cal. 

2. £ + x -1- x — cos cal. 

3. £ + x +• x — sen cal. 

4. 2x -f 2x + x = cos cat. 

5. X + 4x -f lx = COS cal. 

4. Observaqogs auicionais sobre as equagoes diferenciais 

Apresentamos urn estaclo mais sistematico das equagoes diferen- 
ciais no capitulo VI do volume II. Aqui, daremos apenas alguns com- 
plementos a teoria especial auterior. 

1. Equagoes diferenciais lineares homogeneas de ordem n, com 
coeficientes constautes. 

Os probleinas mais eomplicados sobre as vibracoes conduzem-nos 
a equagoes diferenciais lineares da fungao incognita x(f) da variavel 
independente, que assumein a forma 

d n x d' l - l x 

dc + “ , rfr rr+ '-- + ““ I_0 ’ 

onde a. 1 , . . a n sao constautes, e n um inteiro positivo. Podeinos resol- 
ve-las por um metodo semelhante ao que empregamos no caso de n~2 
(pag. 504). 

Seja x = e xi . Substituindo-se esta fungao e as suas derivadas na 
equagao diferencial e simplificando-se o fator comum vird uma 
equagao de grau n, em relagao a X: 

/(X) ^ X* + aiX"- 1 + . . . + a n = 0. 

Se X for uma raiz desta equagao, e xl satisfara a equagao diferencial. 

Vejamos, agora, as diversas possibilidades. Sejam Xx, X 21 ...» X„, 
as raizes da equagao /(X) = 0, dc sorte que 

/(X) = (X - Xx) (X - X 2 ) ... (X - X n ). 
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Admitiremos, de inicio, que tod as as raizes sao diferentes. Se todos oa 
forem reais, teremos n relagoes e x "‘ linearmente independentes, da 
mesma forma que antes. A solugao geral e qualquer combinagao linear 
destas solugoes 

Ci^ 1 ' + c 2 e Xii + . . . 4- c , l e Kal . 

As constantes c n podem ser determinadas de tal modo que tanto x, 
como suas priineiras n — 1 derivadas, assumana valores arbitrarios pre- 
determinados, no tempo t = 0. Para tal, devemos resolver o seguinte 
sistema de n equagoes lineares (1) ': 

ci 4- c 2 + , . . 4 - c„ = x(0), 

XlCi 4- X 2 C 2 + • ■ • + = x' (0), 

Xi^Cj 4- X2 n " 1 c 2 4- 4- • ■ • K n ~ l Cn = X^O). 

Se duas destas raizes forem iguais, digamos, Xj = X 2 , nao so e Xlt , 
mas tambem ie Xl( sera uma solugao. Isto pode ser verificado da ma- 
neira seguinte: como /(X) = 0 possui a raiz dupla X = Xi = X 2 , por um 
tiorema conhecido da algebra, tem-se que 

/'(X) s nX- 1 4- (n - 4- ... 4- a n _ x = 0. 

A regra de Leibnitz, para a derivagao dos produtos (pag. 202), da 

d k d k dt d fe_1 

- f ^ = IXV‘ + feX*-V*. 

Efetuando a substituigao na equagao diferencial, teremos 

fe Xi (X n 4-aiX' i - 1 4- . . . 4-aj4-e w (nX r, ~ 1 4-(n - l)ftiX' 1_2 4- . . . 4-a„_i) 

= te u R\) + e u f (X) = 0, 

visto /(X) = 0 e, peia observagao que fizemos sbbre as raizes duplas, 
/'(X) = 0. 

Da mesma forma, se X l5 X 2 , . . . , X„ forem iguais, obteremos as se- 
guintes solugoes linearmente iudependentes: 

e Xl( , fe Xli , . . . i'‘ _1 e Xli , 

que podem ser corabinadas para formarem a solugao geral, dependente 
de ci, c 2 , . . ., c„. Estes parametros habibtam-nos, novamente, a adap- 
tarmos a solugao a n condigoes preestabelecidas, de sorte que, para 
t = 0, podemos fixar os valores de z(0) e de suas n - 1 primeiras deri- 
vadas, 

CP fist© sistema de equates sempro ter a solueuo se as raizes forem deaiguais porque, autao, 
o determinants dos coeficientes 6 difereule de zero. 
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Se a equagao tiver raizes complexas, por um teorema da algebra, 
tais raizes ocorrerao aos pares, cada uma delas com a sua conjugada. 
Como no caso de n — 2, obteremos solugoes da forma 

cos /3 L.e* 1 e sen/3Le“ ( , oncle Xj = a + i/3, X 2 = a - i/3. 

Alguns exemplos ilustrarao o que foi exposto. 


Exemplo 1. 


(Px d?x dx 

P 2 2x = 0, 

dP dl- di 


/GO = X 3 + 2X 2 - X - 2 = 0. 

A sola^ao geral 6 x = -f- c 2 e‘ - 7 - c 3 e' 2[ . 

Uma soJucao particular, para a qual x — 2 , 2 ' = 0 , em / = 0 , e dada por 
x = e‘ -t- e~\ 


Exemplo 2. 


d 3 x d-x dx 


dP dt- dl 


•4- z = 0. 


A solu^ao geral 62 = Cje" + c 2 ie‘ +- c 3 e~'. 


Exemplo 3. 


d 3 2 dx 

2 — + 4 = 0, 

dl 3 dl 


/(X) = X 3 - 2\ + 4 = (X + 2) (X - 1 + i) (X - 1 - 0 . 
A solugao geral e 2 = Cie~ 2t + c 2 e‘ cos l + c 3 e‘sen £, 

Equagao de BernouiIIi. 


Uma equagao do tipo 


+ A{i)x = B(l), 


;m que A e B sao fungoes somente de l, e denominada uma equagao 
inear. No caso em que B = 0, se a; = a{t ), x = (3(t) forem solugoes, 
jualquer combinagao linear de a e j3 sera igualmente uma solugao. 
Consider emos, agora, o tipo ligeiramente rnais geral 

dx 

— + A[i) x - B([)x n y 

inde n 6 um inteiro positivo, e que e conhecida com o nome de eqrua- 
;ao de BernouiIIi. 

Em primeiro lugar, vejamos 0 caso mais simples, em que B — 0, iato 
s, onde 

j L + A(i)x = 0. 


1 
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Fste resultado poderia ter sido obtido por substituicao direta na formula dada 
acima, porem, a aplicacao efetiva do metodo, passo a passo, 4 muito mais iastru- 
tiva. 



HRijpffi*® 
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3. Outras equagoes diferenciais de primeira ordem, resoluveis 
simplesmente por integragao. 

Existem alguus outros tipos de equagoes diferenciais de primeira 
ordem que podem ser resolvidas pela integragao (conquanto, na maio- 
ria dos casos, a integragao nao possa ser efetuada explicitamente, em 
tSrmos de fungoes elemen tares). 

Consideraremos, em primeiro lugar, o melodo da separagao das va- 
riaveis. Quando a equagao diferencial puder ser escritasob a forma (I> 

A{x) dx -h B(y) dy = 0, 

diz-se que as variaveis sao sepamveis. A solugao sera, entao, 

J A(x) dx B(y) dy -f c = 0. 


Exemplo . — Seja a equagao 


' yy' -P xy* - x. 


Podemos escrever 


y dy -p s(7 2 — 1 )dx — 0, ou 


y dy 


-p x dx = 0; 


logo, 


y- - 1 

5-dog (y s - 1) + == c, ou (y- - l)e* 2 = fe. 


Outro tipo de equagao que pode ser resol vido e o que se apresenta 
sob a forma 

M(x, y) dx -P N(x, y) dy = 0, 

em que M e N sao fungoes homogeneas, do mesmo grau, de x e y. 
Neste caso, a fragao MjN e fungao somente de yjx, podendo-se escrever 



Se fizermos y — xv, vira 


d y = f (y 
dx V £ 


dv 


x^+v=m. 


As variaveis x, v sao agora separaveis, como segue: 

dx _ d v 

x /(»-»)* 



(1) Tuto 6, y'B(y) +A(.x)- 0. 
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Integrando, teremos 


r dv 

,osx ‘Jl W^ + e - 


Bxemplo . — Consideremos a equagao 

(2^1 xy - z) dy + y dx =■ 0. 

Substituindo y — vx, vira 




dv\ 


(2d 1 ' 2 - l)x ( b + ar ) + sz = 0 
dxJ 

dv 

v{2v 11 - - 1) + * + *(2» I,a - 1) — = 0, 

dx 

dx 2j> 1 '* - 1 ^ dv dv 


Integrando, obteremos 


log x = - log v - -}- c 

log y + dxjy = c. 


[■Cap. 


4. Equagoe? diferenciais de segunda ordem. 


Ha poucos tipos de equacoes diferenciais nao linecrcs cujas sola- 
goes podem ser obtidas por simples integragao. Ja estudamos um destes 
tipos, irnplicitamente, no capitulo V (pag. 297), quando consideramos 
o movimento de uma particula sdbre uma curva dada. Este tipo e: 


d 2 x 

dP 


= M. 


dx 

Seja v — de sorte que 


d 2 x _ dv _ dvdx dv 
!p~~dt~ ckJt = v dbt 


transformando-se a nossa equagao em 
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Podemos cousiderar esta equagao como seado de primeira ordem, com 
a vari&vel dependents tea indcpendente x. Separando as vari&veis e 
integrando, vixa 

v dc = j(x) dx 

s 2 = f(x) dx + c ou v = 1 / 2 J /(x) dx -f c. 


Entao, 


Y 2 / 


/(at) dx + c 


que pode ser resolvida por integragao (embora, em geral, seja impos- 
sivel executar a integragao explicitamente). 

Este arlificio permite resolver as cquagoos dos seguintes tipos: 


f dPx dx'\ 

*\jP di) = °' 

\dl- dt J 
,( d X * x \ = 0, 

\dt 2 di ) 


que se rcduzem, respectivamente, quando fazemos u = — , a 


*(?•)-' 

»(,* 


Estas sao equagoes de primeira ordem, que podem ser resob 
vidas pelos mfitodos precedentes. A solugao, depois de v ter side 
dx , 

substitufdo por — , sera, ainda, uma equagao diferencial de primeira 

ordem, a qual deve ser resolvida em relagao a x. Alguns exemplos es- 
;larecerao melhor a maroba do processo. 
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Exemplo 1. 

„ dy d-y 
Za — — — 1. 
dxdz 2 


dy 

Fagamos — 
ax 

= p. A equarao transformar-se-a era 


dp 

2 ap ~ = 1. 
dx 


Separando as variaveis e intcgrando, teremos 


ou 

ap- = x + c„ 

Va — = Vr -p Cj. 
dx 


Inte^rando, virfi 

Va(y 4- c s ) = 2 / 3 (x + c,) 3 ' 1 . 


Elevando ao quadrado teremos, finalmente. 



a( y + c t Y- = *Mx H- c,) 1 


Exemplo 2. 

d z y dy 

(1 + *») « 0. 
dx- dx 


Fazendo-se, 

dy 

como ao exemplo anterior, — = p, obteremoi 

dx 

dp dp x d x 

(1 + x 2 ) 1- xp = 0 ou — = . 

dx p 1 + x* 


Intcgrando, vira 

log p = - Va log(l + x 2 ) + e. 


ou 

p = c,(l + zi)' 1 '*, 

dy Cj 

dx Vl + x 1 ' 


donde 

y = c 2 + c, A.rc Sh z. 


Exemplo 3. 

dz 2 W ' 


dy 

Facamos — 
dx 

= p, donde —■ — /> — , vindo entao, 
ax 2 dy 



dp p dp dy 

py — 1 - p 3 , ou « - 

dy 1 ~ p 2 y 
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lutegraado, teremos 


- Mlog(l -p 3 ) = log y + C, 


y = c l (l-p’)' I «, 
y 2 (l~P 2 ) - Cl =, 


dx P 


Nova iotegrasao produzira 


is to e. 


ou 


Vy 2 -c , 2 


= dx. 


^y 2 -Ci* = x H- c a , 


y 2 = x 2 + c 3 x + c 4 . 


Exemplos 

Resolver as equagoes diferenciais dos exemplos 1 a 22. 

1- (1 + y 2 ) dx- (y - Vl + y) (1 + x) 3l2 dy = 0. 

2. (x 3 + y 3 ) dy — 3x 2 y dx. 3. y(log x - log y) dy — xdx = 0. 

4. xv ' + y = y 2 log x. 5. (1 + y 2 ) dx = (arc tg y - x) c/y. 

6- yy' + Hy 2 = seaz. 

7. (x 3 y 3 4- x 2 y 2 + ay + l)y + (x 3 y 3 - x 2 y 2 - xy + l)xy ' = 0. 

8. 3y 2 y' + y 3 = x - 1. 9. sen x cos y dx 4* cos x sen y dy — 0. 


). (1 4- s IlY ) dx 4* e Ii7 ^1 — ^ dy = 0. 


d 2 v /'dy 


d 3 x d 2 x dx d 2 y 

11. — -3 — 43- -x = 0. 17.-=- + 

dt 3 dl 2 dt dx- 


+ 1 = 0 . 


d 3 x d 2 x dx 

12. — - 6 — + 9 — = 0. 
dt 1 dl 2 dt 

d'y d 2 y 

d 3 y d 2 y dy 

14. ~ - — + — = o. 

dx 3 dx 2 dx 

d s y cRy 

d 2 y dy 
16. a — = — . 
dx 2 dx 


dx • \dxy 
d*y d 2 y 

18. 

dx^ dx 3 

d 2 y dy 

19. (1 + x 2 ) ~ + 2x -f = 0. 

dx- dx 

20. (1 - y) — + 2 ( — ^ = 0. 

J dx 2 \dxj 

d 2 x / dx\ 2 

21. x ~~ = 2(“-) . 

dl 3 \dl / 

d 2 s ds 

22. (l-( 2 )— - -i - = 2. 

' dt 


23. Determinar o movimento de uma particula que se move sobre uma liaba 
reta, atraida por uma fdrga que varia na razao iuversa do quadrado da distancia 
& origem. 




SUMARIO DE TEOREMAS E FORMULAS IMPORTANTES 


1. Fungoes hiperbolicas. 

2. Convergencia de seqiieacias e series. 

3. Derivagao. 

4. Integragao. 

B. Convergencia uniforme e permuta de operagoes infinitas. 

6. Limites especiais. 

7. Integrals definidas especiais. 

8. Teoremas do valor medio. 

9. Desenvolvimentos em serie. Series de Tailor e de Foui’ier. 

10. Maximos e minim os. 

11. Curvas. 

12. Comprimento do arco, area, volume. 


1. FuNgOES HIPERBOLICAS 

(pags. 183-189) 


Sli x = y 2 (e x ~ e~ x ). 


__ Sh_.x _ e x - 
Ch x e x e~ x ' 


Ch x — J A(e x + e x ). 


Coth x — 


1 

Th x 


e T + e~* 
e x - e x " 


Ch 2 x ~ Sh® x = 1. 


Ch 2 ic 


1 

1 - Th 2 x ' 


Ch (x ± y) = Ch x Ch y ± Sli x Sli y. 

Sh (x d= y) = Sh x Ch y ± Ch x Sli y. 

Ch 2 x = At Ch 2x + 1). Sh 2 x = A(Ch lx - 1). 
Arc Sh x — log (r -f Vr 2 + ,1). 

Arc Ch a; — log (x =fc Va: 2 — 1); (r § 1). 
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Arc Th x = Vn log - ( | x j < 1) 

1 — x 

Arc Coth x = Vi log — ~ ( | x | > 1) 
x - I 


2. Co.NVERGENCIA DE SEQUENCIAS E SERIES 

1. SeqUencias infinitas (pag. 38). 

Crilerio de convergencia de Cauchy (pag. 40). Utna seqiiencia de nu- 
meros a n sera convergente se, e soraente se para qualquer quantidade 
positiva e existir ura numero N tal que, 

[ Q-n 2 m | ^ ^ 

quando n > A, m > N. 

Operagoes com iimites (pags. 41-42). Se lim a„ e lim b n existir em, 

n— * <*■ n—f oj 

teremos 

lira [a n ± h n ) = lira a„ d= lim b n ; 
lim a n .b n , = Iima n . Urn b n ; 

co fi— n~~* to 

lim a„ 

lim — = desde qnc lira b n 0. 

» b n lira b n n — » 

/I— r CO 

2. Series infinitas (pags. 365 e seg.). 

Crilerio de convergencia de Cauchy (pag. 367). A serie 2 a„ conver- 
gira se, e somente se para qualquer quantidade positiva e existir um 
numero N tal que 

| + 2/1 + 1 + • • • + 2/n | < < 

quando m > n > N. 

Nola. — Os criterios que seguem, sao suficienles , mas nao necessa- 
ries. 

Princfpio da cornparagao das series (pag. 377). Za„ sera conver- 
gente se existirem ntlmeros b n tais que b n £ j a n [ para qualquer valor 
de n, e se f6r convergente. 
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Criterios da razao e da raiz (pag. 378). 2a n convergira se exist, ir nm 
numero A r , assim como outro q< 1, tais cpre 

i Qf,+l 

I a„ 


< q on ^ | a n j < q 


para qualquer valor de n > N. Em particular, se houver um numero 
k < 1 tal que 




lun 


n *- * =» j u n 


= k ou lim V | a n \ = fe 


la n sera divergentc se houver um numero fe > 1 tal que 

'an + l 


lim 

n — * m I 


= fe ou lim V j a,* = fe. 


Crilerio de LeibnUz (pag. 370). 2a„ convergira se os seus t£rmos 
tiverem sinais alternados e se [ a n | tender mondtonamente para zero. 


3. Deiuvaqao 

1. Regras gerais (Ideias fundamentais, pags. 88 e seg.). 

[fix) =fc g{x)]' = f'(x) =fc g'(x). 

[ j{x)g{x)\ - f (x)g(x) + j{x)g' (x). 

r/(x)l' f'(x)g{x)—f(x)g , (x) 

[ — J -■ , *(*) * 0 (pags. 136-139). 


[/(■r).7(-z)] (n) = f n) ix)g(z) + ( , f n ~ l Kx)g'(x) 


+ 




9 yf ln ~ Z) W'(x) + . . . + f(x)g™(x). 

(Regra de Leibnitz, pag. 202). 


Regra da cadeia. Se f(x) — £r[^(x)], 

dj _ dg_ d$ 

dx d<j> dx’ 

d'J d~g f d,<ff\ z dg cP<j> 


, 2 - / j + T7 -J~ v etc - (P^gS. 153 e 

dx 2 d<$>- \dx J d<f> dx - ge ^ 2 02). 
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Se B = ftt, v, L • • •), onde £ = £(z, y), v = 7j(x, y), .... 

w i = /?fi + /u’?! + /ffr + • . 

= 4 * InVi 2 + ftitx 2 4 " • 

+ 2/£,JjiJ r + 2/fj-fxfj + . 

+ 

+ /{£xz + /^rx + /{-fix + • • . . 

com formulas correspondentes para u Ty e ii yy (pag. 476). 

Fungoes implicitas. Se F(x, y ) = 0, 
dy _ Fz 
dx Fy 

d 2 y F XI F y " - 2 F„F X F V + F yv F z 2 

d? = - 483). 

Fungoes expressas em termos de urn parametro. Se x = x(l), y=y(f), 
dy dy jdx 

dx = Jl/Jl 262) ' 

Fungoes inversas. 


dy jdx 

dx V dy 


(pag. 262). 
(pag. 145). 


Se £ = sf’fm, y), ij = ^(x, y). 


4>y dx 

by dy 

15' dr) ~ ~ 

D' 8£ ' 

dtt, V) 

<t>z by 

d{x, y) 

'Pz Py 


— 4> x d/ y - 4> y ^ x 


(determinants funcional ou jacobiniano) 


(pag. 479). 


2. Formulas especiais (pigs. 94-96, 139-141, 149-150, 167 e seg., 
186-187). 

(a;")' = nr' 1-1 . 

/ / . /■_ 1 


(sen x)' = cos x. 


(arc sen xY = — — — 
V 1 - x 2 * 


(cos xY = - sen *. 


(arc cos x)' == 
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(tg*y = 


cos x 


— sec ar. 


(cotg x) r = - 


sen x- 


= - cosec x- 


(Sh x)' = Chx. 

(Ch x)' = Sh x. 

1 

(Th xY = 


(Cothx)' = - 


Ch a: 2 

1 


Sh 2 x 


— Sech 2 x. 


= — Cosech 3 x. 


(arc tg x’) 
(arc cotg x) f 
(Arc Sh x)' 
(Arc Ch x) f 
(Arc Th x)' 
(Arc Coth x)' 


I + r 2 ' 
1 


1 + £ 2 ’ 

1 

V 1 -f a: 2 ’ 
1 


= ± 


Vx 2 — 1 


,(x>l). 


1 *>J 

— X - 

1 

1 — X 


( I X I < 1). 

2» ( I ^ I > D 


1 

(loga^y = ~ logo e\ 

X 

em particular, 


(log xY = 

Js 


(a x ) r = a 1 log* a; 
em particular 

(e 1 / = eA 


(n®/ = u\vu' ju + y'log u). 

4. Integraqao 

1. Regras gerais (Ideias fundamentals, p&gs. 79 e seg.). 

f /(ac) dx+J b f{x) dx = fix) dx. 

f a fix) dx ~ h fix) dx. 
f [fix) + g(x)] dx = f fix) dx-b f g(x) dx. 

J a J a J a 

j cfix) dx — cj b fix) dx (pags. 81 e seg., 141). 

Calculo de integrals. S e/(x) ^ gix), b ^ a, 

f fix) dx=zf gix) dx 
J a J a 


(pag. 126). 
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Inlegragao por paries (pags. 218-219). 

f f( x )g' i x ) dx = f(x)g(x) -f f'(x)g(x) dx. 

J a a J a 

Metodo de substituigao (pags. 207-212). 

J a /(*) dx — j~ ° f l<p(u)]<})' (u) da, 

onde a = <f>(a), b = <M/3). 

Relagao entre a derivagao e a integragao (pags. Ill e seg.). 

Integrals improprias (pags. 197-254). 

Se f(x ) for continua, exceto no ponto x = b, em que se torna infi- 
nita, J" f(x) dx ser6 (absolutamente) convergente, se na viziulianga de 
x — b, 

M 

IX*)l s d 

em que v < 1 (pag. 248). 

J f{x) dx convergira (absolutamente) se 

M 

I/WIAf 

onde v >1, para valores de x ^ A (pag. 250). 

2. F6rmulas espsciais (pags. 82-87, 128-130, 142 e seg., 151, 168 e 
seg., 206, 208-209, 210, 213-217, 220 e seg.). 

r z n+1 r 

J x n dx = / log x dx = x log x - x. 

f dx n 

J x = I ® I- J - log x dx — %(log x) 2 . 


dx = log | log x [. 


f-f- 

./ log a j a: log a: 



I 
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J sen x dx = - cos x. Jsh xdx — Ch x. 

J ' cos x dx = sen x. J Ch x dx — Sli x. 

fa xdx — - log | cos x |. J Th x dx — log Ch x. 

J cotg x dx = log j sen x\. J Coth x dx — log [ Sh x |. 

J ' arc sen xdx — x arc sen x -{- V 1 — x~, 

J arc cos xdx — x arc cos x - V 1 - x 2 . 

J ' arc tg x dx = x arc t,g x — \4 log (l -j- x~). 

J arc cotg xdx — x arc cotg x 4- 14 log (1 + z 2 )« 
J " Arc Sh xdx — x Arc Sh x - V 1 + ar. 

J * Arc Ch x dx — x Arc Ch x - V x 2 - 1. 
j Arc Th x dx = x Arc Th x -f Yi log (l - x 2 ). 

j ' Arc Cotli x dx — x Arc Coth x -R 14 log (x 2 - 1). 

/ dx ! x| f dx x\ 

= log j tg - . I xr— = log Th - . 

sen x i 2 1 J Sh x 2\ 

f dx / x 7 r\ | C dx f x\ 

J cos* = bg ts (.2+v| J Ch^ = 2arCtg VGj- 

= 2 Arc ThCg-\ 

f dx f dx 

/ = log J tg k j . / ^ — = log { Th x J . 

J sen x cos x 1 J Sh a: Ch a; 

f dx C dx 

J^x = - mtgx - J SV x = ~ Cothx - 

f dx f dx 

/ — T = tg x. / xxrv' = Thar. 

J cos 2 r J Ch 2 a: 


J o ! 9 


/ dx x 

Shx- l ° S Th 2 ' 


Sh x 
’ dx 
Ch x 


= 2 Arc Th I 


' dx 

Sh a: Ch a; 

dx 

Sh ^ = " 
' dx 


— log [ Th x j . 


= - Coth x. 


Ch 2 a: 


= Thr. 
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jf scn 2 x dx = H (x - sen x cos x). 

J eos-x i/x = 3 2 (x 4~ sen x cos x). 

f dx 1 fa \ 

/ ~ — ^—7-^ — ~ = ”7 arc tg l , tg x ) 

J a- sen-x + o-eos'x ao \o y 

" 1 - G«‘)J 


£rcos 2 x ab 


f — 

j crsorr 

/ G?X 1 X 

— ■ 7 — o' = - arc tg-- 
x- -j- a~ a a 


1 

= - -7 ArcTh 


a, b =£ 0. 


f dx 

J x s - a- 


f 1 x 1 a — x 

-- Arc Th - — — log — ■ — , sc I x I < a. 
a a 2 a a x 

1 x 1 x - ft 

-- ArcCotli - = - - log — - — , sc I x I > a, a > 0, 
a a 2a x + a 


dx 


x 


+ arc sen - . 


V a 2 - x 2 
r x dx 


a / 


dx 

V o *■> 

x~ - fl- 


are cos - . 

a 


1 a 

arc sen 

a x 

1 a 

4“ - arc cos - . 

t. fl x 


f o 1 0 

V a* 4~ X“ 
x e/x 


= Va 2 + x 2 . 


Sl 7 

/ 


— X' 


== = - V a 2 — x 2 . 


x 


f V a ^x 2 = Ar° Sh ~ = log (± » + Vx 2 + a 2 ) 
dx 


Vx 2 — a : 
dx 


| = Arc Ch - = log (x ± V x 2 — a 2 ) . 

CL 


1 
} 

f dx 1 a la 

/ —7=== — Arc Ch - = - - log — 
J xV a- — x 4 a x a 


xV x 2 4- a 2 a 


1 A 01 a 1 ! dt a 4- V a 2 4- x 2 
- Arc bh - = - - log -• 


x 


■J a 2 

x 


x- 





/'■*- 
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x 2 dx = - ~ a 2 arc cos - -f ~ x^Ja 2 - x 2 . 

£ (Z JLd 

X 1 
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V x 2 - a 2 dx = - r a 2 Arc Cli - -j- ~x^x 2 - a 2 . 
2 a 2 

r i x i 

I -d x 2 a 2 dx ~ " cr Arc Sh - -f- - War + a 2 . 

h 


1 x + b 

Arc Th 


x 2 + 2bx -f- c vb 2 ~ c -xb 2 - c 

1 \ d b 2 ~ c - x - b' 

= - .^v> 7F= i°S l 


h 


2 v/r-c "!V6 2 -c + r + 6r 
se c < 6 2 , isto e, se x 2 4- 2&z -f c = 0 tiver raizes reals. 
c/.r _ 1 x + b 

+ 26,r 4- c ~ arc tg 

se c > b 2 , isto e, x 2 + 2bx + c = 0 tiver raizes imaginarias. 


/• 


e ax sen bx dx = -r; e QJr (a sen bx - b cos bx). 

a z + o - 

r i 

/ e ax cos bx dx ~ ~ 2 • • , „ e ax (a cos + b sen bx). 

r sen" +1 :r 

i sen" x cos x dx = — 

J n + I 

Formulas de recorrencia (pags. 221 e seg.). 

r i 7i-i r 

/ cos" x dx = - cos" 1 x sen x + I cos" -2 

J n n J 


x dx. 


r i n~ i r 

I sen" x dx — — sen" 1 x cos x + / sen" 

J n n J 

j' r" cos x dx = x n sen x - n J* c"' 1 sen x dx. 


r- 


sen x dx ~ ~ x n cos x + 


n j x n ~ l 


cos x dx. 


sen m+1 r cos"' 1 a: n - 1 

sen m x cos" x dx = ; + — ; — / sen" 1 x cos rt ~ 2 x dx. 


m + n 


m + n 


/ Sl 
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(log r) n dx — r(log x)' 1 -^' 0°S J)" -1 dx. 


x n e n d.c = x" e z - n I x"' 1 e" dx. 


r^ijog r) 
dr 


j"° +1 (]og x) n n f 

“ dx - ■■■<, + 1 - J x y~' dx ( a ±-\). 


I dr 

J (It i 2 )" 2(n 


„-i + 


2n - 3 


1 ) (1 4 - x-r~ l ' 2 (n - 1 )J (1 +X 2 )"- 1 - 


dx 


3. Integraguo de tipos cspeciais de fun$oes. 

(a) Funqoes racionais. Sao reduzidas aos tres tipos fundamentals 
soguinles, pola doeomposigao em fragdes parciais (pags. 226-234): 


(x - a) n re - 1 (x - a)' 1-1 ' 
dx 


f. 

r dx 1 r da 

J (,X- 4 2 bx + c) n (c - J (1 -j- U 2 ) n> 

nnde c - b 2 > 0, a = (x + b)Hc - b 2 , sendo a integral do segundo mem- 
bro calculada pela ultima formula de recorrencia dada acima; 

L 


x dx 


(, x 2 + 2bx + c) n 
1 


k 


dx 


2 (n - 1) ( x 2 + 2 bx + c) n 1 J (x 2 + 2 bx + c) n> 

sendo a integral do segundo membro do tipo imediatamente anterior. 
No que vai seguir, R indica unaa fungao racional. 

(b) j' R { sen x, cos x) dx (pag. 237). 

o , . . x 2 / l - t 2 

Substituigao: / = tg - de sorle que sense = cos x = — 

2 Iff 1 + / 2 ’ 

dx 2 

7i = 1 + t 2 ’ 






lipos prr*cedentes. 
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(0 / R(x, V ax + 6, V cx + d) dx (pag. 239). 


1 dx 2 £ 

Substituigao: £ = d cx + d ou x = - (ij 2 - d), — = — ■. 

c a£ c 


(fe) ]/ “f^f) & (pag. 240). 
Substituigao: 

__ -. n /ag+ 6 i> dx _ ad -be 

^ | cx 4- cf ^ c£ n — a di (c£ n -a) z 


5. Converges' cia uniforme e permuta de operators infinitas 

Definigoes relativas a convergence uniforme, na pagina 391. 

TJma serie uniformemente convergente num intervaio fechado, cujos 
lermos sejam fun goes contmuas, representa uma fungao contlnua no 
intervaio referido (pag. 393). 

Se |/„(a:) 1 = e 2,a n convergir, 2 /„{,t) convergira uniformemente 
■e absolutamente) (pag. 392). 

Permuta da somaqdo e da derivagao (pags. 396-397). Qualquer serie 
;onvergente de fung5es continuas pode ser derivada tenno a lermo, 
lesde que a serie resultante seja uniformemente convergente. 

Permuta da somagao e da integracdo (pag. 394). Qualquer serie de 
‘ungoes continuas, uniformemente convergente, pode ser integrada ter- 
no a termo. A serie resultante tambem convergira uniformemente. 


6. Limites especiais 
Formula de Stirling (pag. 361), 

nl 


lim 


= 1. 


V 2m n+ ^e~ n 
Produto de Wallis (pags. 223-225, 363, 445). 


it ^ / 2n 2 n \ 

2 = i=„ \2rT-T 2 n + \)' 


lim 


(n\) 2 2 Zn 


(2n)lVn‘ 

Produtos infinitos, pags. 419-422). 




LIMITES ESPECIAIS 

e* = lim ("l + 

n — > « v H y 

CO 1 CO *J 

«*)= 2 -. = "; — *>i 

« = 1 n p 1 — p s 

” f X 2 \ 

sen tx ~ ttx n ( 1 -— } 
n =i V n- J 

Definigao da fungao gama (pags. 250-251). 

I' (a-) =J^ e-n^dx, (x^l): 

r(x + 1) = xr(.r); 
ee x for um inteiro positivo n, 

r (u) = (n - 1)! 

Ordem de grandeza das fungoes (pags. 190-195). 

e cx 

lim — = ro , se c > 0 


541 


x 


lim 


log x 


x u 


= 0, se a > 0 


lim x a log x — 0, se a > 0 

s-<0 


(pag- 175). 

(p s«. m. 
(pag. 445) . 


(pag. 192). 
(pag. 192). 
(pag. 195). 


7. Intkgrais DEFINED AS ESPECIAIS 
Relates ortogonais das funcoes trigonometricas (pag. 217). 

f 0, se m 4= n. 


I. 

I 


+ 

TT 





■IT 

sen 

mx 

sen 

nx 

dx 


X 





■ 7T 

sen 

mx 

cos 

nx 

dx 

+ ■ 







cos 

mx 

cos 

nx 

dx 


t, sem = n, nt 0. 


0, sem^ n. 

r, se m = n, n + 0. 


/: 


e~ x2 dx = - V 7r 
o Z 


(pag. 496). 


sen x 1 

dx ~ ~ 7T 

o x 2 



x 


(pags. 251-253, 413, 450). 
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8. Teokemas do valor medio 
Teorema do valor medio do cdlculo differencial (pag. 103). 
fix + !i) ~f(x) 

= f{x + eh), o <6<1. 

n 

Se f(x) = f(x + h) = 0, teremos o teorema de Rolle (pag. 105): ha sem- 
pre um valor zero para a derivada, entre dois valores zero da funQao. 

Teorema geral do valor medio (pags. 135, 203). 

/n-/(q) J'iQ 

g{b)-g{a) g' (O' 
onde | e um valor compreendido enlre a e b. 

Teorema de Taylor (pigs. 320-323). 

h ir h n 

f(x + h) = f(x) + f ( x ) + f"(x) +•■• + “; f M CO + 

com o resto (pags. 323-324): 


R, 


i r h 

nlj o 


(h - r ) n !<■*+» (x + t) dr 


h n + l 

“ &r+"i)i / " +I< * + th) 

hn+l 

= — J- (1 - 0) n / re+1 (x + Oh) CO < 6 < 1). 

Teorema do valor midio do cdlculo integral (pag. 127), 
-6 


/: 


f(x) dx = (b- a)f(Q, onde a g £ g b. 

t 


f(x) p(x) dx 




p(x ) dx, se p(x) g 0. 



DESENVOLVIMENTOS EM SERIES 


9 . Desenvolvimentos em series: series de Taylor e de Fourier 
1. Series de potencias (definigao, pag. 398). 

(a) Series de potencias em geral. 


Qualqner serie de potencias 


n= 0 


de uma variavel possui um raio de comergenda p (que pode ser zero 
ou infinito); a serie convergira quando [ x \ < p, e efelivamente, con- 
vergira uniforme e absolutamente em qualquer intervalo \ x\ ^ r h cm 
que 7] < p. Quando | x | > p, a serie sera divergente (pag. 400). 

Se o resto do teoreraa de Taylor tender para zero a medida que n 
cresce, teremos a serie infinita de potencias (pag, 325) 

nx + h) = m + £/'(*) + + . . . + ^ /w(*) + . . . . 

(b) Serie de Taylor, especial (paginas 316-319, 326-330, 405-409, 
422-423). 

/y>3 

log (1 + •■>■)= I— j+“— J + — ... + ( — l)"- 1 r-+ ... 


para — 1 < x ^ 1. 


x . x 


1 + 1! + 2! + + n\ + **• 


sen x = x — H ... + ( — l) n 7 0 , n T> + 


cos x — 


3! 1 5! 


jr , .r l 


(2/i + 1)! 


* “ l- 2! + 4! -+ + (_1) "(2n)! + ’ 


Sh x "= x + f: + r. + . . . + 
31 o ! 


(2n + 1)! 


4- . 


£ 2 , 


para to- 
dos os 
valores 
de x 


Ch x - 1+ 2 j + ~ , + . ■ • + ( 2n) , + • • ■ J 

- , 2 2l '(2 2 " — 1 )B 2b , , 2 tt 

tg x - 2 ( — l) 1 ” 1 7 0 -rr~ — ~ para < x < 


co 2 13 9 it t) 

COtg X — S ( — 1) B x ~ v P ara — TT< x < x. 


onde as quantidades Bz v sao numeros de Bernouilli (pag. 423). 
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lx 3 1.3 x 5 

axe sen x = x + - — + — — + 
lx 3 1.3 x 5 

ArcShx = x-- i +2 7i¥ - 

x 3 X s 

arc tg x = z — t + ^ — + ... 
x 3 x 5 

Axe Tbx-x-f — -rv+ ... 

3 5 


1.3.5 x 7 

2.4.6 7 + 

1.3.5 x 7 

2.4.6 7 + 


para 

-1 Sx<l. 


para | x j < 1. 


Serie binornia. 
(1 + x)“ 


= 1 + ax + 


— 1) 


2 ! 


V + . . . + 


x(a - 1) (a - 2) . . (a - n + 1) 


t •** . - • - 

m 

para - L < x < 1, 
se a > - L para x = 1 tambern. 
se a §0 para x = - 1 lambetn; 


em particular, 

1 


1 + x 
1 

(Tfx) 


= l- x + x s -x 5 + 


,2 = 1 - 2x -}- 3x 2 - 4x 3 + 


^ 1 + X = 1 + 2 X ~2A X2+ 2A~6 


1.3.5 

x 4 *4- — 

A £ O ^ 1 


= 1 — 0^ + 


Vl + x " 2 " 1 2.4 

Integral ellptica: 

/.' " 


1.3 1.3.5 

X2 ~2JT6 X ' 2 + 


2. 4. 6. 8 

1.3. 5. 7 

2747678 


+ .... 


o V 1 - k 2 sen 


*r 71 V , 71.3V 71 . 3 . 5 V 1 

“ 2 7 + V2/ k + V2.4,) k + (.274.6.) k * + ' ' ‘ J‘ 
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Equa?ao da tangente no ponto (r, y) (pag. 263): 

(a) r) - v = (f — x)/'(x), ( b ) {£ - x)F x + (i? - y) -PV — 0 > 

(0 '[£ - 0(0] 0'(O - [n - 0(O]0'(O = 0. 

Equaguo da normal no ponto (x, y) (pag. 263): 

(a) £ — x + (y - y)f'(x) = 0 , ( 6 ) (£ - x) /'V — (57 — y)F x = 0 , 

(C) [ I - pc/.)! 0' (0 + h - 0(0] 0' (0 = 0. 


Curvatura (pag. 281): 

y" ^ F xx F y 2 -2F ty F x F y + A yy F, 2 

(O) k = (i + (b) k = - (F , 3 + Fy*)* 1 '* 

00 — 00 

(0 k ~ (<4,2 + 


Raio de curvatura (pag. 282): 


p TfcT 

Evoluta (lugar do centro de curvatura) (pags. 283. 307-311): 

1 + y' 2 Id -/ 2 

(a) = x — y , v = y +• — - „ — ; 

E 0 - + f ; 2 

: F xx Fy 2 - 200, F x F y + 


( 6 ) £ = X + F’a 
>7 = y -J- F, 


0 ,M- F y 2 _ 

y /?„ F y 2 ~ 2F X y F, F~ + F~ F/’ 


q 2 + 0 


/.2 


02 _|_ 02 


(c) £ = 0 — 0 77 77, 1? = 0 + 0 77 — 77 • 

<PY ~ \y<p <p\j/ — cpy/ 

Involuta (pag. 309): 

£ = x + (a - s)x, t; = y + (a- s)y, 

onde a e uma constante arbitraria eso comprimento do arco, medido 
a partir de um ponto dado. 

Ponto de inflexao (pags. 159, 266). A condifao necessaria para a 
existencia de um ponto de inflexao, e: 

(a) y" = 0 , ( 6 ) F ra F y 2 - 2F xy F x F y + =* 

(c) iy - xy = 0. 


0 , 





~ v ^- ; *' 4-«cv. v*»4 


CURVAS 

Angulo entre duas curvas (pag. 264): 

,u\ FxGx + F y G y 

( ) cos w - vf?T>? v g7Tg7 2 ’ 

+ yyi 


(c) COS O) /■•> i *2 f “ 0 i " 2 ’ 

V a: 4 y 2 V zr + yj 2 


Em particular, as curvas serao ortogonais se 

(6) F^G* 4 F y Gy = 0, (c) iii 4 yy, = 0* 

tocar-se-ao, se 

(b) F z G y — F y G z - 0, (c) xjx — i t y = 0. 

Duas curvas y ~ f(x), y = g{x) apresentarao contato de ordem n 
no ponto x, se 

f(x)=g(x), fix) = g'(x) f M (x) = g^ix), 

f n +Hx) =1= g n+l (x) 

(pags. 331-333). 


12. Ooatpri.uento de arco, area. volume 

Comprraenh de arco (pags. 276-280). Srja uma c:urva pinna dada 
pdas Ci | ua cues 

(a) y — M. (6) F{x,y) = 0, (c) x = <£(/), y = iK0« 

(d) (coordcnadas polares) r = r(0). 


0 comprimento de arco sera 


(a) 5 


A 4 y r ~ dx. 


(c) s 


V x 2 4 y 2 


(b) s - / ‘ ~ V F x 2 4 F v 2 <fc. 

J jo <* v 


(d) s — f Vr 2 4 r' 2 dfl. 

d flo 


Area de utna superficie plana. A area limitada pela curva 

r = r(0) 

e por dois raios vectored sendo r t 6 as coordeuadas poiares, e 

dada par 


1 fO' 

2 J o 0 


r 2 dfl 


(pag. 275). 
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A area compreendida entre a curva 

y = /(x), 

as duas coordenadas x = io, x = Xj, e o ei.xo dos z, e 



Cpag. 80 ). 


Volume. 0 volume tendo por base a regiao H e Iimitado ua parte 
superior pela superflcie 

? = f{x, y) 

e dado por 

fir., y) dr dy 



(pag. 487). 



EXEMPLOS DIVERSOS 


CAPITULO I 


1. Demonstrar que, se p e q forem inteiros, o desenvolx imento de pfq conio 
fragao decimal termina. ou e periodico a partir de certo panto. Demonstrar, tambem, 
quo cada fragao decimal, finita ou periodica, representa am numero racional. 

2. Exprimir 39 no sistema ternario (base 3). 

3. Como sera escrito o numero 156 (a) na escaia binarla (base 2), (b) na escala 
quaternaria (base 4) ? 

4. Escrever os seguintes numeros no sistema de base 12: (a) 1076; (6) 10 000; 
(c) 20 736; (d) 1/6; (e) 1/64: ( j ) 1/5. 

5. Pode-se determinar V 2 com uma casa decimal exata, fazendo l 3 = 1 < 2. 
2 2 = 4 > 2, portanto, 1 < V 2 < 2. em seguiAa 1.3* = 1.69 < 2, 1,4= = 1,96 < 2. 
1,5 s - 2,25 > 2. logo 1,4 < V2 < 1,5. 

(а) Continuar o processo ate mais uma decimal. 

(б) Calcular V 7 com duas casas decimals exatas, pelo tnesrno metudo. 

6. Para quais valoie- do x se verificam as seguintes desigualdades ? 


(«( x 3 + 3i + 1 S 0. 


1 1 


(c) x + - 

X 


§ 6 . 


(6) P-i + iao. 


{(1) 3z - 2 g x 3 . 


o. “4* b 

7. Demonstrar que a media aritmetiea — - — . das duas quantidades positives 


a e b, nao £ menor do que a media geometrica, ^ ab , isto e, que 

a b , — 

g- V 

2 

Quando se verifica o sinal de igualdade ? 

8. A quantidade £, definida por - = - f — j — e denorninada a media har- 

£ 2 Va by 


monica das duas quantidades positivas a, b. Mostrar que a media geometrica nan 
£ menor do que a harmonica, isto e. que V ab 2s 
Quando se verifica a igualdade P 

9.* Mostrar que as seguintes desigualdades se verificam se a, b, c forem posi- 
tives: 


(a) a 2 -f- b- + c 2 == ab + be 4- ca. 

( b ) (a 4* b) (b 4- c) (c + a) ^ 8 ahc. 

(c) a 2 b 2 4- 6*c* 4- c 2 a 2 S abc(a + b 4 e). 


sin 
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10. Os numeros x„ x 2 , x 4 e a*, (i, k = 1, 2, 3) sao todos positivos. Alem disso, 
a ik g M e jp 4- r 2 2 + * 3 2 ^ 1. Provar que 

a,,!! 2 + 20 , 20:^2 + . . . 4- a^x/ g 3 M. 

11 * Provar que se os numeros a„ a 2 , a u e b lt b 2 b a satisfizerem as 

desigualdadcs n^a.S ... s£ a„, 6, Si b 2 S ... § 6 U , verificar-se-a: 

^ S af) ^ S 6 ; ^). 

12. Demonstrar as seguintes propriedadcs dos coeficientes binSmioa: 

( “> 1 -G) + 0-G) + --‘0-°- 

^0 +2 0 +s 0 + - +n 0- n ^'- 

to 1.2 Q + 2.3 Q + - - . + (ft - l)n Q = n{n - 


(d) 1 


1 / n\ 1 /n\ i /n\ Z n 1 - l 

(i) + 3G) + - + ^U-TTT- 


1 /n\ 2" + i - 1 


to 


0' + 0’+- + 0’“Q 


13. Demons! rar que, somando-se 

t-(x + 1) (r + 2) . . . O' + fe + 1) - {v - l)v<v 4- 11 . . . tp + fc) 
ile r = 1 a v = n, vira: 

n(n 4 1)... in 4- k 4 L) 


21 v(.v 4 1) (» 4 2) ... (v + k) 

v — L 

14. Caleular I s + 2 3 + ... + n a , empregando a rela^ao 

j, 3 = [>(y -|- lj (t' -J- 2) — Zv{» T 1) + »• 


15. Calculax 


(a) 


1.2.3 2.3.4 


4- ... 4 


n(n + 1) (n + 2) 
1 


/I% 1 1 1 

(b) (- 1 h . . . 4* 

1.3 2.4 3.5 n(n + 2) 


to 


1 1 

+ r~— + - ■ • + 


1.2.4 2.3.5 


n(n 4 1) (n + 3) 


16. Estabelccer uma formula para o termo de ordem n das seguintes progres- 
ses aritmeLicas: 

(a) 1, 2, 4, 7, 11, 16, .... 

(b) - 7, - 10, - 9, 1, 25, 68, ... . 
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17. * Mostrar que a soma dos n. primeiros termos de uma progressao aritmclica 
de ordem fe e 

aSi, + pS, 4" qn, 

unde S u represcnta a soma das n priineiras potencies de ordom v, e a, b, . . p, q 
sao independentes de n. Calcular as soinas das progressoes aritmclicas do ex. 16. 

18. * Demonstrar a teorcma do binoinio 

(a +• 6)° = a a 4- a"-'b + Q) a^b- 4- ... 4- 6” 

por indufao matematica. (Ver, lambem, o Cap. Ill, pag. 201.) 

19. Calcular 

r 1 1 1 -\ 

it — .a V.1 .2 2.3 n(n 4-1)/ 

(■ b ) Iim f b b . . - 4" ^ . 

n— « V.1 .2.3 2 3.4 rt(n + l)(n4-2,7 

f \ 1 1 \ 

(c) Iim I <, b ; b ■ • . 4- « ) . 

a— v « -4- 1 v 2nS 


(c) Iim I «, b t : b ... 4- I. 

n-.BV.Va \/i + l \ 2 nJ 

20. Se S a. = 0, demonsLrar que liin S a ( V n 4- ( a 0. 

i — 0 n — ♦ <oo j=*0 


21. Demonstrar que Iim — = 0. 

n- - 2" 

(n 4~ lp 

22. Provar que Inn — = 0. 

n-« 2 J 

23. Demonstrar que Iim rt 2 0 . 


24. Provar que Iim V n 1 4- n = 0. 

n—> => 

2‘>. Empregando o criLerio de convergelncia de Cauchy, mostrar que as se- 
qiieucias abajxo convergent: 


(a) = 


n 4- 1 


(cE a °= 1 +^+T ! +-'-+^ 

111 1 

(d)* a a = 1 i b • ■ . =*= — . 

II 2! 3! nl 

26.* Mostrar que os limites das sequencias (c), (d) do exemplo anterior sao 
reclprocos (assim como o limite da seqiiencia (d) e 1/el). 
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27.* Demonstrar que o limite da seqiiSncia 


V 2, V 2 + v 2, V 2 + V 2 + V 2 , . 

(a) existe; (6) e igaal a 2. 

28*. Provar que o limite da seqiiencia 

1 1 1 

+ -“7 + • ■ • + r~ 

n /i -f- 1 2n 

existe. Mostrar que tal limite e menor do que 1, mas nao do que V% 
29. Provar que o limite da seqiiencia 

1 1 


a. = 


n + 1 


+ 


existe, e igual ao do exempio anterior, maior do que 14, mas nao excede 1. 

30. Estabelecer os seguintes valores extremos do limite L dos dois exemplos 

37 57 

anteriores: — < L < — . 

60 60 

31. * Sejam a„ b u dois numeros positivos quaisquer, sendo a, < 6,. Seja, aiuda. 

, - 

a 3 = , b 2 = "V a, 0,. 


e em geral 


o, — 


<2 1 4* *i 

2a a . , 6 0 _, 


■| b D "N 1 u,.! 0 a _i , 


a a- 1 + *a-l 

Provar que as seqiiencias a lt a 2 , . , . e 6 U b 2 , . . . convergem e tern o mesmo limite. 

°" 1 L, teremos lim ^ a 0 = L. 


32* Se a, > 0 e lim 


n—> 30 


33. Empregar a formula do exempio anterior (n. Q 32) para ealcular os limlte 3 
das seguintes seqiiencias: 


(ft) ^ n; ( b ) ^ n s + n 4 ; (c) jy^" ^ . 


34. Considerando o exempio 33(c), mostrar que 

nl = n n e' n a„, 


onde a n 6 um numero cuja raiz n tende para 1. (Vcr cap. VII, apendice, pag. 363.) 


x + 2 

35. Provar que lim — — = 2. Determinar um 5 tal, que para ] x | < 5 » 
x—’O x + 1 

x + 2 \ 

diferenpa entre 2 e — —seja, em valor absoluto, (a) menor do que — : (b) menor 
x + 1 10 


do ( l ue , J (e) menor do que e, t > 0. 
1 000 



X + 2 3 

36. {a) Provar que lim — - . Determinar urn 5 tal, que para 1 1 -x \ < $, 

x - — * i x -f 1 2 

3 x -}“ 2 

a diferenga entre - e — — seja raenor do que « (« > 0), era valor absoluto. 


2 z -f 1 

Fazer o mesmo ( b ) para lim V 1 4- r 3 ; (c) para lira 

?— 2 


sen x 


I -j^ 

37. Demonstrar que (a) lim - — it r .z Jf = - , 

5C — 0 x 2 


(6) lino Vz -|- ¥2 (y x 4- 1 - Vi)=s Yi- 


38. Provar que lim (cos -x) 2 ® existe para cada valor de x, sendo igual a 1 

m — c=? 

ou a 0. cooforme x seja inteiro ou nao. 

39. * Demonstrar que lim [lim (cos imlx) 2 '”] existe para to do s os valores de x, 

n — co m—* «j 

sendo igual a 1 ou a 0, conforme x for raciona! ou irradonaJ. 

40. Determinar quais das fungocs seguinles sao eontinuas. EslubeJeeer os 
ponto; de descontinuidade para as descootlnuas. 


x 5 4- od 4- 3x 2 
sen x 

x J 4- 5x 3 4- 3x 


(a) J{x) 


(b) J(x) 


sen x 
(c) J{x) — lim (cos 


■. m - 0 . 

m - 0 . 


(d) J{x ) = lim [lim (cos jrnlx) 1 ®]. 

n — * a? m — 

41. Seja /(x) 11111 a fungao contiaua para 0 ^ x ^ 1. Suponhamos, alem disso, 
que j(x) admita somente vaiores racionais. e que /far) = Yi quando x = Yl- Provar, 
enlao, que J(x ) = Yi em todo o intervalo 

42. A fungao 

j(x) — 2 sen 3x 4- 10 cos 5x 

possui algum zero real ? 

43*. Se/(x) salisfizer a equagao funcional 

j(z 4- y) = ttx) 4-/(y) 

para todos os valores de x e de y, determinar os valores de j(x) nos pontos racio- 
nais, e provar que sg j(x) for continua, j(x) = cx, onde c e uma constante. 

44.* Demonstrar a reciproca do teorema da continuidade uniforme, a saber: 
se J(x) for uniformemente continua no intervalo semi-aberto a < x S &, tendera 
para urn limite unico, a medida que x -» a (que pode ser adotado como o valor de 
Ha ) ). 
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45. Desenhar os graficos scguintes, escrevendo, tambera, as equagoes cm co- 
ordenadas cartesianas: 

(a) r = a + b cos e (Caracol de Pascal). 

(. b ) r 5 (Elipse). 

2 - cos 8 

2 a sen 3 9 _ 

fe) r = (Cissoide). 

cos 6 

3a sen B cos 6 

(d) r = (roho de Descartes). 

sen 3 9 + cos 3 B 

46. * Mostrar que a equaguo da elipse com um dos focos na origem 6 

k 

1 - e COs( 9 - 9 n ) 

47. Seja c o numero coniplexo x -r iy, representado por uin ponto no sistema 
de coordenadas cartesianas. Desenhar as curvas 


(a) 

1 c - l 



i c T i 



I C - a 

= k, a, 0 constantes complexaa 

(by 

i 

1 C - 0 

(c) 

1 c 3 -l 

= k. 


48. Sejam c lt c 2 dois uumeros complcxos. Provar que 

(a) \ Cj =s= c 2 1 % | c, ! + ! c 3 j. 

(b) | Ci c. | ^ | c, | - | c, |. 

49. Demonstrar a igualdade 

fc. + c 2 i=+ | Cj - C2 |* = 2| Cl |= + 2[ Ci |* 

dando a sua interpretagao georaetrica. 

50. Provar que (cos 0 + i sen e}” = cos nd + i sen n6, por iudugao matcmS- 

tica. 


GAP ITU LO II 

51.* Provar, diretamente, que a derivada da fungao 

J(x) = x 7 sen x =f= 0; j{ 0) = 0 

x 

existe em todos os pontos, sendo igual a 

1 1 

- cos - -f 2a: sen r t 0; 0 em i = 0 
x x 

Mostrar que, embora j'(x) nao seja contmua em x = 0, o teorema do valor m£dio 
amda e aplicavel, e a propriedade exposta no exemplo n.° 57, que segue, e verda- 
deira (ver as pags. 199, 200 do texto). 
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52. Desenhar o grafico da fungao 

1 

fix) = xsen x xf 0; /( 0) = 0 
x 

determinando sua derivada para x 0. Mostrar que tal derivada nao cjdste cm 

fix) - f(0) 

x = 0, mas que o quociente das diferengas assume os valores extremos 

x 

superior e inferior, 1 e — 1, respectivamente, quando x -> 0 (pag. 199). 

53. Estudar o comportamento da fungao 

1 1 

f[x) = x sen — f- sen x 4= 0; /( 0) = 0 

x x 

relativamente a sua derivabilidade. 

54. Provar que a derivada da fungao 

1 

fix) ~ - sen x, x 4= 0; /( 0) =* 1 
x 


existe em qualquer ponto, sendo igual a 


1 1 

fix) — sen x + - cos x, x =£ 0; f'{ 0) = 0. 

x- x 


Mostrar que fix) e continua, e deduzir fix). 

55. Se/(x) for continua e derlvavel para a | r 5 ii, mostrar que, se fix) ^ 0 
para a ^ x < f e j'{x ) 3; 0 para f < x b, a fungao nunca sera menor do que /(£) . 

56. ’* Se a fungao continua /(x) liver a derivada fix) em cada ponto x na vizi- 
nlianga de x = f, e se fix) se aproxiraar do limite L a medida que x -*£,/'(£) exis- 
tira, sendo igual a L. 

57. * Se f(x) tiver a derivada f'(x) (nao necessarian! ente continua) em cada 
ponto idea^rii, ese f'(x) admitir os valores m e M, admitira, igualmente, 
qualquer valor ju., situado entre m e M. 

58. S e f'(x) 2: 0 para todos os valores de x em a 4= x ^ b, o grafico de y *= f(x) 
ficara situado acima da tangente em qualquer ponto x — £, y = /(f) da curva. (A 
curva, neste caso, tem a convexidade voltada para cima.) 


59. S ef"(x) ^ 0 para todos os valores de x em a S x ^ b, o gr&fico de v = fix), 
no intervalo x,i iS x 2 , esta localizado abaixo do segmento linear que une os 
poutos da curva para os quais x — x it x = x 2 . 


60. Se f (x) 3 0, vira 



^ fjx-i) +fjx 2 ) 

"" 9 


61. Se fix) — l f 3 x 3 — x 2 + 1, determinar uma quantidade 5 tal que, para qual- 
quer valor de h menor do que 5, em valor absoluto, e para qualquer x do intervalo 
- H i ^ Hi se verifique a desigualdade: 


fix) 


fix -f h) -f(x) 



h 
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62. Derivar diretamente. escrevendo as formulas de integragao corresponden- 
tes: (a) x u2 ; ( b ) tg x. 

63. Caleular: 

(a) Iim ~ ( 1 + + . - • + 7 = ) • 

n — * a V II V. "V 2 V Tly 

1 f ir 2ir nir\ 

(i>) lini - I!-}- sec 2 (- sec 3 p . . . -f sec 2 — ) . 

n V 4n 4n 4 tiJ 


64. Demonstrar que 


fl 16 2 D ' t 

(a) / (* 2 - I)* dx = - ; (6) ( - 1)" / (a; 2 - 1)" dx = — - 

d -i lo j -i (2 n 

65. Mostrar que 

— <f 


0+l (n!) 2 


(2n + 1)! 


j/ -p 


‘ l '+ 1 cfc v 

7 < I 


11 1 r n dx 1 1 

- + - + -< 1 +- + ... + 

23 n J l x 2 n-1 


^ 1 1 r v dx 

Provar que a seqiiencia Id p . . . d / — , r = 1, 2, . . ., e decrescente, 

2 i> J i x 

possuiudo valor extrerno inferior. 

66. * Seja/(.r) uma fimguo ta! que J"{x) g 0 para todos os valores de x, e seja, 
aiuda, a = »(/) uma fungno continua, arbitraria. Terenaos: 

- / a j[u(D] dltj (- f a u(i)dl Y 

a J o Va do y 

67. * Se uma parlicula percorre a distSncia 1 no tempo 1, partindo e finali- 
zando em repouso, em alguma parte do intervalo ela esteve sujeita a uma acele- 
ragao S: 4. 


CAPlTDLO III 


68. Derivar as fungoes seguintes: 


(а) etg^jr+logsen*, 

(б) (* + 2)-*(l-i 2 ) li2 (z 2 + 1)*» 

a: 3 sen x — X s cos x 

( c ) — . 

X- tg z 


69. Quais as condigoes que os coeficientes a, j5, a, b, c devem satisfazer para 

que 


ax -p 0 

V ax - + 2bx -p c 


admifca derivada finita em toda a parte, sempre diferente de zero ? 
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70. Desenhar o grafico da fungao 

y - C* 2 ) 1 , y(0) = 1. 

Mostrar que esta fungao 6 contiDua era x = 0. A. fungao tem mdximo, mini mo ou 
pontos de Inflexao ? 

71. Em todos os triangulos de mesma base e perimetro, o isosceles e o que 
possui a maior area. 

72. Entre todos os triangulos de mesma base e angulo vertical, o isosceles 6 
o que possui a maior area. 

73. Entre todos os triaDgulos de mesma base e de area igual, o isosceles 6 o 
que possui o ingulo vertical maximo. 

74* Entre todos os triangulos de mesma area, o eaiillatero e o que possui 
o menor perimetro. 

75. * Entre todos os triangulos de igual perimetro, o eqiiilatero e o que possui 
a maior area. 

76. * Entre todos os triangulos inscritos num circulo, o eqiiilatero e o que tem 
a maior area. 

77. Demonstrar as desigualdades seguintes: 

1 

(a) e x > , x > 0. 

1 4- x 

(5) e x > 1 + log(l 4- x), x > 0. 

(c) «* > 1 + (1 + i) logCl 4- x), x > 0. 

78. * Sejarn a, b dois mimeros positivos. p e q dois numeros diferentes de zero, 
p < q. Provar que 

[ to * + (1 - fllH 1 '' 1 ^ 

[to 0 4- (1 -b a \“ a 

para qualquer valor de & no intervalo 0 < 0 < 1. 

(Esta e a desiguaidade de Jensen, que estabelece que a potencia media p , 
[to p + (1 - de duas quantidades positivas a. b , e uma fungao crescente de p.) 

79. Mostrar que o sinal igual tem lugar na desiguaidade acima se, e somente 
se a — b. 

80. Provar que lim [to p 4- (1 - 0)5 p j l,i> = a&b 1 - 9 . 

p—0 

81. Definindo a potencia media de ordem zero de a, b, como a 6 b l ~ e , mostrar 
que a desiguaidade de Jensen se aplica a Sste caso, vindo (a b) 

> [to 5 4- (1 - Gjb' 1 ] 1 conforme seja q > 0. 

Para <? = 1, e g to 4~ (1 — 0)b. 

82. Provar a desiguaidade 

a*6l-« S 6a + (1 - d)b, 

a, b > 0, 0 < 8 < 1, sem referencia a desiguaidade de Jensen, mostrando que a 
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tgualdade existira somente se a = b. (Esta desiguaidade estabelece que a media 
geometrica 6, i — 6 e menor do que 8 media aritmetica correspondente. ) 

83. Se => quando j- = , mostrar que log >sU) e de ordem de grandeza 

inferior a <?{x), ao passo que e° ,xi e de ordern superior. 

84. Se a ordem de grandeza da funcao positiva j(x) for superior, igual ou 

rl 

inferior h de x m quando x — = . provar que / /(£)df tem ordem de grandeza cor- 

J a 

respondente a ordem de grandeza de i®* 1 . 

f x 

S3. Couiparar a ordern de grandeza de / /( £) o' J em relagao a j{x) quando 

d a 

z— oo, para as seguintes fungues fix): 


V x 


'a > 


ic) xe l5 . 


eV z 

■ bj c x . Id) log x. 

86. Pro\ar que se fix) for continua, e se 


ax) = f x rn 

j 0 


dt. 


j(x) serd ideuticainentc nula. 

n - l 

8T. Provar quo Z ix ,_1 

i = i 

83. Mostrar que 

dx« 


in - l)x”~ nx°-' + i 

!iri(x)fi a:2 ' 2 1 


onde u,(x) represcnta uni poliudmio de gvau n. Estabelecer a relagao de recorrencia. 


il D4l = XU, + u 0 '. 

89* Aplicando a regra de Leibnitz a 

d 

- (£*='-) = xex-'t, 
dx 


deduzir a relagao de recorrencia 

u n4 i = xu a + nu 0 _,. 

90.* Combinando as relagoes de recorrencia dos exemplos os. 88 e 89, esta- 
belecer a equagao diferencia) 

a," -f xu.' - nu„ = 0 

satisfeita por u n (x). 

91, Achar o polinomio 

n.(x) = x* + a,x*‘ l + . . . + a, 
solugSe da equagSo diferencial a." 4- xuj - nu, = 0, 






w 
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92.* Se P,Ax ) — • — - (.r 2 — l) n , provar as relagoes 

2’'n! dx a 


(a) P Q X *= 


x- - 1 
2{n + 1) 


P/ + 


(n -{- 2)x 
2+1 


P/ + 


71 -+■ 2 


(4) P n+ i' - *P.' + (n + 1 )P„. 

ip) ~[(x 2 -l)P/j-n(n + l)P o -0. 
ax 


93. Achar o polinomio 


P„- 




2°(n!) 2 

solugao da equagao diferencial 

d 


s a 4- a^ 0-1 + ... + a. 


dx 


[(x 2 - 1)P/] - n(n 4- 1)P B = 0. 
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1 d a 

94. Deterrmnar o polinomio P a (x) — — (a: 2 - l) n , eniprcgando o teorema 

2 D n! dx a 


do binomio. 


954 Seja X a , p (x) — ( - } r"(l - £) I> ~", n = 0, 1, 2, . . p. Mostrar que 


1 - s k„(x). 

n — 0 

p n 

2 = 2 A n3 _(x). 

tt = lp 


= 2 


© 


n — k /}> ’ 


X„. 0 (x). 


© 

= X p , „©)• 


• a 


‘ | H 


If! 

i 1 I 

i 


CAPlTULO IV 

Efetuar a integragao dos exemplos ns. 96-101. 
1 4- yf 
+ 

dx. 100. 


n 4 - 

. / = dx. 

J 1 +^ 

■/rfi 

■/ 


99. 


4- 1 
x dx 


1 + 2 - V 1 + 


m -f 


r x 2 - 1 
J X 1 4- X' 4“ 1 

f (lx 

J Wr-i’ 

dx 


dx. 


x(x + 1) ... (i + n) 


Calcular as integrals, dos exemplos ns. 102-107. 

7t/2 

102. I cos n x dx. 


/, 


r ir/6 

103. / cos 7 30 sen 4 6? d0. 
4 0 


If 1; 
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104 


106 


r 1 x~ a dx 

Jo ' 1 - X 2 * 


r 1 x 20 * 1 dx 

105. / . 

J o V 1 - ar) 

107. r 1 ^ 2 {i - 1 2 ) 3/2 rfj. 

■j 0 


Eslabelccer as formulas de recorreucia para as integrals dos exemplos ns. 


108-112. 
103. j 

^x*(iog x) m dx. 

111. ^e* 1 Sb 6x dx. 

109 J 

fx°e“ sen 6x dx. 

112. j e" Cb fax dx. 

no. j 

f £"e*i cos 6x dx. 



x dx 


113. Integrar J 

de tres maneiras diferentes. 


to dos 


114.* Seja P a (i) = 


1 d‘ 


(jj _ Mostrar que 


2”nl dx° 

J P a {x)P m (x) dx = 0. se m n. 


115. Provar que 


/‘ p -‘ 


( 2 ) dx — 


116. Provar que 


n -f 1 

f x m P,(x) dx — 0, se m < n. 

J 1 


117. Calcular f x a P a {x)dz. 

J -7 

Verificarse as integrals improprias dos exempios ns. 118-131 sao convergentes 
ou divergentes. 


118 

119 

120 


“ dx 


0 ^ ax — x 2 
dx 


xV x s - 1 * 

l'N" . 


•/, 

•/, 

■SX^-J 

121. /V(V)V 

/ > 33 

e~*x’ n ilog x) tt dx. 
0 


125. j x log sea x dx. 

J 0 

. f * er* % dx. 

J — ce 

. f z2n-l e-x* dx, 

d 0 

128. f 

J 0 


126 

127 


'*/2 dx 


122 


125. f Io e sen x dx. 

0 

f » 1 

1 24, l - log sen 2 dx. 
d 0 x 


129 

130 

131 


0 sen* x 
dx 


r " dx 
do 1 -{- X* sen* x 

/ “ x dx 

0 1 + x* sen* x ’ 
m r " x« dx 

J 0 1 + x^ sen* x 
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/ •» f( x ) 

dx convergir para qualquer valor positivo de a, e se j{x) 

n X 


tender para urn limite L quando x->-0, mostrar que 


j(ax) ~j(fix) 


dx e conver- 


gente, tendo o valor L log -. 

a 

133. Com referenda ao exemplo anterior, mostrar que 


(G) / 

J c 

(b) [' 

J o 


to g-ax _ jg 

dx — log 

OX at 


cos ax — cos fix 


dx — log 


rb J 

131.* Se / — dx convergir para quaisqner valores positivos de a e de b, 

J a x 

e se j{x) tender para os limites M, quando x-* e L quando x->0, mostrar que 

J 0 x a 

135. Deduzir as seguintes expressoes para a fungao gama: 

/ CO 

x 2 n-le~xi dx, 

0 

r( n) = J 1 q (log dx. 

CAPlTULO V 

136. Desenbar as seguintes curvas, estabelecendo as suas cquagSes nao para- 


metricas: 

5aP 5aP 

(а) x — , y = . 

1 + i» 1 + t* 

(б) x — at + b sen i, y — a — b cos t. 

137. * Mostrar que as duas fannlias de elipses e de hiperboles 

“C 2 y z 

h : — 1, para X < b, 

a- - X b 2 — X, 

x 2 y 3 

==, i > para a< r < b, 

a 2 — r b s — t 

t6m focos comuns e se interceptam segundo angulos retos. 

138. Acbar as curva; pedals (prig. 267, ex. 11): 

(а) da elipse x = a cos 6, y — b sen 9, em relapao a origem; 

(б) da hiperbole x = Ch 6, y = b Sh 6, em relagao a origem; 

(c) da parabola y- — 4px, em relagao a origem; 

(d) da parabola y~ — 4 px, cm relagao ao foco. 
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139. Mostrar que a tangente a elipse tem a mesma inclinagao sobre os raios 
focais tirados pelo ponto de contacto. 

140. Mostrar que a tangenle a hiperbole tem a mesma incliuagao sobre os 
raios focais tirados pelo ponto de contacto. 

141. Determinar a curva descrita pela ex-tremidade de ura segmcnto de com- 
primcnto constante l, medido ao logo da normal a parabola. 

142. Achai a area limitada pelo lago da curva 

x* + y s ~ 5 ax"y 2 = 0. 

143. Calcular a area limitada pela curva 

a 2 {x 2 + y-)\b*x 2 + a 2 y 2 ) = (a 2 - b 2 ) 2 b 2 x\ 

144. Calcular o comprimento do arco da epicicloide 

a + b 

x = (a -f 6) cos t - b cos 1 

b 

a. d - b 

y = (a + b) sen t - b sen i 


n partir do ponto inicial t = 0. 

145. Proyar que o raio de curvatura em urn ponto da curva polar r = J r J) e: 




p 5 - 1 


d 2 r 

dp 


+ 2 


O 


146. * Demonstrar que, se a curvatura de lima curva no piano xy for uma 
f mgao monotona do comprimento do arco, a curva nao sera fechada, ncm (era 
; juntos duplus. 

147. Calcular o momento de inercia de uma barra de comprimento L, 

(а) em relagao ao seu centra; 

(б) cm relagao a um dos extremes; 

(c) em relagao a um ponto sobre a linha da barra, a uma distancia d do centra; 

(,d) em relagao a qualquer ponto situado a uma distSncia d do centro. 

148. Estabelecer a equagao das curvas que interceptam as retas tiradas pela 
origcin sob o mesmo ungulo a, em qualquer posigao. 

149. Determinar a equagao das curvas cujas normais tSm um comprimento 
constante k. (0 “comprimento” da normal e a extensao do segmento compreendido 
entre a curva c o eixo dos x.) 

150. Mostrar que as unicas curvas cuja curvatura e uma constante fixa k sao 
os ctrculos de raio 1 jk. 

151. Determinar as equagoes das curvas cujos centros de curvatura se acham 
no cixo dos x, e cujos raios de curvatura tem o comprimento igual h normal. 
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152. Estabelecer a equagao das carvas cujo raio de curvatura e igual ao com- 
primento da normal, porem cujo centra de curvatura nao se acha sobre o eixo dos x. 

153. * Deduzir a formula do comprimeuto de uma curva, em coordenadas po- 
lares. 

CAPITULO VI 

154. Deduzir a formula da integral para o resto i?„, aplicando a integragao 
por partes a 


jix + h) -J(x) 


=/> 


(x + r) dr. 


153. Integrar a formula 


1 fh 

= + r) dr, 

n\J o 


para obter 


=j(z + h)-J(x)-hj'(z) 


h ■ 

- -r a Kx). 

m 


136.* Suponhamos que se obteve o seguinte desenvolvimento em serie da 
fuogao /( i) 

j(x) = a a + a# + a 2 x 2 + . . . + a u :r" +• BJx), 

onde a 0 , . . ., a a sao coEstantes, e derivavel continuameute n vezes, e 

B„{x) /-CO) 

»0 quando x~>0. Mostrar que m. = - — — , (k = 0, . . ., n), isto e, que o de- 

x‘ fe! 

senvolvimento obtido e uma serie de Taylor. 

157. * Achar os Ires prirneiros termos que nao se anulam da serie de Taylor 
para sen 2 x, na vizinhanga de x = 0, multiplicando o desenvolvimento em serie de 
Taylor de sea x por si ruesmo. J ustificar o procedimento. 

158. Determinar os tres prirneiros termos que nao se anulam da serie de Taylor 

sen x 

de tg x na vizinhanga de x = 0, empregando a relagao tgz = , e justificar o 

COS X 

procedimento. 

159. * Estabelecer os tres prirneiros termos que nao se anulam da serie de Tay- 
lor de Vcos x na vizinhanga de x = 0, aplicando o teorema do binOmio & serie de 
Taylor de cos x, e justificar o procedimento. 

160. Determinar os quatro prirneiros termos que nao se anulam das series de 
Taylor das seguintes fungoes, na vizinhanga de z = 0: 


(a) x eotg x. 


(i c ) secx. 


(e) e e \ 


\ sen x 


(/) log sen x - log x. 
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161. Acbar a serie de Taylor de arc sen x na vizinkanga de x — 0, aplicando 


arc sea x 



dl 

VfOT 2 ' 


(Pfig. 203, ex. 5.) 

162. * Estabelecer a serie de Taylor de (arc sea _r) 2 . (Pag. 203, ex. 5.) 

163. Deduzir as series de Taylor das seguintes fungoes, na vizinhanga de x = Q: 


(a) Sh _1 *. 


(b) 


r 

J o 


er l 3 dl. 




* sen t 

T 


■ dl. 


164* Avaliar o erro cometido empregando-se os n primeiros termos das series 
do exemplo 163. 

165.* Daas particulas com cargas opostas, +e, -e, separadas por pequena 

distancia d, formam am dipolo com o moinento M = ed. Mostrar que a energia 

M ■ . , . d 3 

potencial e igual a — (1 + e), onde e e aproximadamente igual a — , num ponto 
r- 4 r 3 

situado no eixo do dipolo a distancia r do seu centre; 

(i b ) 6 igual a 0 num ponto situado sob re o bissetor perpendicular ao dipolo; 


A/ cos 8 d- 

(c) e igual a (1 + e), em que « e aproximadamente igual a — (5 cos 2 0-3), 

r 2 8r 2 

num ponto de coordenadas r, 8, relativas ao centro e ao eixo do dipolo. 

(A energia potencial da carga unica q num ponto situado a distancia r da care a 

e qjr ; a energia potencial de di versus cargas e igual a soina da energia potencial 

das cargas isoladas.) 

/I 

166.* Determinar os tres primeiros termos da serie de Taylor de ( 1 -] — 



em po tend as de 

x 

167. Calcular os seguintes limites: 


(a) 

(by 

(cf 


MO+D'-*]- 

tajx + «=[(i + i) -«]. 

Jim x j^l + - e log o *:)']• 


lim 

a :-+0 


^sen x ^ 1 /* 3 


(e) lim 
x- * “ 


^seu 


168. * Demonstrar que o circulo osculador nao corta a curva nos pontos em 
que o raio de curvatura e maxima on minimo. 

169. Determinar o maxima e o minimo das seguintes fungoes : (a) \ x j, 

(6) x sen (1/x). 
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CAPITULO VII 

170. Mostrar que o comprimeuto da elipse x = a cos l, y — b sea t, 4: 


s — 4a I VI - e 2 cos 2 1 dl, onde e- = 


a* -b* 


Calcular o comprimento da elipse para a qual e = com quatro decimals exatas, 
empregando a regra de Simpson com seis divisoes. 

171. Desenvolver em serie a integral do exenjplo anterior (n.° 170), deterrai- 
nando o numero de tlrrnos necessarios para que o resultado seja exato ate a quarta 
casa decimal. 

/ I Jog (1 x) 

— — dx empregando a regra de Simpson com h = 0,1. 

0 x 

173. Mediu-se a hipotenusa de uni triangulo retaugulo, com precisao, achan- 
tlo-se 40, ao passo que o ungulo lido de 30° tern urn erro possivel de !4°. Pede-se 
o erro provavcl cornetido no calculo dos ontros Iados e na area do triangulo. 


174 * Partindo de 


log(o; + z) dx (a > 0), mastrar que 


a(<y + 1) ...(« + n) = a„n! n a , 

inn que a„ tem para limitc inferior urn numero positivo. Mostrar que a„ 4 mono- 
tonamente decrescente. para valores suficientemente graudes de n. (0 limitc de a M 
h mcdida que n-»®, e 1/T(a).) 

rijl n.l . . . njl 

175. Determinar uma expressao aproxirnada para log : , onde 

n! 

«,+«!+•■. + ni = n. 


176. Mostrar que o coeficiente de x a no desenvolvimento binomial de 

1 

4 dado assintdticamente por 


Vl~s 


CAPITULO VIII 


177. Provar que se 2 a v - convergir, o raesmo acontecera para 2 — . 

v = l 1 V 

178. Sc a D lor uma seqiiencia monotona crescente, com termos positivos, a 

1 1 ! 

serie 1 1 h . . . sera convergente ? 

Cl I ttjdnOt'S 

CD 

179. * Se a serie 2 a„ com termos positivos decrescentes convergir, teremos 

x=-l 

lim na„ — 0. 


180. Mostrar que a serie 2 sen - 4 divergente. 
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181. * Demonstrar que, se 2a„ convergir, e se 6„ b 3 , i> 3 , ... for uma seqii§ncia 
limitada e monotona de numeros, 2a„6„ convergira. 

182. * Provar que, se 2a„ oscilar entre limites fiaitos, e se 6, for uma sequencia 
monotona que tende para zero, So* 6„ sera convergente. 

183. DIscutir a convergencia ou divergeneia das seguintes series: 


(a) 2 


(-!)■ 


(4) 2 


( — 1}*' cos\9'v) 


(c) 2 


COS v9 


M) 


sen v6 


(e) 2 


C - Ip COS v$ 


(j) S 


( — Ip sen r$ 


184. Determinar a soma das seguintes disposigoes da serie 
1 - V* + ’/ s - V« + V, - »/,+■ ... do Jog 2: 

(а) 1 - Vi - V, + V, - V. - V, + V, - l / 10 - Vi* 

(б) l + ‘/, + V. ~ V, - l /< ~ l / s + + + . . . . 


185. Para quais valorcs de a as series abaixo convergem ? 


(a) 1 


1 

2* 


1 


1 1 1 1 
3 ~ 4« ” 5 "" 6* + 
1111 


(b) 1 + 


-j -| 

3 a 2 a 5“ T a 4 a 


H — 


186. Determinar se as scries seguintes sao convergentes ou divergent*®: 

(a) 1 + l l, ~ V. + '/< + V« - J /„ + J / 7 + Vi - V. + • 

(b) 1 + l / 2 - V. + Vi + V* ~ V* + l / T + V, 


187. Mostrar que 

CD yj 

(а) 2 converge. 

j—1 (2 j»)I 

» log(v + 1) - log V 

(б) 2 converge. 

»= ! 2 (log v) 2 


(c) 2 


1.2.3 ... * 


>>= 1 (a + 1) (a +2),.. (a + ri> 


converge se a > 1 e diverge se a ^ 1, 


~ <= i 

188. * Por comparagao com a serie 2 — , demonstrar o seguinte criterio. 

> = l j- a 

_ log(l/l 0,1) 

— >l + e para qualquer valor suficientemente grande de n, a 

log n 

, .. „ . , » , , , log(l/| a,() 

sene 2a* possmra convergencia absoluta; se < 1 - e para qualquer valor 

log n 

suficientemente grande de n, a serie 2 a v nao terfi convergencia absoluta. 

® / lx* 

189. Demonstrar a convergencia da serie 2 { 1 -t ) . 

c-i V 'Jvy 
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190. Demonstrar o seguinte criterio, por comparagao com a serie 2 : 

r (log v)°- 

A serie S | a, j convergira ou divergira, conforme 

i og(l/n i aj) 
log log n 

f6r maior do que 1 + e ou menor do que 1 - t para qualquer valor suficientemente 
grande de n. 

191. Deduzir o criterio da raiz de ordem n, do criterio do exemplo 188. 

192 * Demonstrar o seguinte criterio de comparagao: se a serie 2 6„ de termos 

positivos for convergente, e se 

i Gn+1 j . 


8 partir de certo termo em diante, a serie 2a, sera absolutameote convergente; 
se £6* divergir, e S6 

j a n*l i 6«+i 


de certo termo em diante, a serie 2a, nao sera absolutamente convergente. 

198. Deduzir o criterio da razao. pe!a comparagao com a serie geometrica. 

» 1 

194.* Demonstrar o crit&rio de Raabe pela comparagao com S — : 

i<wl 

A serie 2 | a, | sera convergente ou divergente, conforme 


Vi a.*, i J 


f6r maior do que 1 +■ eon menor do que 1-e para qualquer valor suficientemente 
grande de n. 

1 

195. Demonstrar. por comparagao com 2 , o seguinte criterio; 

rilog 

A serie 2 i a„ | convergira ou divergira, conforme 


/ I*. I IV 

n log n f - 1 - - j 

V I nj 


for maior do que 1 + t ou menor do que 1 - 1 para qualquer valor suficientemente 
grande de n. 

196. Demonstrar o criterio de Gauss: 

I aj u R a 

x= l 4- - -j- 

I a= +! I n nH« 

em que | jR 0 | e Jimitado, £ ] a, | convergira, se p > 1, e divergira se (iS l. 

197. Yerificar as series seguintes, com relagao a sua convergSncia ou diver- 
gencia: 

a ct(a -f- 1) «(tt + 1) (cc 2} 

(<z) _ 4- -j- — - — — d~ . . . ■- ■■■'■' i .... 

/3 6{0 + 1) 6 { f3 + 1) fjS + 2} 

a.fl ate + D..J309 + R «(a + D te + 2) . 0<jS + 1)(0 + 2) 

ib) 1 + l7y + 1. 2.7(7 + if + : 1.2.3.yT 7 + 1} (v + 2) 



<%: 

h 




I| 

i ^ 
H 



i 



•• 
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to ^ 

198. (c) Mostrar que a serie 2 — e uniformemente convergente para 

!°g v 

(6) Demonstrar que a serie derivada - 2 converge uniformemente para 

x> 1 + t. 


, COS vx 

199. * Mostrar que a sene 2 , a > 0, converge uniformemente para 

« ^ x 5 2s- - t. 

200. A serie 


x — 1 1 /x - 1\* 1 (X - IN* 

m + 3w+v + sL— ) + 


k. uniformemente convergente para e § x g N. 

201. Determinar as regioes nas quais as series abaixo sao convergentes: 


a » 


'.a) 

Zx>'. 

(«) 

2 — , a < 1. 




V x 

(6) 

<V)V 


a” 

2 , • 

U) 

2 — . a > L 


(2*0! 

V 1 


1 


log * 

(e) 

T 

<9) 

2 


y‘ t> x ' 


(d) 


(- 1 )' 



a> 

202 * Provar que se a serie 2 — coDvergir para x — x 0 , convergira, igual- 

v‘ 


niente para qualquer x > x 0 . Se divergir para x = x a , divergira para quaiquer 

x < x 0 . Assim, bavera uma “abscissa de converggncia” tai, que para qualquer valor 

rnaior do que x a serie convergira, divergindo para todos os valores i nferiores a x . 

a" ■ a„ log » 

203. Se 2 — convergir para x = x 0 , a serie denvada - £ sera conver- 

ts 


gente para qualquer x > x a . 

204. Se a, > 0 e 2a„ convergir, teremos 


lim 2a J ,x 1 ' = Sa,. 

x—i— a 

205. Se a„ > 0 e 2a„ divergir, 

lim 'ZctuX* = =o . 

£ — 1-0 

206. * Demonstrar o teorema de Abel: 

Se 'Za v X» convergir, Sa„x" convergira uniformemente para 0 S i 5 I 

207. * Se 2 a r X v f3r convergente, lim Xa„x v = 2 a^X*. 

208. Determinar as fungoes racionais representadas pel as seguintes series da 
Taylor: 

(a) x + x 2 - x 3 - z* 4- X s + X s . 

(61 1 + 2x - 4x 3 - 5x* + 7z« + 8z 7 - - + + 
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209. Mostrar q 


i 2 . -S . 

(a) — + — H : 4- - . . » 1. 

2! 3! 4! • ' . . 

. 1 1.3 . 1.3.5. ? 1 

(b) - -H — + — -4" - ■ . ™ - V 2 

2 2.4,6 2.46.8. 10 2 


.1 oq 

, ...290, Seja i. * re is - r (cos d + i sen 6). Do deseuvoivimento — r-^-r =*-2 z * de> 

' ' ' 1-2 ' 4-0 

duzir • 

1 - r cos f « A- 


1 - 2r cos Q ~r r' J 


= Z f' COS » i 


; f 


r sen 8 <*■ 

— 7 = Zr» sen ?G. 

1 - 2r cos 8 + r 7 , = iv 


CAPITULO IX 


211.* Eropregando a expressao da cotangente em lragoes parclais, desenvolver 
rx cotg -x numa serie de potencias de z. Comparaodo-a com a serie da pagina 423, 
mostrar qun 


1 


(2 jf) 31 


- — = (- 1)“-' - — - — 


212. Provar gue 


.1(2,- 1) 2 “ 


2 . {2m)'. 


( - 1)®'. 1 (2 : “ - l)7r 2c 

2{2m')! 




213. Mostrar quo 


214- Demonstrar 


t - \y ( ~ ■i)“(2 l » - 2 )tt 


2 Ob 


1 * 


2 a 


w /‘£ 

J o 1 - 


2. (2m)! 


logz ~ a 

ax = - 


.Bj,.. 


3T 

— — dx = - 
- x 

(» ri2i [i x=--. 

j»i ■ 


-tr 

12 


< .. 


x 

‘1 log 2 
-h x 

215. Usando o produto infinito do seno pelo co-seno, mostrar qua 

- ( - 1)^122-1B„ 

V 


( sen x\ 

) =- 2 

x J , = i 


X 2v ] 


(J) log COS X = - 2 


(2,)1 , 

• ( — 1 )^ 122 *— 1 ( 22 - - 1 )B 2p 


X £m . 


| 


( 2 ,)! , 
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216. Usando o produto infim'to do seDO pelo co-seno, calcular 

(a) V, ' Vt • */« ' */ 7 ' "7# • ,0 /u ‘ **/i» . . - ; 

00 2 • */, * • 

217. Representor a cotangente hiperbolica era fungao de fragoes parciais. 

CAPITULO XI 

218. Quais as curvas cuja tangents tern o comprimento constante a ? (0 “com- 
ftrrmento” da tangente e o segmento compreendido entre a curva e o eixo dos x.) 

219. Determiner a curva ortogonal 4 familia y — ce kz . 

220. Designando-se por s o comprimento do arco de uma catenaria, medido a 
contar do poato em que a tangente e horizontal, ter-se-a a forma da catenaria dada 
pela equagao diferencial 



Mostrar que a equagao da curva 6 y = c Ch — |- a . 

c 

221. Integrar a equagao do circuito eietrico 

)il + pi — E, 

cm que E = E a sen c ri, e n, p, E 0 e & sao constantes. 

222. Uma partfcula se dirige para um ponto que a atrai na razao direta da 
massa einversa do cubo da distancia. Determinar o naovimento e o tempo de queda, 
se v — 0, x - a, no instante t = 0. 

dy 

223. * Integrar y = - xp + x*p 2 , onde p — — . 

dx 

224. Integrar y = p + log p. 

225. * Resolver a equagao de diferengas 

u u>2 + 2au 0+l -f 6u„ = 0, 

em que a, b sao constantes, fazendo = X\ Mostrar que a solugao pode ser ex- 
pressa sob a forma u a = arf + (?r 2 B , onde r„ r , sao as raizes (supostas distintas) 
da equagao X 2 + 2aX + 6 = 0, Mostrar, ainda, que a solugao assume a forma 
h, = or( — a) a + /Sn( - o)°, quando 6 = a 2 . 
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CAPtTULO I 

§ 1, pag. 13. 

1. (d). (e). Mostrar que x satisfaz uma equa$ao do tipo 

z‘ + o,x' +• . . - + a a *» 0, 

em que a,. . . a 6 sao inteiros. Dernonstrar que, ceste caso, z e irracional ou iateiro. 

2. Utilizar a irracionalidade de seD 60 u = V3/2, 

4. Escrever ax 1 + 2 bx ■+■ c como a • x 4- - 

V a 

7. Se a > 0 e 6 4 5 - ac S 0, 4 possfvei fazer-se ax' 1 + 2bx + c = 0 para algnns 
valores de r se, e sotneute se. b 1 - ac = 0; use, entao, o exemplo 6. 

8. 0 co-seno do angulo compreendido entre duas Imhas retas 6^1 em valor 
absoluto. 

9. Empregue a desigualdade de Schwarz. 

10. Eleve ao quadrado ambos os membros e empregue a desigualdade de 
Schwarz. \ soma do eompriraeato de dois lados de urn tri angulo nao pode ser 
tnenor do que o terceiro lado. 



§ § 2, 3. pag. 26. 

2. (a), i d ), (e), C?). impar; (hi pat 

3- (6), (cl. (h), moQotoaas; (a), (<f), (e), (I), (m), pares; ( d ) e (e) identicas. 
§ 4, pag 28 

2. m+ I) (2n 4- 1) (2n -f 3)/3. 

3. (c j Deseovolver (1 4- 1)° pelo teorema do binomio, 

4. (a) n(n -f~ 1) (n + 2)12. 

11 

(b) Somar desde p — 1 ate p — n. n[{n + 1). 

p + l v 

1 1 

(c) Somar desde v » 1 ate v — n. n(n 4- 2 )(n + 1)*. 

(v + l) a p 2 

5. 3; 193 

7. + 3n 2 - lln 4- 301. 
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§ 5, pag. 36. 

1. (a) 1; ( b ) 333; (c) 333 333. 

2. (a) 0; (6) «; (e) 6; ( d) ajb 0 ; (e) 1/3. 

4. 19. 

5. (a) 6; (6) 10; (c) 14. 

6. (a) 25; (6) 2 500; (c) 250 000. 

9, (a) 0; ( b ) nao; (c) sim; (e) 30. 

15. 0 maior dos ndmeros a lt . . . , at. 

16. 2. 

i 17. Deve-se empregar nj 2°->0. 

§ 6, pag. 45. 

1. (a) Para qualquer numero M, por maior que seja, ha um n tal que | a„ | > M. 

(b) Existe um numero positivo e tal, que para qualquer M , bavera nume- 
ros n, m, maiores do que M, para os quais | a 0 - | a e. 

5. O erro e menor do que - — — ; e = 2,718 28 ... . 

u(u!) 

§ 7, pag. 49. 

1. (a) 6; (6) 15; (c) Hi W) 3. 

3. Os limites (a) e (6) nao existem; o liraite (c) existe e e igual a 1. 

§ 8, pag. 55. 

3. (a) 1/60; 1/600; 1/6 000. 

(b) 1/10 (1 + 2U-1), etc. 

(c) 1/120 (1 + I £ | )\ etc. 

(d) 1/100; 1/10 000; 1/1 000 000; (e) 1/10; 1/100; 1/1 000; 

4. (a) 1/600; e/6. (b) 1/400; e/4, (c) 1/77 600; e/776, (d) 1/10 000; e 2 . (e) 1/100; e. 

5. (a), (6), (c), (d), (g) continuas; 

(e) descontinuas em x — 2, 4; 

(/ ) ” ” x = 3; 

(h) , (k), (m)” ” x = (u + 54).ir; , 

(i) , (» " ” x = tit ; 

(I) ” ” x = nir, n 4= 0. 

Apendice I, pag. 70. 


1. (a) Extremo super. = 324 /i*, infer. = 0, limite super. = 0, infer. = 0. 


(4) 

77 

— If * 

hi 

19 

r J 

= - 1,* 

= 0* 

” = 0*. 

(c) 

» * 

ii 

*c- 

Q 


n 

1 

II 

= V», 

” = 7a- 

(d) 

79 

— 19/ * 

/xo» , 


— _ 1/ * if 

(3J 

T V*. 

” = 

(e) 

11 

= V 


'= 0/ . ' 

»"1. 

o 

II 


* As quantidades assinaladas com este sinal pertencem a sequencia. 
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2. Divida-se um intervalo num numero infinito de subintervalos, pelos pontos 
a = x„, z lx x 2 , , . x a ~ b, tao prdximos que | j(x) -f(x) | < e se x e x estiverem 
contidos no mesmo subintervalo. Liguena-se os pontos adjacentes z = xi, y — fix/) 
por linhas retas. 

k k 

3. A expressao — — | a: — aj| 1 -> — | x - x x _ x j tem a inclinagao zero do lado de 

2 2 

fora do intervalo (x^, Xi). Acresceatar outros termos adeqtiados desta especie. 

V. + *-V* I *-.2 1 +|*-S|-V»|*-5|. 

4. («1 e/6; ( b ) t/na u ~ l , n > 0; (c) e 3 /2. 

Apendice II, pdg. 75. ' 

2. (a) r ~ a; (b) r = 2a cos(<? - <p a ); (c) r = a/ cos O - <e 0 ). 

3. cos 28 = cos 2 0 — sen 2 0, sen 29 = 2 sen 8 cos 8; 

cos 30 = 4 cos J 0 — 3 cos 8, sea 30 = 3 sea 0 — 4 sen 3 0; - ! ' 

cos 50 = 16 cos ‘8 — 20 cos 3 0 + 5 cos 0, sen 50 = 16sen 5 0-2O sen 3 0 -J- 5 sea 8. 

4. (a) — 61; 0 = t, r = 3; 9 = ir/2, r -= 2; 0 = 3?r/2, r == 6. 

(fc) 1 + V3jf £(1 - V3); 0 = t/ 4, r = 4 Vif 0 = ir/3, r = 14; 0 = Itt/12, 

r = 2V2. _ _ 

(c) ' 2; 0 = W4, c = V2; 0 = 7t/4, r = V2; 0 = 2tt, r = 2. 

(d) 2 - 2£V3; 0 = 5 W6, r = 2; 0 = 5tt/ 3, r = 4. 

(«) ± 1; 8 = 0, r = 1; ( * 0, r = ± 1, . - , 

(i) * 0 = Tf/2, r = 1; 9 = r/4. r - * 1.. 

(p) (VV2 + 1 + - 1)/V2- 0 = tt/ 4, r = V 2- 0 = x/8. r = ^2. 

(A) ~^18(V3 + i)/2; 0 = 7W4, r = 3V2* • , 

0 = 771-/6, r = (3V2) 2 ' 3 = ^18. 

(fe) l/‘c — 1 =*= iV 3 )/ 2 i' 0 = 0, > = 1; 0 = 0, — , — , r = 1. 

3 3 

(0 < 1 2(^V2 + ; 1 ■+ i^V2 — l); 0 = tt/ 2, r = 16; 

0 = w/8, r ~ 2. 

5. Observe-se que e" satisfaz a equagao x 11 - 1 = 0; fatorar, entao, x' — 1, 

CAPlTULO II 

§ 2, pag. 87. 

1. Empreguem-se as formulas do § 2 e as regras fundamentals: 70/3. 

2. A area pedida pode ser considerada como a diferenga entre as Areas sob a 
I inha e sob a parabola, compreendidas entre os pontos de intersegao da curva com 
a linha: 10Va/3. 

3. Vs/6. 


t 

:i 

■ ii 
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4. V«(a J + 46) 3 ' 2 . 

5. (a)[(l + 6) 1+a - (1 + <i) 1+a ]/(l + a)5 (6) ~ (cos o:6 - cos aa)/cr, 
(c) (sen <26 — sen aa)!a. 

7. (6*-g‘}/4. 

8. l/(n + X). 


§ 3, pag. 109- 

1. Para qualquer numero a eadste um e tal, que para qualquer numero S have- 
ra um x para o qua! 

' m -(/D! 


\x- { 5 5 e 


x - I 


I. 


2. (a) -l/(z + l) 2 ; (6) -2z/(z 2 + 2) 2 ; (c) - 4z/(2z 2 + I)*; 

( d) — cos x/sen 2 z; (e) 3 cos 3a:; (/) — a sen ax\ ( g ) 2 sen 2: uus c, 

(h) — 2 cos x sen x. 


3. (a) Item qualquer valor; (6) | = (z r +z 2 )/2; (c) £ = 1/ £ ' i ~ rI i x i'^ x t 

W{ “(. 3 ) ■ 

§ 4, pag. 119. 

2. (a) Ml (6) Vi. 

§ 5, pag. 121. 

1. - = 0,785. 

4 

§ § 6, 7, pag. 130. 


cl 4 " 6 


1. (6) £ = - r -; («)!-!/ »• + °-'i + ■ ■ - + f. w £ _ VS! 

2 F n -f 1 

3. (a) /, = a I+1, “/(l + 1/n), lira /, = a; 

a 

(6) J a =*= a° +I /(n 4- 1), lini /„ = 0 para - 1 ^ fl 1 1, ■= para a > 1. 

n — ► “ 

1 r «. , 

4. t T’(r) -/(x) [ g — / / (2 4- <) -/Or) I dl. Empregar a continuidade onifor- 

25“' -5 

me de /(z) em a ^ x ^ b. Podemos tambem escrever 


™-kUL J 


W) di 


' f 1 

m di 


J’ 


onde c e 11m numero fixo. 

5. Exprimir as integrals como limites de sonoas, erapregando subdivisoes iguais 
de a g x 5 6, e explicar a desigualdade de Schwarz (pag. 12) a estas somas. Outro 
m6todo, consiste era integrar [/(z) + tg (x)}- |0 e usar o exemplo 6, pag. 13. 


Apendice, pag. 135. 

1. Seja ?>(z) =/'(*), onde/'(x) ^ 0, *s(x) = 0 em toda 0 intervalo. Seja ainda, 

/ ‘X rx 

<p(x) dxe rp{x) dx, 
a J a 
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D i 0 


GA.PITULO III 

§ § 3, 2, pfig. 143. 

1. / '(I) = 1, /"(l) = 8, /"(l) = 36, J IV (1) = 96, / v (l) = 120, / VI (l) = 0, 

/ VII (D “ 0 

2 . 0 . 

ad - be 


3. (a) a; (ft) 175 ex 6 ; (c) 2(6 -f ex); 

2x 2 (a/3 - ab ) + 2x(a7 — ac) + 2(6-y — /3c) 


W) 


(CX + d) 2 ’ 


(e) 

U) 


(ax 2 H- 20x -h 7) 2 
4x(l + x‘) 

:I (ff) 0. 


(1 - x 2 ) 2 (l + x 2 ) 2 

4. (a) F(x) = a 0 x” + (a s _j 4- najx 11 ' 1 + [a a _ 2 + (n - 1) (a n _! -f na n )]x D ~ 2 + . . . 


(6) F(x) = — x° + - na B — x n_l + 

Cq V. CqS 


r a o-2 . 0\ ( C U C 2 C t ") 

+ - — ■ - (n - l)a a _j — - n(n - l)a n x° - + 

L Cri Cc 2 c n 3 J 


Co'” C 0 

5. (a) 2 cos 2x; (6) — 1/(1 4* sen 2x); (c) tg x 4* x/cos 2 x; 

sen x cos x 

(d) ~ 2/(1 - sen 2x); (e) + 

X" x 


6, sec 3 x -f- sec x tg 2 x, 

8. cos x(cosec 2 x — 6 cosec'x). 

9. 24 sec 3 x - 20 sec 3 x 4- sec x - cos x. 10. » 


7. 24 sec 5 x - 20 sec 3 x + sec x. 


11. ax 2 !2 + bx. 

13. x 3 4* x 1 + z 5 4- x 3 + x. 

15. x 3 /3 — 1/x, 

17. 3x 2 /2 — 7 cos x - 5/2x 2 - 9 tg x. 

§ 3, pfig. 152. 

1. 4. 

4. cos 2 x/2Vx - 2Vx sen x cos x. 

(1 - tg x) 4- 3x(l + tg 2 x) 


12. ax 3 / 3 4" bx 2 4- cx. 

14. - (1/x 4- l/2x 2 + 1/3**). 
16.. a sen x - b cotg x. 

18. sec x. 

3. \'x[l - (n - l)xj/nx(l 4- 
5. 1/V^(1 - Vz) 2 . 


6 . 


3x 2/3 (l - tg x) 2 


7. (arc cos x - arc sen x)/Vl - xV 

8. 2/(1 + a: 2 ) (1 - arc tg x) 2 . 


arc sen x 


Vl — x 2 arc tg x (1 4~ x 2 ) (arc tg x)* 

5 1 

1 4- x 2 ^ V 1 - x 2 (arcc03 x) 2 * 


11. 0.785, 
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§ 4, pdg. 157. 

1. 3(x -f- l) 2 . 2. 6(3x 5). 3. 15x l *(3x 5 - 6x 3 - 1) (x* 5 - 3x 3 - 1)*. 

4. - 1/(1 + x) 2 . 5. 2x/(l - x 2 ) 2 . 6. an(ax + 6)°-'. 

I 

7, — — 

Vz 2 - l(x Vx-‘ - 1) 
x 2 (am - bl) + 2x(arc - cl) 4- (&n - cm) 

8. i ~ ~ : ~ ■ ■ . 

2 V(ax 2 4- 6x H- c) («x 2 4 nut 4- n} 3 


9. - 7 3 (1 - x) 2 ' 3 . 10. sen 2x. 


12. sen x cos ar/Vl 4 sen 2 x. 
2 


14. 


/I 4- rV 

«-*>*«*■(—) 


16. 3x 2 /\l -(3 4 x 3 ) 2 . 

19. — (x V2 + x _ 
x 


21 . - 


Ba sen x 


11. 2x cos (x 2 ). 


13. 2 


1 1 

x sen cos 


A) 


Z‘ X x‘ 

15. (2x 4 3) cos(x 2 -J- 3r 4- 2;. 


17. - 1. 


18. L. 


20. \'5 cos(x + 7) (sen (x + 7)] 


Vl - (a cos x -f 


(arc sen{a cos x + (j)]° 


§ 5, pag. 166. 

1. (a) Max. para x = - V2, mm. para x = V2, inflexao para i = 0. 

(6) Max. para x = */ 5 , mm. para x = 0, infl. para x — - '/ J0 . 

(c) Max. para x — 1, min. para x = - 1. infl. para x = 0. = V.3. 

(<0 Max. para x = ^3, min. para x = - \3, infl. para x = 0. = ^6 = V33 

(e) Max. para x = (n + min. para x = mr. infl. para x = r. 

4 

2. Max. para x = -V-p; min. para x = V-p; infl. para x = 0. Quando p ^ 0. 
nao ha maximo nem mmimo. As raizes sao todas icais, on duas complexas e uma 
real, conforme seja q 2 + 4p 3 5 0 ou > 0. 

3. O ponto (0, 1). 

4. A equagao da linha e (y - y„)/(x - x 0 ) — - vycjx a . 

5. V57,60 m. 

6. O ponto cpie divide a linha <j6 na razao 

7. O quadrado. 

8. 0 retangulo com os vertices x = a/V2, y = ^=6/V2. 

9. O triangulo retangulo, isto 6, c 2 = a 2 4 6 2 . 

10. 0 lado do retlngulo oposto a g deve se achar & distancia l / 4 (V8r 2 4 /i 2 + h) 
do centro, 

11 . 0 cilindro cuja altura for igual ao diametro da base. 



f' ^ 
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13. Sendo p o Engulo de um prisma e n o seu Jndice de refragao, o angulo de 
inddencia devera ser arc sen sen . 

14. x = VSai)ln. 

i 

15. Acbar o mioimo de x“ ~ px. 

2 it 

16. Acbar os minimos de x - sen x e sen x — x no intervalo 0 g x g On 

T 2 

sen x 

tnostrar que e monotona neste intervalo. 

x 


IB. ( °‘ + 


+ 0„.A— L 


^a,a a . ..a,., 


§ 6, pag. 177. 
I. 0,693. 


2. log jc. 


3. II x log z. 4. 1/Vl+r 3 


1 - I -r log x cos x 

2rVl q- log 2 (Vi -f log i - sen *) 

6. xl{x 3 + 1) - 1/3(2 + r). 

7 ^7a: a + l r 14* 1 2x J “j 

’ Var-2 Vr>~+1 l3"(7a ! + 1) ' 4(z - 2) “ (** + 1)J' 

11. i = 1A, desde que X :£ 0; se X = 0, nao ha maxim®. 

12. (log a) 2 . a( aI ). a 1 . 

„ r „ v 2 sen x log zq 

13. a seni dogi)3. | Q g Q co? j-Qog x y q. I _ 

t i I 

$ 7, pag. 183. 

1. (a) Faga-se x fixo e derive-se em relagao a y; iguale-se, entao. y a zero. 

(b) Calcular J(x), primeiro para z racionai, e depois, pela continuidade pa- 
ra x irracional. 

2. Derivar em relagao ay, fazendo, entao, y = 1. 

3. 2 315 anos. 


4. (a) y — 0 -j- ce a 


(b) y =* F ce SI , a + 0; y = j3x + e, « = 0. 

a 


(c) y = /3ze 01 + ce ai ; (d) y = ey 1 + ce M , t + *• 

7 - a 


§ 8, p6g. 189. 


1. Sh a - Sh b « 2 Cb (~-^) Sb 

Cb a + Cb b - 2 Ch (^~) Cb (1^). 

Cb a - Cb & = 2 Sh Sb • 
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2. Th (a * 6) = 


Th a =*= Th 6 
1 ± Th a Th 6 ’ 


Coth (a =*= ft) = 


1 — Cotb a Coth 6 
Coth a ± Coth b 


Sh H a = y ^ b X ; Ch « a » j/ Ct|+1 < 

^Tb i + Coth i 

3. (a) Sh x + Ch x; (ft) - 4 — — 

Ch 4x - 1 

(c) (1 + Sh 2x) Coth (x + Ch-x); (d) 1/ViM + l/Vx T + l; 
(e) a Sh x/Va’Clrix + 1; (./) 2/(1 - z J ). 

4. Sh 6 - Sh a. 


§ 9, pag. 195. 


1. (a) Mai 3 alta do que x s ; ( b ) mais baixa do que x«; (c) igual a 1; id) mai? 
alta do que x*; if) mais alta do que xH-«, e mais baixa do que x l A + <- (g) da mesnia 
ardem que x; (A) mais alta do que x N ; ( j) mais baixa do que x*. 

2. Superior a e« (log x) a e igual a e x ^; ( b ) inferior a e aX , e* a \ (c) limitada; 
( d ) igual a de e x , menor do que e 1 * e superior a (log z) a ; (e), (/), (p) inferior a e“, 
e x<1 , superior a (log x) s ; {h) maior do que e* 1-4 , inferior a e* 1 " 1 " 4 , superior a e**, (log x)°; 
( jr) igual a log x, inferior a e aX , e z “, 


3. (a) igual a x* 3 ; (ft) inferior a ; (c) igual a x; (d) igual a x; (e) igual a z 5 ' 2 ; 
(/) igual a z a ' 2 ; (g) superior a x*; (ft) superior a xi-«, inferior a x; (/> inferior 

• © • 


4. Sim; 0. 5. 0, 1. 

fix) 

5. lim — =f'i 0) = 0. 8, 9. Use o resultado do exemplo 7. 

Z-*0 x 


Apendice, pag. 203. 

1. r( 3lh(x)))g’*[h(x)]h'*(x) +/'(ff[ft(z)])g"[ft(z)]ft' s (z) +i'(?tft(x)])</'[A(z)]ft 4 '(z). 

( sen x \ 

1- log z. cos i J . 

log cos af 


2. (a) x" 

(6) (cos x) t! 1 tg-x -r 


cos-x 


')• 


w 


U'(x) 

u(x) log a(x) 


r'(x) log iz(xj 
t)(x)[log e(x) J 3 * 
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4. (a) 3 ~r + 3 n(n — 1 )a n ~ 2 x -{- n(ji - 1) (n — 2)a 71 '' 3 ]; 


( 6 ) 


2( — l) n (ra — 1)! /'"-I 1 

f 2 - 

v^=l v 


X n 


2 -- log x }; 


> 


{ - l) m 

(<0 — - — (cos x ~ 32 m cog 3 a;), para n = 2m; 


2 

(_l)m 


( 32 m+l sen 3x - sen x), para n — 2m -f- 1. 


(- l)i 

(d) — - — [(m -J- fe) 2i sen(m -f- k)x - (m - k) 21 sen(m - fe)i], para n = 21- 


2 

c-i y 


[(m + k)M+i cos (m + k)x - (m - fe)2i+i cos(m - k)x], para n — 


= 21 -f 1. 

ll£r 
2 

IL i=o 


rr 

(*) H I S(-l)i 


cos 2x + 


Q 22 '] 

+ £ ; 2~ ( - l)i+l ^ ^ 22i+lJ SGn 2X J" = ^ n ' 2eX cos ( 2x + n <* > 

onde tg a = 2 (desenvolvendo-se 1 + 2i) n pelo teorema do binumio, e agrupando-. e 
os tennos reais e os irnaginarios). 

U) e*. Q (1 + x)6-r 


5. Seja y = arc sen x. Teremos: 
d n y d n ~ l 
dx n 

Aplicando-se a regra de Leibnitz a esta ultima expressao: 
d n y I 


d7i_i { 1 \ _ dn ~ 2 r x i 

dx^-i vVl - x-J dx n ~ 2 L(1 - x-) a ' 2 J' 


dx n 


f ^ dn-2 |“ 1 

.o“ (n _} £/x«- 3 jT X = 


3 . (n - 2) 


o 

d n ~ 4 r x -| 

dxn-i [ (Tr X ^J’ 


e continuando o processo: 
d n y 


dx n 


= 1.3.5. . . (2v - l).(n - 2)(n - 4). . . (n-2r+2) 
i = o dxn-- v 


]' 


Se n = 21, 


d n y I 
dx n |*=o 


— 0; se n — 21 + 1, 


d n y 

dx n 


z = 0 


(1 - x2)(2p+1)/2 

1-.3L5 5 (21 - 1)\ 


c/2/ 

dx 21 


(arc sen x) 1 


i-l /• 2/ \ 

= 2 ( )1 2 .3 2 (2k - 1) 2 .1 2 .3 2 (2l~2k~ 3) 5 . 

■o fe=oV2^+iy 


rf2i+l 
;(&2Z + 1 


(arc sen x) 2 


0 . 


6. Derivar (1 + x ) n duas vezes e fazer i»l. 
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CAPITULO IV 


§§ 2, 3«, pag. 217. 

1. '} 2 e*\ 2. - l Le~*. 3. */oC l+a: 3 ) ,/s . 4. 7a (log*)*. 

n - 1 Vlog x7 

6. Sugestao: escrevamos o deuominadorsob aforma (3x-l) 2 + 1; arc tg (3x - 1). 




8. Sugestao: 6x/(2 + 3x) — 2 - 4/(2 + 3x) : 2 x - */ 3 log | 2 + 3x j. 

9. arcsenx - Vl - x* 10. log 7* "J/^l + J’ 

x + 1 


11. arc sea 


12. Va log + arc tg ~~p— •. 

>3 \3 


13. 2 Arc Ch - 4x + 1. 

, 4 3/ - l 

14. — + 2x - 3x-’ + ■ — t= arc sea — — . 

3V3 V7 


15. arc tg 
V3 


2x + 1 


17 


>7 - a 2 


arc tg 


V3 

x + a 


2 2x - 1 

16. " 7 = arc tg 


V3 


Va - a 

x + a 


sc A — a 2 > 0; 


1 


: arc Th 


x + a 

se b - a 2 < 0. 


V 3 

, sc b - a 2 » 0 ; 


/ - an ; j . 11 » , 

Va' 2 — 6 Va 2 — b 

18. — s74 — x 3 /3 - X'1'2 — x — log j x — 1 J. 

19. Sugestao: sen 3 x cos 4 x = sen x cos 4 x (1 - cos 2 x) = sen x cos 4 x - sen x cos*x: 


cos s x cos 7 x 
■ — 7 1 — . 


sen 3 x sen 5 x sen 7 x 

20 . 2 -1 . 

3 5 7 

22. V 2 arc sen x - VaWl - x*. 
1 + ( - l)n 


24. 


25. 2. 


21. Vo(l ~ a: 2 ) 9 ' 2 - 7,(1 - x 2 Y». 

23. 7r 2 /32. 

1 1 


26. 


n -j- 1 

27. 7,(a 3 -6 3 ) + 7 2 (a 9 - & 2 ) + (a - b + log 


2(1+ a 2 ) 2(1 + A 2 )' 

a - 1 


A - 1' 


28. 7 4 (l-cos~). 


29. Veja o exemplo 8, pag. 88: l/(n + 1). 


t 1 ) Tanto agu! como a seguir, omitinaos as constanles de integracao. 
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§ 4, pag. 225. 

1. Fagamos/ = x, g' — cos x/sen 2 x: - x/sen x 4- log tg x/2. 

2. Fagamos / = x‘/4, 0 ' = 4x 3 /(l - x 4 ) 2 : x 4 /4(l - x 4 ) 4~ l U log J 1 - x 4 1. 

3. (x 2 - 2) sen x + 2x cos x. 

4. — V 2 (x 2 + lie -22 . 5. 47r( - 1 ) n Jri*. 6. 0. 

7; 'Uix* senx 2 + cos x 2 ). 8. Vs 3 sen 4x - 1 / i sen 2x -j~ 3 /aX. 

9. Vi92 sen 6x 4- 3 /a 4 sen 4x 4- 15 / 0 4 sen 2x 4* 6 u< i x- 

10. Fagamos x = cos 6; xVl - x 2 (- l /u — l / 31 x 2 4 '/c^) -F ‘/ic arc senx. 

11. e*(x 3 - 2x + 2). 12. - log x 1 . . 

(n- lx)n-l (n-l)2xn-l 

2 m +l 2-m+l 1 r 2 - 2 J 

13 • ™ZT ]og2 ~; — T^Ti- 14. -X 3 (log x) 2 - ~ log x 4 - . 

m 4- 1 (m + l) 2 3 L 3 yJ 

16. Fagamos x 2 = t , empregando, entao, o exemplo 15. 

17. Integra-se, por partes, repetidamente. 

19. Empregue-se a indugao matematica: admlte-se que a integral repetida da 

1 r x 

ordem n de / Ll (x) e dada por / /(») (x-?i) n_1 da e desenvu!ve-se o integran- 

(n - 1)! J o 

do pelo teorema do bindmio. Entao, /„ t 1 (x) = / /„(/) dl; integrem-se os dois t£r* 

J o 

mos por partes. 


§ 5, pag. 23 1 




2. log j 1 — . 

I x 


3. log 


x | 3 3 3 

x+T i + x'+l + F(x + l} 2 ' 


x 1 49 

4 - g “ q log | x + 1 | + — log | 3x - 5 | . 

3 o i Z 


5. b log 

2(x - 1) 


l/ l 4x 2 

V (1 - a:) 3 ' 


6. log 

2(x-l) 


i y 1 4- x a 
K (l-x)*‘ 


11 1 9 X + 1 

7 - los + 6 log(l ’ + 1 + vl aro tg "vr- 

3/ — 1 1 2X 1 

8. log V | x 4- 1 I ~ g log | x 2 - x 4- 1 ! 4 arc tg . 

1 . =; 9 

9. log i t 4- logA/1 4 X 2 -t- - arc tg x. 

v(x - 2) 2 a 

10. ^ log [ x + 2 j 4- ^ log i x - 1 1 - 1 log | x 4- 1 1. 

5 6 2 


11. - — + log 

O 


arc tg x. 
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1 v3 x 2 + V3x + 11 

12. - arc tg I + — log - - VJe ~ ~ + tg (2x + V 3 ) + 


+ - arc tg (2x - V3). 
6 

1 X — 1 V *■> X 

13. - log — — r + — arc tg -t~. 


6 ~x + l 
§ 6, pag. 241. 


1. - 


x 

1+tg- 


V2' 


x 

2 - 


, . 3*’ + 2 3 

14. - . arc tg x. 


2x(x 2 + 1) 2 


2 f+I + i 

3. ^arctg^— 


> 


1 / X x\ 1 

*■ i{ ts r cole v + 2 >os 


, 1 1 
«. ^ arc tg - V 2. 

1 2 tg x 

8. ,-arctg 
2\ 3 ° V3 


*2 


5. log 


t g | + l 
tg-- 1 


1 

V2 ; 


7. arc tg 


tg_x 

V 2 ’ 


9. 


+ log COS x. 


10. — 

\ 2 


tg “ - 1 + V2 


lor 


1 


tg — 1 — V2 

l 2 | 

cos 2 x - COS X + 1 


1 


11. - log : [- 

4 (cos-x + cos x + l) 3 2V3 

1 2 cos x + 1 

- arc tg 7=- 
2V3 V3 


arc tg 


2 cos x — 1 

71 


12. -xVx 2 -4 - 2 Arc Ch 


13.-xV4 + 9x 2 + - ArcSb-x. 
2 3 2 


11. 2 arc tg 


x — 3 
x — 1 


13. \ V(x 2 + 4x) 3 - (x + 2) Vx 2 + 4x + 4 Arc Ch 


J 

16. Vx — Vl x 4 -log 

2V2 ■ 

Vl + x - Vl -X 

vr+® + vnx! 


(Vx- V m) (Vi-x + Vh) 


(Vx + Vh) (Vi - x - Vj^) 


17. log 


+ Vl -X 2 . 
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18. 14 Arc Ch (2a: - 2a -f 1) + V(a: — a) 2 + (x - a) — 2 Va: - a. 

19. * !V(j-a) 3 - V(z-6)»]. 

3(o - a) 

§ 8, pag. 254. 

I. Div. 2. Conv. 3. Conv. 4. Coav. 5. Div. 

6. Conv. 7. Conv. 8. Div. 9. Conv. 10. Conv. 

II. Conv. 14. (a) Para 0 < s < 1. (6) Para 0 < s < 2. 

15. Sim. 

Di versos exempios. IV, pag. 255. 

1. Faga-se arc sen x = i: % e Accssnx {z + Vl - x 2 ). 

2. Va cos® X - V7 cos 1 X. 

1 2 — cos x 

3. z[(log x) 2 - 2 log r. + 2|. 4. - log • — — - — •. 

4 2 4" cos x 

5. Fagamos Vl - e~- x — t: x - Vl - e~- x + fog (1 4 Vl - e~% x ). 

6. 0. 7. 0. 10. 0. 

12. Considerentos a fungao 1,'x no intervalo 1 x 5| 2. Subdividaiuos §ste 
intervalo em n partes iguais e formeraos a soma inferior como no capitulo II, § 1 
(pags. 76 e seg.). Isto nos proporciona a„. Fagamos, agora, n-*<». O resultado sera 
log 2. 

13. Coinparar com l/Vl - x- em x = 0, 1 in, 2 In, .... (n - l)/n.: x/2. 

14. Calcular 

lim log 1 / — = lira 1 flog 1 + log (\ - log (l - - — - 

rt— ♦ eo K «" n L V. n/ V n 

empregando a definigao da integral definida. 

15. 1/(1 4 a). 

CAPITULO V 

§ 1, pag. 267. 

1. (i 2 4- y 2 ) 3 = a-(x 2 - y 2 ) 2 . 

.. 2. Admitamos que c gire com velocidade constante e megamos o tempo de 
sorte que em l — 0 o ponto P esteja em contacto com o clrculo C: 

x = (R 4 r) cos 0 - r cos [(i? 4 r ) 8 Jr], y = (/? + r) sen 0 - r sen[(R 4* r)0/r]. 

3. 2 = 2 R cos 0(1 - cos 6) 4* R, y = 2H sen 0(1 - cos 8). 

4. x = {R - r) cos 8 4* r cos [(F? — r) 0/r], y — (R - r) sen 0 — r sen [(ft — r)8/r]. 

6. Tomemos coordenadas retangulares, fazendo corn que a origem fique no 
centro de C e o ponto P no eixo dos x, no tempo t — 0. i 2 ' 3 4 y 213 a R tl1 . 
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7.2 — Zalld + P). y = 3td 2 /(l + P). 


10. a 


arc 



rU'-g'Y | 
r J + /V-J 


j'iyoa' + xJ')~ 9 '( 9 f'-Jg’) g’(y a g' + W> +f'(gj'-jg') 

“•* • 5 " rTT 7 - ' 

12. (a) 0 proprio C; (6) a cardioide do circulo de diametro PM. com v6rtic« 
em P. 


§ § 2, 3, pag. 290. 

1. '/.{ft*" - a"*}. 2. 3a*/4. 3. '/strW - 0,*). 4. 

5. 6irr s . 6. x(l + V 2 JCo 2 )- 7- '/ss-fa 2 + 6 2 + r* 2 ). 

8. z = /? -f s(l - s/2/? + s 2 /32/? 2 ) (1 - s/16/?}. 

y =» R(s!R - r 2 /16/? 2 ) 3 ' 2 (l - s/8/?), para 0 § s | 16/?. 

9. 2 = 2a arc cos (1 - sMa) - 1 - s/4a) Vs( 1 - s ( 8aj/2a, 

y = s ~ s ! /8a, para 0 £ s S 8a. 

10. s = V{4/9 + z) 3 - 8/27 . 11. 6/?. 

12. (a) ‘/ 3 a(Arc Sh 0 + flV’l + V s ). 

(5) i±±jnl ( e mf) _ e mfio), 

m 

(c) 8/?{l - cos ( d ) aphis 3 - V) + 6 - 5,j. 

13. (a) Vj(l P 4z 2 ) 3 ' 2 : min. »/* em z = 0. 

(6) (a 5 sea 2 ^ + 4 s cos 2 v)/a6: se a > b, min. bia era * = 0. n 

max. a/6 em v = x/2. 3x/2. 

14. p « iHt. 

17. Vol. irr 2 {h t - 6,) - i l 3 irih 2 i - 6, 8 ). Superficie 2x(6, - 6,)r. 

18. DenomiaandO'Se p o raio do circulo era distancia do seu centre 6 liaba, 
o volume sera 2ir 2 rp 5 , e a area da superficie. 4x 2 rp. 

19. v(x l — 2 ,) ■+- - (Sh 2z, - Sh 2z 0 ). 

20. k — its. 

1 . , / y \ 

21. y — - Ktc Cb — h \1 - z 2 -f- const.; # = log { — V, 

£ \z # / 

x =»* e*. y = — Arc Ch e~ ! + V 1 - e~ s + const- 

22. Sejam c/s, ds' os comprimentos do arco; i. V os comprimentos totals; A, 4' 
as areas, e k, k’ a curvatura e a curva paralela, respectivamente. Terenoos, 

ds’ — (1 + pk ) ds\ k' = fe/( 1 + pk); 

A' ~ A H - Ip + x/j 2 ; /' — l + 2xp. 

23. (a) ( = r(sen v 2 - sen v’xl/Cv’s - vA 

77 = - r(cos vs - cos vt)/(v 2 - vA 

onde <p lt vs sao as coordenadas 5 das extremidades do arco. 
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(fc) £ = (x 2 Sh x 2 - x 2 Sh x, - Ch x 2 + Ch x t )/(Sh x 2 - Sh zj, 
v — [2(x 2 - z t ) -f Sh 2x a - Sh 2xJ/4(Sb x 3 - Sh xj, 
onde {z„ y,}, (z„ y 2 ) sao as extremidades do arco. 

24. (a 2 + 0 2 ) (b - a) + */a(jS 3 - or 3 ). 

25, (a) Sb 2 , - Sh z, + 7 3 (Sb 3 x a - ShTrJ, 

(b) (z, 2 + 2) Sh z, - (z 3 5 + 2) Sh x 3 - 2z a Ch x t + 2x 3 Ch z 1( 

M 0 $ i, 5 i,, 

| 4, phg. 298. 

% dx r sen (2 Ur) l 

*♦ " “ - " ' / : — SCO “ f 

d( 2v l 2 - r' i sea J (i/rj r 

d 2 x 1‘ cos (2 Ur) -+- r 2 sen i (tlr) I l 

dl' 2 V[/ 5 - r~ sen^/.rjp r t 

2. Horizontal. 

3. u — ojd -f 6 sl’ 0 }, l = s;v c + 

4. (a) z = 4 arc tg e l - r; x - *. 

1 , , 1 

5 - (al * = ~ y ~ - v * 3 ' 2 arc % - y) 4- - *?•)■ 

v -i c/Vy 2 

(6) V^A/U/fi - 1 / v fl ,i ; re 2 ^ Vf . 

M 

te £ 1 - e)* — 

6. 9 =■ at, r = , onde a = Ve-te, 

1 — e cos al 

2 7T 2t 

psriorio = — ■ = . fe* ;} 

a (i - e)V' ? 


Cap it u lo ri 


i L pag. 319 

L. 0,28. 2. 0,182 3. Impossivei; a serie nao e vfilid*. 

§ 2, pag. 325. 

1 1 - (1 -z)l/<n + 2> 

2. : 0 = -■ 

1-2 X 

1 (1 + z)l/(n+3> _ 1 

• e = — 

1 +1 x 

§ 3, pag. 330. 


1. 


1 


2 1 

- 4 — — jr — . _ „... 

2 4(1 + 8xy 2 ' 


-<R<- 

4 


V2 

16 ‘ 


2, 1,5; Srro de 6%, aproximadamente; 3. 1 4- V-x; j x f < 0,3. 
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4. 

1 + 1 /,*- 

if y.2. 

6 /„, X 10**. 



X 

1 , 



5. 

(a) 1 + 

- 

-- 1 ) X 

104 


n 

2n ' 

Vn y 



X 

1 


1 


(b) 1 + - 

1 

t 

( - - 1 ) X 2 -. 



n 

2n 

\n y 

on 

6. 

0,010 0. 

7. 

(o) 0,999 9; 

(6) 


133; (c) 9.8489, 3.0,315. 

9. z ’ " T + % + ^ I - i28 cos (2Sx)[. 

3 4-do! 

3^.2 3 

10. 1 - — + — — 4- - — [243 cos (3Sz) 4 cos (Si)|. 

2 8 4 61 

11. -'UX-- >/„**- */«*' 

2* 

- 16 — [17 4 248 tg 2 (Si) 4 756 tg‘(Sx) + 840 tg*(Si) 4 315 tg*(0z)). 

12. z + 'Ux 3 4 2 /, s x s . 

z’ 

4 16 — [17 + 248 tg 2 (5z) -f- 756 tg*(Si) + 840 tg 8 {Sz) 4 315 tg ! (9x)]. 

13. V 2 x 2 4 V 12 x< + V«i* 

x a 

+ 16 57 [17 + 248 tg 2 (Sx) 4 756 tg*(Sz) + 840 tg«(Si) 4 315 tg s (Si)i_ 

o ! 


14. 1 — x“ 4 — x* — * z~b 2 x*' 

2 31 

15. 1 + »/*** 4 Yt.* 4 

X s 

4 — [720 sec 7 (0x) - 840 sec 5 (Sz) 4 182 sec 3 (Sz) - aec(Sz)j. 
61 


16. 


r 3 — t 3 — 


+ +^s*+ ... . 

18 ‘ 1 - 1* 2 + j x * + s trhx ? ( " 50 + 24 log rr ^’- 

1 3 z f 

19. 1 4 x 4 - z s x* H — e aeQ9 - £ [cos 5 (Sz) - 10 cos 3 {0z) 4 cos ( Sx ) 

2 24 o! 

- 10 sen(Sz) cos 3 ( Sz) 4 15 sen(Si) cos{9z) 4 6 sen 2 (Sx) cos(6z)|. 

20. x 4 Vs x 3 ; 0 < x < f/4. 

21. (a) y — z* 4- x* 4 2z 5 4 . . (6) y = 1 - j 2 - x' - 2z” - . . . ; 

(c) y => z 8 4 z° 4 . . . - 


§ pag. 335. 

1. 2. 2. 4. 3. a = 8/3, 6 = 16/3, c = - 5/3. d = - 5/3. 

4. Terceira, e tambera, ordem zero, em (0, 0); ordem zero em (J^ t J^). 

5. Terceira ordem em (0, 0). 
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7. Tomemos P como origem. e a tangeate & curva, em P, como eixo dos x. 
Sejatn (x, y) as coordenadas de Q. 0 centre do dreujo em questao ficara, neste 

y x 3 

caso, sQbre o eixo dos x, no panto ?) * - +■ — ; use o exemplo 6. 

5. Tomemos os eixos como no exemplo anterior; seja y' a indinagao da curva 
em Q. As duas normais interceptam-se no eixo dos y, no ponto n — y H . Escre- 

y' 

y'(°) , , 

vamos y = x 1 +■ . . . , e fagamos x-+«. 

21 

(1 + v' 2 ) 1 ' 5 

9. Num ponto P, em que p =* : fSr urn maximo ou am minimo. 

y" 

3y'v* 

teremos necessariamente, y" > — — — ■ . Tomemos os eixos coordenados no exem- 

(1 + y' 2 ) 

plo 7. Neste caso, y'"(0) = 0, de sorte que a equagao da curva, na vizinhanga de 

1 i 

x =■ 0, sera y — — x a + ax s + . . , . A equagao do circulo osculador e y = — x 1 -f 

2p 2p 

+ 6x 4 + ... , seado o cootacto, no minimo. de 3.* ordem. 

10. Minimo em x ~ 0. 


Apendice. pag. 341. 

1. na n_l . 2. 1/6. 


3. L/30. 


6 . Escrevamos s expressao como cotg x/cotg 5x: 1/5. 

7 1/2. 8. 1/3. 9. Tomemos os logaritmos: l. 


10. e. 


11 . 2 . 


12 . - 2 . 


CAPITULO VU 


§ 1, pag. 348. 

1. (a) 3.14; { b } 3,141 6 
3. 0.93. 


2. 0,89. 


§ 2, pag. 355. 

1. Erro < -0,03 m, < 0,007 %. 
4. 3,141 59. 


2. 0,693. 


3. 1,609 438. 


§ 3, p&g. 360. 

1. 1,075 5. 

4. 0; 1,90; -1,90. 


2. 4,493 4. 
5. 1,045. 


3. 1,475. 


6. Escrevamos a equagao sob a forma x — 1 + 0,3x 3 - 0,lx 4 ; 1.519. 

7. - 1,236 1; 3,236 1; 5,000 0. 
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CAPiTULO vm 


§ X, pag. 376. 

1. Utih'zemos o ?ato que 


1 


L 


v(i> -r 1) p v -f 1 

2. Deeomponhamos l/z(z 4- 1) [x -f 2) em fragoes parciais, substituindo 2 = 1, 
e = 2, i = f qo resultado, cada um por sua vez, e somar. 

4. Convergente para a > 0. 

5. Fagamos £a„ — A. Para quaiquer e positivo, i - A [ < t se n for maior 
do que um determinado m. Escrevamos 

4- . . . 4* ss Si 4- ... 4- s„ /V - m s m+ , 4- . . . 4* 

!* 


(V 

e deixemos l V-*=°. 

6. Sim. 7. Nao. 


<V 


/V 


iV-m 


§ 2, pag. 382. 

1. Convergente. 

2. Denionsiremos. primeiraraente. que nl.n” g 2 in 3 , quando n > 2: convergente. 

3. Divergente 4. Cap. Ill, § Q. pag. X89. divergente. 

5. Nule-se que [log n) lo s n = n ,0 £ (l °e nl e iog flog n) > 2 quando a e sulicienie- 
mente grande: couvergeute. 


6. Convergente. 

B. Erro = 

in -r 1 )! 

t 

1 


7. 1 l(n 4- 1)\ 


1, 

} n 


(n 4* 2) (n 4- 3) 


4- 


] 


1 + 


t 


(n 4- 1)1 L fitl ' int l) 2 ‘ “ J 


1 


<n + 1)1 1 - 


I 1 

J n.n\ 


n 4*1 


9. firro = 


I 


4- 


1 


(n 4* l)™***^ (n 4- 2) n + 2 
1 1 


4- . .1 


+ 


1 


(; n 4- l)«+l ( n 4- l) n+2 (n 4- l) n + 3 

A !}41 n + 2 ^ 

10. Erro = ~ — - 7 - 4- ~ 4* • • • - Para n > 1, 




I 


n (n 4“ 1)** 


logo, 


2n+l 2 ft + 2 

n + 2 < */,(n + 1), n + 3 < s / 2 (n + 2) < ( a / a ) 2 (n + 1), . 
~ n 4* 1 f 3 /'Z'k 1 1 n 4- i 

firro< l ^[ 1 + i + u) — - 


2n-l 
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8. | i I < 1. 
11. i x j < 1. 
14. ! 2 I < 1. 
17. I 2 I < 1. 


.7. ! x 1 < 1. 

10. j x | < 1. 

13. ] x | < 1. 

16. | x | < 4. 

19. | z | < 1. 

20. Note-se que l/n 1 +W R fica entre rr 1 e n~~; | x ( < l 
~ (log a)" 

21. £ — — —3*'. 
v-0 vl 

1 X X 1 x n 

22 . ... 

2 3 4 n -r 


9. [z | < 1. 

12. | x | < 1 ,'a. 

15. - = < x < -f- ® . 
18. ! x i < 1 ou a, que 


1 => 2* 
■— s -. 

X s V = 2 P 


23. Escrevamos sen 2 x = l A ~ Yt cos 2x; 2 z-r 

*-l (2v)! 

- (-1>22^1 

24. 1 + 2 xV 

,=x (2.)! 

» ( - l)-l(2x)2-' 

25. S ~~ (15 + 32* - 6.2H 

,-3 32(2)')! 

lx° 1.3 x> 5 * (x3)".~i 1 . 3 ... (2* - 4) 

26. x 3 4 b + . . . = z 3 + 2 , 

2 3 2.4 5 ,=2 2p-1 2.4. . .(2* - 2 ) 

27. 1,414 2. 

1 


, 1 l 

28. a) 1 + + - 

3.3! 5.5! 7.7! 

1 1 1 

(6) — [ 4 j- . . . . 

2 320 3. 2 13 

1111 

(c) 1 -j 1 + , 

2 2 3 5 4 2 5 3 

1 2 s - 1 

(d) Fagamos x - lit; — 


10 ' 


29. (a) x + x 2 + ~. 

x 2 13x ! 19 r* 

(c) x 4- — - + — — i — ■ 

2 24 48 


2 s - 1 
24. 10‘ 

<.b) x 2 


“ 4- . 


4~ 


llz* 

TT 


id) x 2 - 


x‘ 


32. J{x) = 4c*- x - 1. 


31. | x J < p. 

.\pSndice, pag. 423. 

1. Interrompamos a s6rie no termo de ordem n. Terernos, entSo, 

x" < 1 - Vl - c 


1 ,1 , , 1.3 , 1.3... (2n - 3) 

- x 4 X' 4 x 2 4~ ■ • • "i 

2 2.4 2.4.6 2.4. ...2n 


Panamas x = 1; todas as somas parciais S 1. 


sempre o 
maior 
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2. Empreguemos a aerie do exemplo 1. Mostreraos que o maior Srro ocorre 
quando z = 1, e que pode ser tornado menor do que e. 

3. Escrevamos | t j — Vi 2 = V 1 — (1 — t 2 ): fagamos, entao. x = 1 - f 2 do ex. 2 . 

4. A substituigao z = a ~f (6 - transforma a fungao/(x) em 0 S i ^ 1- 
Aproximar para <s(0 por uma fungao poligonal •«£(/) a menos de e/2 (exemplo 2, 
pag. 70). Representar i p{i) por uma soma da forma a + bt -f* 2ci | t - l a j. Aproxi- 
mar-se desta expressao por meio de ura polinomio (exemplo 3) e s.ubstituir l pelo 
seu valor em fungao de x. 

7. Se bouvesse apenas um numero finito .de numeros primos, a identidade 
seria valida para qualquer s positivo, particularmente para s — 1. (Multi plicagao 
das series absolutamente convergentes.) 

8. Demonstre-se, em primeiro lugar, por indugao, que 

n-l 

(l - *) n (i + z2") . i _ *2". 

» » 0 

CAPlTULO IX 

§ § 1, 2, pag. 437. 
n 

4 

• 0 > = G 

4. Empregue-se a formula >c a {a) = ]/%{\ - ey-i( e -ma- e (n-f Dm) pag. 436. 

5. Calculemos 
fungao de crk(«). 

§ § 3, 4, pag. 446. 

qCLV — £— CZ7T 


f n + 1\ 

3. 2 sen va = parte imaginana de 2 sen f — - — 1 


n t 1 

a sen - a! sen - a. 
o o 


1 r* 

- / <Tk(a) da, 

tJ -t 


e entao empreguemos a expressao para em 


i. (a) 


r i « ( - iv 

b 2 (a cos vx - v sen 

1 


l_2a * = i a 2 


vX> j . 

J 


»=1 V ' 


8 »(-!)» 

(6) — • ir 1 - 48 2 cos vx. 

15 

sen air <= 

(e) S 

a v 


r i i 2 i 

c - 1)^ 1 — - 

l Ly- (a + l ) 3 r 2 - (a - l ) 3 k 2 - a 3 J 


sen s»z, 


se a nao f6r inteiro; sen (a - l)z -4- sen ax -J- sen (a -j~ l)x se g for inteiro. 

6 — a I oo /'sen vb - sen va cos vb - cos va \ 

(d) h - 2 ( cos vx sen vx ) . 

2. Apliquemos a transformagao x - - n + 2irt ao § 4, n.° 2. pag. 440. 

3. £*(() = l 2 - t + l U\ B 3 [t) = /» - 3 / 2 f 2 + %t-, B<{i) = f 4 - 2P ■+ P - V, o. 

4. #i(f) ja foi dada no exemplo 2. Os outros desenvolvimentos sao obtidos por 
integragao sucessiva por (6) da definigao do exemplo 3. Pode-se provar que as 
constantes de integragao sao iguais a zero. 


: I ■ 

: i 

j i 


•; 1 


I ! 


i i 


n 


i i . 

' S . 
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5. Nos resultados para fi,(0 e .8,(0 dos exemplos 3 e 4, fazendo-se l = 0. 

6. Nos resultados para ,6,(1) dos exemplos 3 e 4, fazendo-se f =• </». 

8. cos rx — 5. jl - - v , . -1. 

L (•» + l A)'J 

CAPlTULO X 


§ 2, pag. 465. 

3. (a) Deseontmua sobre a liuha x = 0; ( b ) descoatlnua para 
(c) descontinua na liuha % = - y; (d) descontiuua para y = - r 2 . 


1 y = 0; 


§ 3, pdg. 472. 

d/ 

1. (a)— = 


2x 


dj 


2 y 


dx 3V(x 2 -f y 2 ) 2 ' dy 3$ (x 2 4- y 2 ) 2 ' 

dj dj 

(b) — — 2x cos (x 2 - y), — = - cos (i 2 - y). 

dz dy 

dj dj 

(c) f- = e*-y, — = - e 2 ^. 

dx dy 

^ a J_ I 3 / r___ 

dx 2V(1 + z + y s +■ z 2 ) 5 ’ dy ~ V(1 + x +.y 2 + z 2 )* 

dj —Z 

di V{1 4- x + y 2 -j- i 2 ) 1 

9f dj dj 

(e) — = yz cos (xz), — -- sen (xz), — « xy cos (xz). 
dx dy 3z 


U) 


« 


d l 


IT 

dj _ 


y 


dx 

" 1 

fx' + y 2 ’ dy 

1 + 

X* Ey 1 ’ 


a l 


d l - 

ay 


ay 

0 3 

. 1 

dx 

= y i 

dy 

£ ’ dx 2- 

dy 2 

dxdy 

• i- 

d l 

1 

dj _ 

1 d 2 /_ 

1 

il = 0 . 

sy _ _ 

dx 

X 

dy 

3 dx 2 ~ 

X 2 ’ 

dxdy 

ay 2 

d l 

1 

+ y 2 

dj _ 1 

+ X J 

ay 2(1 

.+ y 2 )y 

dx 

” a 

-xy) 2 ’ 

■S' 

1 

'p 1 

- xy) 2 

' dx 2 ’ ~ 7l 

-xy}* ’ 


JV 

2(x 

+ y) d^/ 

2(1 

4- x s )x 


dxdy 

“ a 1 

xy) 5 ’ dy 2 

(1 

- xy) 3 ’ 



1 

? 


(<0 ~ = yxy' 1 , ~ = xy log x, — = y(y ~ 
ox dy dx- 

a 1 } , • ay 

= xr-l(l -f y log x), — - 
dxdy dy 2 


rx (log x) 2 . 




! 

I 


s 


ji 


; 
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dj dl 

(e) — = — — x- v log Ixe^], 

dx 

d-j 

■ — - = yxx- 2 ef x!r )(yx 3 -f v - l), 

dx 2 


d 2 J 
dxd y 

ay 


= xy-M IT )(l + y log x 4- yx- log x), 


— = x 7 (log x) 2 e( XT Hl + x T ). 

dy 2 

3. Derivar <p(x 2 + y ! ) = parcialmente, em relagao a x e a y. Elimlnar 

tfi’(x 2 4- y'). fazer y = 1, e resolver a equa^ao diferencial resultaote: J(x. y) = ae*( j: ' :! ’> 2 >. 


§ 4, pag. 479. 

, , dj 

l. ( a j — = 


x 4- y cos : 


dj 


y 4- x cos z 


dz V (x 3 + y 3 -f 2xv cos z) 1 ’ dy V ( x 3 4- y 2 4" 2x y cos z) 3 
dj xy sen z 


«o s 4- = 


dz V (x 3 4~ y 2 4- 2zy cos z) 3 
1 dj 


2 xy 


dx V z 3 4- 2zy ! 4- y* ~ x 2 ’ dy (z 4- y 2 ) V z 3 4 - 2zy* + y* - x* 
a/ x 


dz (z 4- y J ) V z 2 4- 2zy 2 4- y* - i* 


dj / 

(c) -= 2<1 + J 

Q 1 

dy 

dj 2 yz 


?y 


+ ar ,4- y 2 4- z : 
log ( 1 4- x 2 4- y 2 4- z 3 ) + 


2y‘ 


1 4- x 2 4- v 3 + z 3 


(d) - = 


dz 1 4 z s 4 y ! 4 r 2 

1 dj 


dx 2(1 4- x 4- yz) V x 4 - y: dy 2(1 + x 4- yz) V x 4- yz 

dj y 


dz 2(1 4x4- yz) V x -}- y; 


dj 


2. (a) — = a4 xl )x x j log x 4- (log x) 2 4- - 
dx L ar. 


1 


5. z, = 3, z y> = 1;. Zr == z, cos 9 + ly sen 9, zb = - z*r sen 9 + z y r cos 9. 
7. (a) ad - 6c; (6) 1/r; (c) 4xy. 

§ 5, pag. 485. . 1 * ; 

2. (a) (6) (c) - 1; W) - 1, , 


i 


i 
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21 19 

(a) - — ; (6) *•; (c) 2; (d) - . 

OZ u 

4. Valor tnaximo 6, valor mlnimo - 6. 5. dz/dx — — l, dzldy ■* — 1, 

§ 6, pag. 499. 

1. (a) a 2 6 2 (a 2 - 6 2 )/8; (6) - 4; fc) log 2; (d) e' b ib - 1/6 - a; 

(«) *716; (J) 4/3. 

2. 2t. 

3. Utilize-se da sinaetria da figura: 1/16 do volume flea acima do triangulo 
com vertices (0, 0), (1, 0), (1, 1), e abaixo da superficie x 2 -J- z s = 1: 16/3. 

4. V 3 *{r - h) 2 (2r + h ). 



irea 

Centro de 
gravidade 

Momento em 
eixo dos z 

relaraO ao 
eixo doa y 

Momento de tnfercia 
em re!ac§o ao 
eixo dos x eixo dos y 

5. (a) 

7jf 2 

(0. 4r/3 ti 

'U l 

0 

rr*! 8 

»r*/8 

(6) 

ab 

(7*o, 7 a 6) 

7io6 5 

7 j 0 2 6 

7»a6* 

7 3 a l 6 

<r) 

4a6 

(0, 0J 

0 

0 

4a6 3 /3 

4a*6/3 

(d) 

*-a6 

(0. 0} 

0 

0 

*-a6 3 /4 

;ra 3 6/4 

(e> 

7,a6 

(VA 7,6) 

7«a6’ 

7 c a 2 6 

a6 3 /12 

o l bll2 


Vofuma 

Centro dfc 
gravid add 

Momento de inSrcia em relacao 
eixo dos x eixo dos y 

ao 

eixo doa 2 

6. (a) a6c 

(7 2 <z, V 2 6. V*c> 

Vja6c(6 2 4*c 2 ) 

7 a o6c(c 2 4-a 3 ) 7so6c(a 2 +6 2 ) 

16) 

V'jTtQ 3 

(0. 0, 3 a/8) 

47ra s /15 

irra 5 /! 

5 

4 ira 71 5 

(c) 

'J t abc 

(7,o, 7*6, 7*c) 

a6c(6 ! 4-c 2 )/60 

o6c(c 2 4-a 2 )/60 a6c(a 2 4*6 2 )/60 


CAPlTULO XX. 

§ 2, pag. 5D9. 

1. c,e' 4- c 2 e 21 ; 

2. c,£"‘ + c 3 £'‘; e~* - e -2 '. 

3. c,e J fc( -f c 2 e~‘; 2 ' 3 (eVa< - e~‘). 

4. c,*?' 2 ' + c,le- 2 ‘; /e’ 2 '. 

5. Cytr 1 !^ + c s /e- l /2<; 

6. e-Vsi ^ C] cos / + c 2 sen ™ «= a«-V*/ cos — (/ - 5); 

^e-VW sen l; r = V 3/2, 7 1 = 4vr/V 3, a = 2/ 5 « t/VJ 

7. V 2 e~'/ 2 i cos 4- l Ax)\ a = V 2, « =* - tt/2, p = 54. 
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5 3, pSg. 519. 


I 1 (2 — co 2 ) cos c ot 4- 3m sen c ot . 

1 + co 2 4 + to 2 (1 + co 2 ) (4 + co 2 ) 


V(1 + <o 2 ) (4 + co 2 ) 


, tg Co5 = 


2 - co 


;, 0} =“ •, 


2. e-vw 


(« 2 - 


Vs 1 

1) cos — t - ~T= (co 2 4- 1) sen 

2 V 3 


^<1 

2 J 


1 — Cl) 2 4" CO* 

(1 - co 2 ) cos cot + co sen «t 
1 - co s + co 4 


V 1 — CO 2 -f- O) 


=1 tg «5 = 


r v 3 i Vs 

3. e-'/ 2 / w cos ^ «(2w 2 - 1) sen 

1 — co 2 + co‘ 

(1 — cod sen cot — a) cos coi 
1 — co 2 + co 4 

a, tg co 6, co como no exemplo 2. 

- e- l ^[(l - 2ai 2 ) cos Ht + ( 14- 2co 2 ) sen 

TTi? ~~ 

(1 — 2 a) 3 ) cos cot + 2 co sen cot 

4 * ; : 

1 -j- 4 co’ 

1 2u 

or s> — - tg coi5 = to *■ 0. 

V 1 + 4co 4 1 - 2 co 1 


~(co 3 + 4) 2 2t ~] (4 - co 2 ) cos co 

* *-21 f _l_ : 1 

co 2 — 4 co 2 + 4_ (co 2 - 


of 4- 4co sen col 

__ 


£ 4, pag. 527. 

1. iog(l + y 2 ) (y 4- Vy 2 4- 1) + 2(1 + i)' 1 ' 2 =. 0 

2. (y 3 - 2i 3 )/y = c. 

C x,y v dv 

3. logy - / - = c. 

J log t) - V 2 

4. 1/y - log x + 1 + cx. 

5. x - arc tg y - 1 4- <*~‘ M '* r . 

6. y 2 = sen x — cos x + ce“*. 

7. cy 9 = e**' 11 * 1 . 

8* y* «= x - 2 4* ce - *. 

9. cos a:. cos y = c. 
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10. ye 1 '* 4- £ = c. 

11. x = Cje‘ -f ale ' + c^e 1 . 

12. x = Cje 31 4 c s te at 4 c 3 . 

13. y — Ci cos x -j- c 2 sen z 4 c 3 x cos x 4 c A x sen x. 

.. . _ V 3 . ^ V 3 

14. y = Cj + Cj« 1 cos — x 4 c 3 e 1 sen - — z. 

2 2 

15. y = c t e x 4 c t ze x 4 4 c 4 xe~ x 

4 c 5 cos x 4 c« sen x 4 c 7 x sen x 4 c,x co« *. 

16. y = c 1 4 c*e*'\ 

17. e~ r — c, sec(i 4 c s ). 

18. y = c t 4 CjX 4 c 3 e* 4 c,e' x , 

19. y =* c x arc tg x 4 <4 

y dy 

4 c*. 

2 log | y - 1 | 4 c, 

21. x = - l/(c : l 4 c 2 ). 

22. $ = (arc sen l) 2 4 c, arc sen l 4 c 

1 2fe 

23. t 4 c s = — "V c,a 2 - 2ks arc sen 

*» c, 






EXEMPLOS D1 VERSOS 


CAPITULO I 

1. Empregar o § 5, n.° 7-(pag. 34). - 

2. 39 = 1 -3‘ 4- 1 ‘3 2 + 1\3 + 0. logo, a resposta pedida 6 1 110. 

3. (a) 10 Oil 100; (61 2 130. • 

4. (a) 758: (6) 5 954; (cl 10 000; ( d ) 0,2; (e) 0,023; ( j ) 0,249 7. 

5. (a) 1,41 < V2< 1.42; (6) 2.65 

6. (a) s ^ ~ 3 ~ V x a ~ 3 + V5 - - ■ 

2 2 

(6) Todos os galores de z. ■. - ■ • 

(c) x<-3-2V2: - 3 4- 2 V 2 < x < 3 - 2 V IT x 3 + 2 V 2. 

Id) x g - 2 

7. Elevem-se ao quadrado ambos os membros. Somente havera igualdade se 
o = 6 

8. Empregar o exeznplo 7 Somente baverS igualdade, se a — 6. 

9. Somem-se as tres desigualdades a- -t- b' J ^ 2ab. 6 ! + c 3 § 26c, c 3 + a 2 £ 2ea. 
(6) Multipliquem-se as tres desigualdades 


-f-i , — 6 4- c , — c 4~ 

g V ab. £ V 6c. 

2 2 2 


■g ^ ca. 


(c) Somem-se desigualdades do tipo a 3 6 ! 4- b 2 c- g 26 J ac. 

10. Aplique-se a desiguaidade de Scbwarz aos numeros x,. x 2 , x 2 e 1, 1, 1. 

11 . Obtemos. da relacao (a -a,i (6. - 6,) g 0. a seguinte soma 

a,6i 4- a;6, g o,6, 4- a, 6c 
para todos os valores inteiros de i e j. desde 1 at.e a. 

12. (a) Desemooer {1 - l>" pelo loorema do biuomio. 

(c) Desen votver e reunir os termos em x‘ da identidade (l+x)”(l+x)' = 
= (l + z) 3 ». 

14. nHn + l) 3 /4. 


15. (a) Escrever 


v(r + l)(p + 2) 


ir 1 1 ‘l 

= - I e so mar desde 

2 +D (v + 1)(p + 2j 


1 1 

c = 1 ate n; ; 

4 2n(n 4- D 


(b) n(3n + 5 > , c] ' in 7 4- 21n + 8 

K 2 (n + l)(/i + 2)’ W 36(n 4 U(n + 2)' 
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16. (a) l / 3 (n 2 - n 4 2); (b) V 6 Con 3 - 18n 2 4 n - 30}. 

17. (a) n(n 2 + 5)/6; (6) ft(ft-5)(5n 2 4 lift 4- 26)/24. 

18. Admitindo-se a veracidade do teorema para n = m, multiplica-Io por fa+i), 
obtendo-o para n — m 4 1. Verificar o teorema para n = 1, 2. 

19. (fl) 1; ( b ) ‘/ 4 ; (c) ». 


1 1 

25 . (c) Se m > n, ]a m - a, j - - — — ^ + 


Ti 


4 


1 


4- 


(ft 4 1 )! (ft 4 2)1 
l 


{n 4 1 )! L n + 2 (n 4 2 )(n 4 3 ) 

1 

4 —- TT.+ 


4 ... 4 


4 . . . H 

ml 

1 


(n 4 2 ). . . rn_| 


4 1)1 L n + 


] 


(n 4 1)1 
1 

in 4 1)1 


1 


4 1 (n 4 l) s 
1 


(ft 4 1 ) 


m -a 


1 


n . n! 


n 4 1 

(d) 0 mesmo que (c). 

ft 1 n ( - 1) T 

26. Seja c u = 2 — , =* 2 — - — . 

v - 0 d i -o n 

ft (-14 . 

c,d„ = 2 , e ta 2 endo t 4 * * u, teremos 

»,r-0 rid 

2 " n (-l)r n “ (-l)r 

c t d 0 =2 2 4 S 2 — — . 

^ = ri + l r = 0 t! (m - t) 1 u =0r = 0rl (fi - r)! 

ft ( - 1) T 

Agora, 2 = 0 se fi > 0, de sorte que 

T = o rl (jj - r)l 

i I 2n " ( - 1 )t 2n 2* 

c.d.-l - s s T) V, < 2 -■ 

1 1 (x = n+l t = 0 t \[ h ~ t)I 

2° +l T 2 2 ! 

' ■ 4 7-- 4 


{ft 4 D! 
2° 


iL I+ ? 


41 (ft 4 l) 2 


u = 1 M 




(ft 4 D! 2 


1 2-’ 1 

< 


(ft -D.nl 


n 4 1 


Desde que — - 0 quando n — =° , c„d, — 1 a lim d„ = - . 

rtl n~i cd 6 

27. (a) Aseqiiencia e monotonamente crescente sendo limitada superiormente 
por 2, visto que, se a, < 2, a n+I = V 2 4 a„ < V 4 < 2. 

(6) Seja lim a „ = a. Empreguemos a reia?ao a n+1 = V 2 4 a„ para obter- 

co 

mos a = V 2 I a ou n = 2. 

33. (a) I; ( b ) 1; (c) 1/e. 
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36. (a) 4e/(l -f- 2 d); ( b ) e/7; (c) arc cos (1 — e). 

39. Utiiize-se o fato de que sc x for racional, n\x sera um inteiro positive para 
todos os valores suficientemente grandes de n. 

40. (a) Continua; (b) Descontinua em x — 0; (c) Descontinua em x = 0, 
±1, ±2, . . . ; [d) Descontinua para todos os valores de re. 

42. Sim; considerem-se os sinais em x = 0 e em x ~ xjo. 

44 Seja e uma quantidade arbitraria quainm-r. Turcmos ]/( x‘) -j(x") | < e 
desde que, Onicamente, | x' - x" | < b. E' dar, \j{x') -,/(x") | < e se 

j x‘ - a < 5. que e o criterio de convergcnciu ue uauoby. 

43. (a) (x* + y- - bx)~ — a-[x 2 -f y 2 ), 

( b ) 3x 2 - ‘lx -4-1- 4y 2 = 0. 

(c) x- = y 2 (2 a - x). 

id) x 2 + y 2 = 3 axy. 

5 4 

47 . (a) Circulo com o centro em — i e raio - . 

3 3 


(b) Se k > 1. circulo com centro em — — — or 

fe 2 -l 


fe ? fe 3 

— — -0 e raio — — - jp-ai; 
k- - 1 k- — 1 


se k < 1. perrauta-se a e )3; se k = 1, a bissetriz perpendicular a linlia que ime a, (3. 
(e) Consideram-se as trSs possibilidades: k < 1, = 1, > 1. 


48. A “desigualdade triangular”; a soma de dois lados de um triangulo e maior 
do que o terceiro lado 


49. A soma dos quadrados das diagonals de uni paralelogramo e igual a soma 
dos quadrados de todos os lados. 


CAPITULO II 


1 1 I 

52 . sen cos - . 

X T x 


, 1 / 1\ I 

53. l'(x) - (1 -f 2x) sen — ( 1 -f- - J cos x =£ 0; / (0) nao existe. 
x \ xJ x 


mas o 


quociente das diierengas - - — tem os limites superior e inferior, respectiva- 

x 

mente, + 1 e - 1, a medida que x -» 0. 


54. f'(x) 


(i-d) 

Vx 3 xJ 


2 1 

sen x cos x, i + 0; ,/"(()) = 

x 2 o 


55. Empregue-se o teorema do valor medio. 

56. Empregue-se o teorema do valor medio. 

57. Considerc-se <p{x) = [/(x + h) - /(x)]//i. Provar que esta express!) o assume 
valores acima e abaixo de p, para valores de h pequenos (fixos); logo, verificar-se-a 
<p(x ) = p para algum valor de x. Empregue-se, entao, o teorema do valor medio. 
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58. Determina-se a equacao da tangente y = g(x) e aplica-se o teoreraa do 
valor medio a j'(x) - g'(x), usando-se o resultado do exemplo q.° 55. 

59. Estabelece-se a equacao da corda que liga os pontos x = x,, r = x, da 
curva, y — g{x)\ considera-se, entao, h{x) — fix', - qi,x), h"(x) - j"{x) S 0. Se hix) > 0 
em algum ponto do intervalo t, g i ^ x 2 , havera um ponto z com n'({) = 0 a 
h(i) < 0; empregue-se, entao, o exemplo n.° 58. 

60. Utilize-se o exemplo n.° 59. 

61. 0,006. 

62. (a) Mx~ m ; ( b ) sec*' x. 


65. Emprega-se o exemplo a.® 62. la) 2: (b) l. 

1 


66. Seja v=~ u(t) dl. Determina-se a equacao v = g(x) da tangente & curva 
aj o 

y — j{x) no ponto x = /x. Ter-se-a j(x) S g(z) para todos os vaiores de x (exemplo 
n.° 53). Facamos x => u(0 e integremos. 


67. Suponhamos que a aceleracao e menor do que 4 em qualquer posicao. 

r 1 

Neste caso, p < 41, e semeibantemente, p < 4 - 4t. A dist&ncia percorrida, s = / p dl 

J 8 

e, eutac, menor do que 1. 


CA.PITULO IR 


/"2tgx \ 

68. (a) I j- cot x ) e l s 3 ■« *. 

\cos J x / 

(b) 4(r 4 2Y (x 2 + l) 5 ' 7 


XX 


Bv (1 - x 2 ) 2 
4 l V 7 x[x 2 4 l)' 2,7 (x 4 2)* x'T- r 2 . 

(c) — x sen x 4 cos x 4 3x 2 sen x 4 x* cos x 


(x 4 2)*fx a 4 t) 1 " 


3x 2 


cos 


sen x sen’ 2 x 


6-. O denominador nao deve anular-se para valor algum, real, de x. Igual- 
mente, o numerador da derivada nao deve anular-se. A.s condicoes sao: ac - b a > 0, 
a > 0, cb ~ ajS — 0, a 4 0, ou a = b = 0, a 4 0, c 4 0. 

70. Maximo para x = - He, rnrnimo para x = i/e, inflexoes nos pontos (0, 1) 
1(2 4 log x 2 )- 4 2/a; = 0. 

74. Seja T um triangulo de area dada e menor perimetro, sendo 6 um dos 
seus lados. Fixando-se 6, T sera o triangulo de base dada b e com area estabelecida. 
com o menor perimetro. Logo, T sera isosceles, com os dois lados diferentes de 6, 
iguais entre si. Mas, b e qualquer lado, de sorte que o tridngulo T e equilateral. 
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AnaJiticamente, basta considerar somente o caso do triangulo isosceles. Sejam 
as coordenadas dos vertices ( - r), 0, (x, 0) e ^0, — o perimetro sera, portanto, 


2x + - V x* -r A 2 . iguaia-se a primeira derivada a zero estabelecendo, entao, a 
r 

segunda derivada. 

75. Em face do exemplo 71, considerem-se apenas triangulos isosceles. 

76. Em vista do exemplo 72, considerem-se somente os triangulos isosceles. 

77 . (a) A derivada de (3 +- x)e* e sempre positiva para x S 0. 0 ruxnimo para 
f § 0 se da quando x = 0, a saber, 1; (d) integra-se (a) desde 0 ate x; (e) integra-se 
( b ) desde 0 ate x. 


„ \6a v + (1 - 0 ) 6 p 1 1,b 

78. Seja j{8) = — — ~r~S teremos /( 0) = /( 1) = 1. Deteriuinar j\8) 

[ to q ■+•(!- 

e mostrar que tanto j'{8) =0 cotno j\8) = 0 se verificam para urn unico valor 
de 8 no intervalo de 0 a 1. No ultimo caso, mostrar que/(0) nunca e igual a 1, visto 
que 0 < 8 < 1. Calcula-se, entao, /'(0) que 6 igual, exceto para um fator positive, a 
a p - 6 “ a* - 6 ’ 

o" b » = / 6 p a; p_1 (6 Q _I> - x’" 5 ) dx, 

P 9 J b 


que 6 aegativo, salvo quando a - b. Portanto. ^(0) 5 1. 

79. O sinal de iguatdade 6 vdlido somente quando /'(0) = 0, ou a = 6. 

82. Fazer com que -p {1 — 0)6] seja urn miniroo. 

85. (a) Superior: (6) o tnesmo; (c) inferior: (d) superior. 

86. Integrar o primeiro membro, somar, e derivar novamente. 

efu-t-i d n d n d n ~ [ 

89. - (e**/ 2 ) = — - (xex 3 :-) = x — ( e x -> 2 ) -f n - (e^-/2) pela regra de 

dx nA ~ 1 dx n dx n dx n ~ l 

Leibuitz - 

90. Eliminar de ambas as equagoes: nu a ., = u/: derivar uma das equa- 
tes, empregando esta rela?ao. 


91. a„(x) = x“ -f- 


n{n * 1) n(n - l)(n - 2 i(n - 3) 

x » -] x" "* + 

2 2.4 


92. Aplicar a regra de Leibnitz a 
d”* 1 d‘* 2 

(a) — - (x a - 1)” +J = [(** - 1} . (x a - m 

dx a ~ 2 dx D ’ 2 

d"* 1 d°*' 

(i) — - (x s - l)“ tl = - — — (2(n + l)x . (r 3 - 1)-). 
dx” 2 dx 1 


(c) Ignalar as duas expressoes de P', +J em (a) e ( b ). 


2 (n)! f n(n - 1) 

93. Pjx) = x° ~-x“~ 5 + 

2"f n!)~ L 2(2/i - 1) 

94- O mesmo cotno no exemplo n.* 93. 


n(n - l)(n - 2)(n - 3) 
2.4. (2n -”l)(2n - 3) 


] 
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95. Pelo teorema do bin6mio, £ „ A 0 (x) = (z -f- 1 - x) v =* 1. 

fi = o 

Tambem, derivando 


(« + x) p 


k vgzes, teremos: 


i C) 

n => 0 \n/ 


a^x 0 


(«)(*>■ 


Multiplicand© por x k e fazendo a — 1 - sr, vira: 



(l-x)p-“r a = £ ("Va.p(i) 


CAPITULO IV 

96. i: / l3 x lJ,lJ - a / 4 ^ ,l> + -h lS / 7 x rn2 - 2x 1 '- - 3x l ' s -j- 4x“ 4 * + I2x 1 ' 11 

- 2 tog (1 + z iu ) ~ 4 log (1 + z 1 ' 1 -) - 4 V Z arc 7= U ,,!2 - ! / 3 ). 

\ 3 

97. \' 7 (1 -f e 1 ;™ - 4 /,(l + r 1 ) 3 ' 1 . 

98. - 6 (1 + x) 2 [ l n +■ l / 5 ^ I + x -r ! /» * FT! - u n V l’+’i 

+ v . <f (i + x) 2 -t- i u^~a + x) 1 ). 

1 I x” ~ x 4” 1 

99. Facamos x +• - = t: - log •. 

e 2 D x a + X + 1 

I 1 

LOO. - arc cos — . 

n x D 

I0i. i[ ! °gx-(") log (x + 1) + C) log (x + 2) - + 


log (z + rc) 


1. 


in * 6i-l)(n - 3J...1 r _ (n- l)(n- 3J...2 _ . 

r — . ~se n tor par; se n for impar. 

n(n - 2) . . .2 2 n(n - 2). . .3 

(2n.)! r 


103 2 l! /(l . 3 . 5 . 7 . 9 . 11 . 13) 
2 2 “(nl) 3 


105. 


2n + 1)! 


106. x/1 6. 


104. 

2-°(n!) J 2 
107. x/32. 


lnn /■ „ . T x'^ ! (log x)“ m r 

108. / x‘ (log x) 31 dz = • / (log x) m_l dz. 

“ a + 1 a + 1 J 

x n e' z sen bx dz = •— — (a sen 6x - b cos bar) 
a- + o 2 


an r 6n f 

— „ . , : / sen 6x dz + f x n ~V* cos 6z rfx 

<r 4- o 2 J a 2 + b- J 
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110. / r”?* 1 cos bx dx = (a cos bz 4- b sen 62) 

J a 2 -f b 7 
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an 




3-a-lg*! ^ fa 


bn 


111. 

/ e* J Sb bx dx = — 

J h 7 - a 7 

112. 

C 

| e'*Oa bx dx — — — 
1 b 7 - a 7 


+ b 2 J a 7 + b 7 ^ 

( b Ch bx - a Sh bx). 




'e hI sen bx dx. 


( b 8h bx - a Cb bx). 


J 


114, 115, 116. Integral por partes. 117. 2"' 1 (n.!) 2 /{2n + 1)!. 

118. Convergente. 119. Convergente. 

120. Convergente se n > - 1; divergente se n rS - 1. 

121. Convergente se n > - 1, m > - 1; de outra maneira e divergente. 

122. Convergente se n > 0, m > - 1; de outra maneira e divergente. 

123. CoBvergente. 124. Divergente. 

>25. Convergente. 126. Convergente. 

127. Convergente se n > 0; divergente quando n|0. 

128. Convergente quando m > n - 1; divergente se m g n - 1. 

129. Convergente. Considere-se 

■(*+15* dx 


r /* 0-+0* r /'(*+ Dr i d. 

L J »r J (»+e)* J (*t 1— c)r J 1 + X* 


1+2:* sen 2 x 

O integrando § < 1 na primeira e na ultima das integrals, sendo < 


aj 

sen 2 x 


r'v* sen- «7r 


na 


seguDda, de sorte que 

J ** 


dx 


1 + x* sen, 2 x 


< 2eir + 


7r"V sen 2 tx 


Escolhamos e = — ; entao, sen eir > 'A ex, 0 
p *i 3 


f. 


(»+l> 


dx 


v -it 1 +- ar* sen 2 x 

onde k e constante. Finalmente, 

dx 


k f * dx 
< — < k j — 
» 4/a J v~l X Al * 


r* dx dx r 

J A 1 + 2:* sen 2 x J nr 1 + x* sen 2 x J ( 


(m-l)r dx 


(n-15* X* 


3k r 1 1 1 3k 

- — - 77 = = - - -- - 1 < 0 quando n — «. 

Vm-lJ x l ' 3 -?n- 1 

fOd- D* dx ^ f(*+ D* dx 

'.!>■. 1 + x* sen 2 x J ►, 


k 

< 


V 1 + (vw)* v 2 



1 + (vx)* sen 2 x 
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f A XC lx fA xdx 

13 °- / rr ^ — T > / 7-7-1 > x '°s u + ^ div. 

J 0 1 + X- sen 2 x J 0 1 T I ! 


ergente. 


131. Convergente quando 8 < - 2. |3 + l < a < - 1 ou 3 > 0. - 1 < a < 3/2 - 1; 
dc outra maneira e divergente. 

!' ® r a dx 

Suponliamos que ,3 g 0. Neste ease, | — 

z a dz 


+ z a sen 2 z 

j* dx 


convergiria somente 


I x a dx j x a dx 

quando a < — 1; / — ■ comporta-se corno / , isto e, quando 

J 0 1 -r x$ seD 3 x jo 1 + tV' 2 

3 + 2 S: 0, terernos a > - 1, ao contrario de dedu^ao anterior, se 9 -f- 2 < 0, 

a-3-2 > - 1. 


i' X s - dx 

Suponhamos, ainda, que 8 > 0. Entao, / convergira somente 

_/ o 1 4* Tr sen 2 x 
so, 

r^+Dr („ r)*dx 

J 


quando a > - 1. Aiera disso, 

. .a a ‘ r l 


V 1 + (p + 


< 


x°- dx /’(>>+ ii* 

J rw 1 -f z^ sen 3 z J >»T 1 


1 + -+■ lp^P* sen 2 x 

("+1)* (v + l) a w a c/z (K-rll^TT 0 

< 77=—-= 


+ (rw)* 3 sen 2 x V l 


l pir;- 


ou 


Logo 


/ CD 

r r 


z“ dx 


rt> + l). Wx ’ 

k lV *-H* < ( CAqi^' 3 . 

J «» 1 -+• xp sen 2 x 

sera convergente quando, e somente quando a - 3/2 < - 1. 


-t- x& sen 2 x 

A integral pode ser calculada, igualmenle, peio metodo exposto no exernplo 
n.° 129. 

i3 2 . 

j a X’ J ao. X J as X 

J aa X a J ao X 

Mostrar que esta ultima integral tende para zero quando a-0. 

, o ± r ■ a f b J(ax)-j(0x} . , 

134. Lonsideremos > dx, e procedamos 


J o 

133. Na fdrmula T(n) 
respectivamente. 


-i: 


como no exemplo n.° 132. 


e~ l i a ’ l dt deve-se substituir t ~ x- e t = log - 


:apitulo v 


fX — ■ v 

136. fa) z 6 L y ! = 5ax 2 y 2 ; (£>) x — a arc cos ~~ + V tT 2 - (a - y) 3 


138. (a) x 2 -}« y 2 = V a 2 x : ' -f- b’y 2 , 
( b ) x 2 + y 3 = V a 2 z 3 — b-y\ 


(c) x(x 3 -r y 3 ) + py 2 = 0. 

(d) x = 0. 


141. x = l - 


fV* 


y 2 = 4pR i + 


/ 


V/ + p \ 2VpVf 

143. zrfi(2a + 6){a - 6) 3 /{2n 2 y 


Ti> 


142. 5a 2 /2. 
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4 bla + 6 ) 

144. ~ f 1 - cos 


(l-cos|l). 


146. Escolher os eixos de sorte que a curva toque o eixo dos i oa origem, e 
que a ordenada dos y seja funqao do Sngulo que a tangente do ponto (z, y ) faz com 
o eixo dos x. 

147. (a) P/12; ( 6 ) P/3; ( c ), (d) J(P/12 + cl-). 

148. r - cecotg*-t. 149. (x - c)- 4- y 2 = k\ 

X — fc 

Cj J . 152. y = a Cb . 


131. (x - c,y + y 2 


153. O coraprimento da Iinha reta que une os pontos ( r u . <p y ). (r„ +1 , da 


curva 


Mr**, ~r u y +■ 2 r„r 1 , < . l [(l - cos/yj^i - «>»)], 
valendo o comprimento da Iinha poligonal inscrita: 

n -1 


2 V(dr„)' 3 4- 4- ■ /f 3 . 

v-Q 

onde todos os j A, J sao limitados. Deixarido o maxi mo de lender para zero, 
ohteremo; 


1 


' C£) + r ' ** 

CAPlTULO VI 


157 


f T* X a N 2 

. x- - - ■i" 4 x 8 -f . . . ; (sen i.'r = ( x 1 x'B } 

3 45 V 3 ! 51 J 


P'-rM x c 4 - x E R\ 

3 45 


onde R e B' permanecem limitados quando z^O. 


x w 


sen x 


158. x 4 h — x i 4- . . 

3 15 cos x 


X - 4- - - x’fl 
3! 5! 


x- x’ 

1 - - 4 x e S 

21 4 ! 

1 


= I + ' iM ;X 5 4- X 1 T, 

3 15 

em que R, 5. T sao limitados, a medida que x -* 0 . 

X 2 X* t / z 3 z 1 \ 1 '’ 

159. 1 . . . ; V cos x = ( 1 j z°/l J 

4 96 V 2! 4! / 


+ 


1 

/ X- 

X’ \ 

1 / 

z J 

14 

( - - 

4 — • - x 6 R j 

— ( 

— 

2 

\ 2 ! 

4! J 

3 V 

2 ! 

f z 2 

X* 

V 

z 2 

z 4 

C-it 

+ IT 

- z 6 /? ) S = 

i _ 

X 

4 

~96 


onde R, S , T sao limitados, quando r-»U. 
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x 2 z* 2x 9 
160. (o) 1 ------ 

3 45 945 


x 

(b) 1 4- 


12 ' 1 440 23 712 


x 2 5' 61 r > z 2 

(C) 1 + 2 + 24 X< + 720 + ' 1 * ‘ W) 1 + 2 + - - - 


( e ) e + ex + ex 1 -f - ex i + . . 

6 


x 2 x* Z* 

' ~ 6 ~ 180 ~ 2 835 


1 . 3 x 5 1 . 3 . 5 x 7 

161. x H -j- "I - — *j~ , . 

2 3 2 5 . 21 5 2 3 . 3i 7 


162. 2 


r /'2n'\ /'2r - 2n\ 

. = o KnJ C r-n ) (S 


z27+2 

2 n + l)(2r - 2n + 1) J 2*-" ' 
1.3.5 (2p - 1) z2„+l 


163. (a) E (- 1)» 

.=3 0 2.4,6. ... . 2v 2v -p 1 


» ( - 1)» 
( 6 ) 2 


164. (a) 


0 »! 2t> -f- 1 

(2n)!z2n+! 

22«(n!;2(2n + 1)' 


(c) 2 


(-1)* x 2 "+* 


(b) 


= = i(2p t1)I2k + 1' 

j2n + l 


n!{2n + 1)' 


(c) 


r 2n + J 


(2n + l)!(2n + 1) 


e/l\ lie/lV 

I66 -‘-iG) + ^G)--- 


167. (a) - 

2 


0 b ) 


lie 

24' 


<c) 0; 


( d ) e~ 


(e) 1. 


169. (a) Minimo era x = 0; (6) maximos e mraimos nos pontos era qua 

11. 1 1 

ig - = os quais ocorrem uma vez era cada intervalo: < x < 


xx (n + 34)x 

n = ± 1, * 2, . . maximos e mraimos alternadamente. 


(n — 34 )* 


ou 


CAPlTULO VII ■ 

170. 5,881a. 171. 11. 

172. 0.822 47. 173. 0,175; 0,302; 3,490. 

174. Yisto log (a -f z) ter a couvexidade voltada para baixo, e a > 0, 

* n+H 
34 

— (n + V% + a) log (n + Yi + a) - (a + M) log (a - b M) ~ n, 
(n + H 4- a)" + 34 + a 


/*n+34 

log (a + 1) + . . . 4* log (a + n.) > / log (a -f x) dx 

J 34 


ot{a -j- 1). . . (a + n) > a 


e~ n > k(a)nln a , 


(a -f 3dj) a +^ 
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onde k(a) e uma quantidade positive que depende de a. Alem disso, 

a.-i V nJ \ nJ 2 n- n 3 

em que Ft permanece limitado, quando n~*co. Portanto, para valores suficiente- 
mente grandes de n, a tt < a n- ,, sendo a seguSncia monotonamente decrescente. 

i 

175. c -f (n + M)log n - 2 (n y +- H) log n,. 

v » 1 


CAPlTULO VIII 

178. Quando lim a n § 1. os tSrmos nao tendem para zero. Quando lim a J >fe>l, 


compare-se a serie com 2 


kn 


179. 2 a„ < e, qualquer que seja «, para todos os n, m, suficienteruente gran- 


«=* n 
rn 


des. Mas, X a , > (m - n)a m , ou ma m < t + na m . Conservando n fixo, escolher m 

y=r\ 

lao grande que na a < e; para qualquer m assim determinado, ma m < 2«. 

180. Aplicar o exemplo n.° 179. 

co 

181. Designemos par s D as somas parciais de 2 a,, por s a soma, eseja <r a =s B -s. 

»r=3 1 

T eremos 


2 dyb,, 2 (ff„ 2 <r,,(6 u — 6 v *i) — <T 0 _ilj n -p 


Para qualquer valor de v suficientemente grande, teremos j <r„ j < t, • 

m i m 

X a v b), t < e 2 j b y — 6 V+1 | + e | b u | + s | 6 m+ , | 

[ v | utmfi 

< t) b,~ 6 m+1 1 + « i b a i -f- £ | i> m+1 |. 

CO 

Que, por sua vez, e menor do que 4 Be, sendo B um limite de | b v |, e a s£rie X a u b v 

y = l 

couverglra. 

182. Proceder como no exemplo anterior (n.° 181): 
mm m 

X Clubv — 2 (Su ~ $i>_\)b y ~ 2 S v (b„ - $a_l -p X m ^[n+! 

y** n v = n y~n 


empregando o carater monotono de b n , o fato de que A a -*0. e de que | s„ | < j 
para qualquer v- 

183. (a), (6), (d), (/) convergentes; (c) convergent^ quando 6 =£ 2mr; (e) con- 
vergente se 9 y (2 a + Dr. 
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184. (a) V'2 log 2; i b) log 2. 

185. (a) a — 1; <h) a £ l. 

186. «a) Diverge; ; 6) converge. 

1 

188. Se [ a„ | < teremos. para qualquer valor de n suficientemente grande, 

rtl-t-e 

l log l/l a_ i 

log > (1 + s) log n ou : > 1 -f 6. 

* a 3 ; log n 

log 1/1 a n 1 1 

Invertendo o raciocinio: — - > 1 +■ t unplica em j a n | < . De modo 

log rt nl-r « 

semelhante, no caso de divergencia. 

189. Aplicar o exetnplo anterior (n.° 188). 

199. Proceder como no exemplo n. # 188. 

191. 0 criterio da raiz de ordena n podeser escrito como segue: se Q ° - > 6 

n 

a serie e convergente; quando < - e, ela sera divergente. Escrevarnos, pois, 

fog l/| a , | n Jog 1/| a a | 


log n log n 


L92. Se 


a o+l i . G+l 


< — — para qualquer n S N, teremos: 

K 

I a B+1 I < q— I a n | < — [ a a _, I < . . . < — - f>, +l ; 

o, o 0 0„_! Dn 

portanto, 2 | a„ | convergira se 26„ tambem o fizer. Da mesma forma para a diver- 
gencia. 

03 1 

194. Empregar o exemplo q.° 192, comparando com 2 — . A s£rie 2 | a, 
sera convergente se 

I a a | 

1 a.*i 

onde a > 1. Teremos, 

n(i 
Vi < 

Invertendo o raciocinio, 


v= i jr 


f 1\ 

a a R 


1 > 1 + - + 

V n/ 

n n 3 

\ \ 

R 

7-1 ) > 

ad > 1 + a. 

! J 

n 

1 a L | 

\ 

1 

) > 1 + * 

i 1 

/ 


implica na convergence de 2 | a u | . Da mesma forma para a divergencia. 
195. 2 j a, | convergira, se 


a 


0 + 1 


<u c \\( '° s ( l+ ")Y 

> ( l + - Hi + — f J - ) >i 

V n/ v log n y 


1 

+ - 


ct R 

+ 


sendo a > 1. Vira. entao. 


ft ’ n log n n. 5 log n 

f ! a n | IV R 

a log n ( - 1 - - )>a+->l + e . 

V I a „ + 1 [ nj n 


A inversao d£ste raciocinio conduz ao criterio da converggncia; procede-se de roa- 
neira semelhante. no caso de divergencia. 



RESP03TAS E SUGESTOES 


609 


197. (a) Converge quando 0 ~ a > 1, divergindo se |5-a 5 1. 

{!)) Converge quando y > a +- 0, divergindo se y 5 a 0. 

1 98. (a) Se x ^ 1 + e, 2 — 2 — - — . Da mesma forma para ( b ). 

v =*l p x (,= L i/l + « 

199. As somas parciais de 2 cos vx sao limitadas uniformemente para qual- 
quer valor de z compreeadido no intervalo e g x g 2ir - e. (Escrevamos cos vx — 

givx -j- g—ivz n j n 

= - e 2 cos vX -a _ 2 e ivX .) Demonstremos, entao, um teorema ana- 

2 i» = 0 2 — 7i 

logo ao do exemplo q.° 182, para a convergenda uniforme. 

200. Se x estrver compreeadido no intervalo < g x ^ N, y = 

2« 2 

compreeadido era - 1 4- : g y ^ 1 - 


x - 1 
x + 1 


• estara 


1 + t ' A' + 1 

201. (a) - 1 < x < 1; (b) - 4 < x < 4; (c) x > 1; (d) z > 0; ( e ) qualquer x; 
( j ) uenbum x; {q) x > 1; ih) - 1 < x < 1. 


Cl * 

202. Se- 2 — for convergente, escreva-se 2 


<= a„ o 

— V „ 


1 V* 


i 


j, — ] pXa pX~Xo 


ernpre- 


gando-se, entao, o exemplo n.° 181 ou 182. Se 2 ~ divergir. 2 -- nao podera 

v= 1 V x ° t =| l» J 

ser convergente para x < x 0 , pelo que acabou de ser deraonstrado. 

203. Escreva-se 2 = 2 Ei . !2S_E 


u x 




204. Logicamente 2 a^z" < 2 a„ para x < 1. Par autro lado, 

y = 0 v =* 0 

CQ N N CD 00 

lira 2 a v x v > lira Z ttyX" = 2 ou lim 2 a v x v ^ 2 a K . 

2*— ■ t £’-» I f 0 > — 0 2— *1 p^0 p = G 

<x co 

205. Como no exemplo 204, lim 2 a„x v — 2 a„, sendo, pois, <». 

x — ► 1 2 r = 0 p ac 0 

05 02 S' X \ * 

206. Escrevamos 2 a v x v = 2 a v X v { — ) . Provemos, entao, o teorema pa- 

* = 0 >> = o \XJ 

QO 

ra a convergenda uniforme, analogo ao do exemplo n.° 181: se 2 a„ convergir, e 

!» = 0 

Be a sequSncia 6 0 (x), b^x), .. & n (x) . . for mondtona para qualquer valor de x 

CD 

e uniformemente limitada para todos os x de um certo intervalo, teremos 2 a„b y (x), 

v = 0 

que sera uniformemente convergente no intervalo considerado. 

CD 

207. Isto decorre da convergdncia uniforme da serie 2 a y x v no intervalo 

» = G 

CD 

0 i i g X Desta maneira, 2 a v x» e continua neste intervalo. 

v = Q 


208. (a) x(l + x)/Cl + x 2 ); ( b ) (1 - x 2 )/(l - x -f x 2 ) 2 . 

d X e z — 1 | 

209. (a) A serie 6 igual a — ( ) ; 

ax \ x y i = i 


(6) A s6rie e igual a 


Vl +x - Vl - 


r-1 
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CAPITULO IX 


211. Tl cotg 7TX - 1 - 2i s s 


• ip- - x 1 


=1 - 2i J 


r Zm 


i 2n, \ 


“ 1 Z' <*> ar 2 " 

2 - ( 2 - . 

.*Ip ! V/n-0 >-">/ 


/* 1 log 2 

214. (a) J dx 


o 1~2 


« f « 1 \ 

1-2 3 ( S — ) 

<n ** l v. » ■» 1 i> Zra y 

--Si; (6) . 5 L^i?: 

-1^ -'1+2 ,-l r 3 


216. (a) v 2; (6) \3. 

I 2i /' 1 1 1 \ 

217- Coth rx — — ( 1- j- — . . . .. a. ' 

xi f VI s 1 i ! 2* + r= 3’ + 2 3 ” 

CAPlTULO XI 


J 


218. i 4- c = Va l - y* - a log a - — ¥~ 

y 

219. X ky- + i = e. 

221. 7 * - * 


w J ^ /I 

~ r~ . ~ sen (ul - ip) 4- y====== == e-pti.*, onde tg « => — . 

Vp -j- (D'fl 2 V P 2 -j- U 7 M 2 f 

kt* — 

222. x 1 = a- ; o tempo de quoda e a 2 /Vfe. 

e* 

223. Difereaciar em rela^ao a i e resolver a equacao diferenrial resul Unite de 
p, em funcao de x: 

1 c 

y - - 7-7 e y = ' + c 1 . 

2T 


224. i»— l + V2^+c + log ( - 1 -j- 'J'2y -j- 



< 


•1 


i 
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Funcoes. Series de 383 e seg. 

Fungoes transcendentais 24, 485 

Funcoes trigonometricas 24, 48 

Funcoes trigonometricas. Derivacao das 

. 96, 140 

Funcoes trigonometricas, Expresseos ex- 
ponentials das . 411, 413 

Fungoes trigonometricas, Fungoes inver- 
ses das 148. 151, 243, 31S, 407, 408, 412 
Fungoes trigonometricas, Integragao das 86. 

87, 143, 214 

FimcBes trigonometricas inversas , 148, 151, 
220, 221, 243, 319, 407, 408, 412 
Funcoes trigonometricas, ReSagoes orto- 

gonais da9 217, 438 

Fungoes trigonometricas, Representagao 

racional das - 234, 235, 249 

Fungoes trigonometricas, S&ries de po- 

t&ncias das 327, 328, 411 

G 

Galvn no metro tangencial 350 

Gradiente 90 

Grafica. Integragao 119, 121 

GrSfieos da fungao potencia 33 

Gravidade 293 

Gregdrio. Serie de.... 319, 352, 440, 443 
Guldtn, Regra de 285 

H 

HartnSnicoe 428, 431 

Hiperbole 23 

Hipocicldide 267, 3ll 

I 

lntproprias, Integrals . . 245, 255, 417, 419 

Indefirsida, Integral 110, 117 

Inercia. Momenta de 286, 498, 499 

Infinitas, Series, 366, 417, 422, 456. 

Ver, tambem, Convergenc.ia; Series 
lie pobgneias; Sirie de Fourier. 

Infinito 33 

Infinites, Produtos 419, 422 

Inflexfto, Pontos de ... 159, 266, 334, 335 

Integragao. Ver, tambem. Integrals. 
Integragao, Constantes de 110, 114, 115, 502 
Integragao da fungao potencia 84, 85, 12 8, 176 
Integragao da serie da Fourier . . 455 e seg. 
Integragao daa fungoes hiperbolicas . . . 214 

Integragao das fungoes racionais.. 226, 284 
Integragao das fungoes trigonometricas 86, 

87, 143, 214 

Integragao das sfiries de potSncias ... 401 

Integragao das series infinitas 394, 396, 401 

Integragao e derivagao das series de 

potencias 401, 402 

Integragao grdfica ... 119, 121 
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Integragao por parte* ...... 141, 218, 225 


Integrals definidas 76, 82, 117 

Integrals de Fresnel 253 


Integrals de fnngSes contlnuas ... 79, 112, 

131, 488 

Integrals elipticas 243, 244, 249, 255, 2S9, 409 
Integrals, Fdrmulas de recorreneia 221 , 225 

241 

Integrals imprdprias 245, 255 e seg., 417, 419 


Integrals, Tabua de 206 

Integral completa 502 

Integral da eo-tangente 208, 214 

Integral da soma e do produto 141 

Integral da tangente 208. 214 

Integral de Diriehlet 251, 253. 41S, 419. 450 

Integral definida 76, 62, 117 

Integral do co-seno 87. 143 

Integral do seno 86 , 87, 143 

Integral dos iogaritmos ...208, 220 

Integral dnpla, Ver Integral multipla. 

Integral indefinida 110 . 117 

Integral multipla 486. 499 

Integral multipla de fungoes eontinuas 488 
Integral mdltipla em coordenadas pola- 

res 494, 499 

Integral _ articular 509 

Integrando 80 

Intervalo aberto 15 

Intervalo de converggncia 400 

Intervalo fechado 15. 64 

Intervalo infinito de integragao . . 249 250 

Inversa da fungao potencia 33. 147 

Inversa, Fungao 21. 67 

Involuta 309. 310 

Invoiuta de urns curva 309 310 

Involuta do circulo 310 

Irracionais. Ndmeros . 6 e seg. 

IrracioDuIidade de a 33 6 

J 

Jaeobianc 479, 480 

Jtiros 179 


L 


Lagrange. Resto da 8 §rie de Taylor sob 

a forma de 324 

Lapiace. Equagao de 479 

Lattice Pontos de 13 

Lei da gravitagao. de Newton 306" 

Lei da reflexao 164. 165 

Lei da refragao 165, 166 

Lei de Boyle 14. 181 

Lei de Ohm 182, 434 

Lei do resfriamento. de Newton 180 

Lemniscata 7 2 

Lemniscata. Area da 275, 276 

Lemniscata. Coirjprimento do arco da 289 
Leibnitz. Criterio de convergencia de. 370 

Liraite 29. 38, 41, 46, 59 

Limites de seqiiencias 59 

Limites superior e inferior 62 

Linha reta. Equagao polar da 262 

Linhas de cont-ngao 270 

Linhas de contbrno 461, 462 

Logaritmo come limite „ 176 

Logaritmo. Fungao inversa do . 25, 26. 171 

Logaritmos Calculo dos 353, 354 

Logaritmos. Conti nuidade dos 69 

Logaritmos. Definiguo coruo integral dos 167 

Logaritmos. Integral dos 208. 220 

Logaritmos. Ordem de grandeza dos 192, 195 
Logaritmos Series de potfin-ias dos 3l6, 318 
Logaritmos. Teorema. da adiguo dos.. 169 

Logaritmos. Valores dos 171 


M 

Media aritmetico-geometrica 46 

Massa. Centro de . 283, 284, 291, 497, 495 

Maximos e mxnimos 159, 167 

MSximos e minimos relativos ........ 160 

Medida dos angulos em radianos .... 24 

Metodo de aproximagao de Newton. 355, 357, 

359 

Metodo de reiteragao 358, 360 

Metodo de substituigao 207, 218. 253 

MStodo dos coeficientes indeterminados 201 . 

232. 404, 406 

Mgtodos axiomaticoa 56 

Metodos praticos de aproximagao . 342, 364 

M 6 dnJo 674 

Moinento 283, 284, 497, 498 

Momento de inercia 286, 498, 499 

Memento de inercia do cobo 498 

Momento do circulo 497 

Mementos da elipse 500 

Monotonas, Fungoes 19, 20 , 136 

Mondtonas, Seqiiencias 40, 61 

Movimento sobre uma curva dada. 293, 294 

296. 304. 524, 52 5 

Mudanga de eixos 265 

Mudanga de variavel, 477, 47. .9. Ver, 
tambem. Regra da cadeia; Substi- 
tuigao. 

Multipla- Integral 486. 499 

Multiplicagao de series 408. 415, 417 

Multiplieagao e divisao das series de 


potlncias 

N 

416. 

417 

Newton. 

Lei da gravitagao, de ... 


306 

Newton. 

Lei do resfriamento, de . 

4 4 * 

180 

Newton. 

Metodo de aprovimagao de 

357. 

35V 

3*9 

Newton, 

Notagao das derivadas de 


2 62 

Newton, 

Segunda lei de 

, . . 

292 

Normal 

a uma curva 

4 . . 

2 63 


Notagao complexa das vibragoes senoi- 

dais 433, 435 

Notagao complexa para as vibragoes 43 3, 436 
Notagao de Newton para as derivadaa. . 2 62 
Notagao de Cauchy para as derivadas 90, 467 
Notagao de Lagrage para as derivadas 90 

Notagao de Leibnitz para as derivadas 90 

Notagao de Leibnitz para as derivadas 


de ordem superior 102 

Notagao de Leibnitz para as integrals de- 
finidas 80, 487 

Ndcleo de Fejer . 437 

Numero de Bernouilli ...... 422, 423, 446 

Numeros coxnplexos 73, 75 

Numeros Eixo dos 6 

Numeros irracionais 6 e seg 

Numeros racionais * 6 

Numeros reais 8 

Numeros primos 424 

O 

Olnn, Lei de 182, 434 

Operagoes em sSries infinitas 3 76 

Ordem de grandeza .... 190. 195, 248, 250. 

338 e seg. 

Ordem de grandeza das fungoes expo- 

nenciais 191, 195 

Ordem de grandeza das fungoes racionais 195 
Ordem de grandeza dos logaritmos 192, 195 

Orientagiio das dreas 268. 312, 314 

Oscilagoes 53, 54 

Oseilaroes eldtrieas e mec&nicas. Ver 
Tibragdes. 

Osculadora Pardbola 332 

Osculador. Circulo : . , 333, 334 
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)la .......... .7 ; 

>la. Arfia da . . ... .... ..... . 

jla. Cotnprimento do arco da 

>la osculadora 

:1a, Raio de curvatura da . . . 
>laa de ordem. superior 


19 
■88 
280 
832 
280 
19, 23 


)la semicdbica ......... 99, 259, 290 

:16ide hiperbdlico-, y.. .......... . 460 

jldides 460, 462 

las. Curvas 291 

etros 258, 260 

■etro. Tempo como ........ . ... . 250 

etros. Variagao de : . .• . 522 

is. Derivadas .......... 466 e seg. 

is. Somas ....... ............ 356 

Fungoes . . . 20 

alar. Integral . . 509 

ar 402 

Curva . i ... ■ 257 

lo cicloidal 303 

lo ordindrio 302, 304, 351 

icas. Fungoes 425 e seg. 

...; 44, 152 

:ulo numerico de 352, 353 

Into de Wallis para 223, 225, 363, 445 

ies de 319 

o de vibragao ... 296, 301, 426, 427 

0 de vibragao do pendulo 302, 304, 351 

Equagao do .. 460, 462 

Coordenadas 72, 261, 262, 265, 267 

ml. Puagao 70 

nio de Bernouilli 446 

nios 22, 65, 66 

nios com duas varliveia . . . 459, 464 

nios, Derivadas de 140 

nios. Integragao de 143 

ie aeumulagao 68, 60 

de aeumulagao superior « inferior 62 
de inflexuo .... 159, 266, 334, 335 

de Lattice . 13 

as. Series de S98, 413 

1 atmosferica ................ 181 

ais- valores da fungSo lnversa do 

, .... ., 148 

io de Fermat 165, 166 

io de Weierstrass 58 

Numeros . . . 424 

>s de Wallis . 223, 225, 363. 445 

is de Wallis para a 223, 225,' 363, 445 

lidade especffica 126 

>s infiaitos 419, 422 

>s infinites.- Criteria de conver- 
ts para os 421 

>S infirmoa do Seno... 420. 421, 445 
soes aritmStieas ............. 29 

ea 432 


teas. Fungoes 23 

ie Um corpo com resist&ncia . . 294 

ie um corpo em curva .... .299, 304 
iVre de um corpo 94 

R . 

is. FungSea ........ . . 22, 65, 69 

is. Numeros . . . ... . . . . . V. , . " 6 

s. Jfedida dos 24 

curvatura . . . .' 282, 308 

: curvatura ; da elipsa .... ■ 290 

curvatura da parfibola ...... ; 280 

la urvidade- * . . ... « * 7.5 

bimolecular 231 

unimolecular ...1 182 

iamento das series ........ 872, 375 

Niimeros. . ... * ... . ... . . ...8 


Redugac das integrals multiples kite- ? 
j gratis, simples . .... .a ... . : '489, .493 

Reflexuo. Lei da 164, 165 

Refragao. Lei da ... ... . 7. . ..... 1G5, 166 

RCgistradores. Aparelhos ....... - 617 

Regra da cadeia corn diversas variS-- 

veis 474, 475 

Regra da cadeia para a derivagao 153, 155^ 202 
Regia da falsa posigao . ........ 357 

Regra de Guldin 285 

Regra de Leibuitz para a derivagao ae- 

cessiva . .=. 202 

Regra de Simpson 344, 345 

Regra do ret&ngulo 343 

Reiteragao. Metodo de .......... 358, 360 

Relagao eutre as fungoea biperbSlicas ’6 

■ as trigonometricas .............. 411 

Relagoes ortogonais das fun goes trigono- 

metricas ..,...‘.217, 438 

Representagao analitica das superfi- 
cies t . " 460 e seg. 

Representagao geometric* das fungoes 16. 

• 71, 258 

Representagao geometric* das fungoes 

de diversas variaveis ........ 460, 462 

Representagao geometric* das fungoea 

hiperbblicas 188 

Representagao parametric* das ireas.. 278 

Representagao parametrica das currae 25 8 

e seg. 

Representagao parametrica da elipse.. 25 8 

Representagao parametrica das derivadas 262 
Representagao parametrica do circulo. 258 

Representagao parametrica dos arcos de 

curva 278, 279 

Representagao racional das fungoes hi- 

perbdiieas 235, 236 

Representagao racional das fungoes tri- 

gonombtricas ....,234, 235, 240 

Resfriamento de um corpo quente .... 180 

ResoiugSo da co-tangente em fragoes 

parciais 444 

Resoiugao da seeante em fragdes parciais 445 
Resolugao das fungSes racionais em fra- 
goes parciais 229, 234 

Resson&ncia . 514 e seg. 

Resto da serie de Taylor 322, 325 

Resto da sSria de Taylor sob -a forma 

de Cauchy 324 

Resto da s&rie da Taylor sob a forma de 

Lagrange 324 

Retangulo. Regra do 343 

Retificabilidade 276, 277 

Rotagao 265, 273, 477 

S 

Saltos de descontinuidade ........ 51, 464 

Saltos' db descontinuidade do integrando 245 
Schwarz, Desigualdade de. ....... 12, 451 

Seeante,' 24. Ter, tambfim, Fungoea Tri- 
goftomdtricas 

Secanfe. ' Integral da ...... y ....... V. ! 215 

Seeante. ResolugSo em fragoes parciais 445 
Segunda lei de Newton . ... . .. r i . . ’ 292 
Segundo teorema do valor 'mddic do 

cdlculo integral . . 256, 257 

Semieubiea. Pardbola. . . . . . . 99, 259, 290- 

Semiperfodo 180 

Seno, 24. 25. Ver, tamb§m, Fungoes 
trigonomStricas. ' '■ ■ 

Seno. Derivada do J .............. 96, 90 

Seno. Integral do 86, 87, 143 

Seno. Series- do 327, 328, 411 

Sentido de descrigao das curvas ..... 260 

Separagao de vari&veis «W 523 

Saqii&ncias ■ ‘28 

Seqiienoias convergentes . . 38 
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Seqiienclaa de funpoea .......... 383 e seg. 

Sequencias limitadas 38, 45, 60 

Seqiilncias. Liniites de 69 

Seqii&ncias mondtonas 40, 61 

Serie binomia 329, 33 6, 406 

Serie de Fourier 437, 456 

Serie de Fourier absolutamente conver- 

gente 369 e seg. 

Sdrie de Fourier. Integrapao da . . 455 e seg. 
Serie de Gregdrio ..... 319. 352, 440, 443 

Serie de potencies 398, 413 

Sferie de potencies da funpao exponen- 

cia] 326, 327. 399. 405 

Sferie de Taylor 325, 398 e seg. 404 

Sdrie de Taylor. Resto da 324 

Serie do co-seno 440 

Serie harm&nica 368, 381, 382 

Serie infinita do co-seno ... 327. 328, 411 

Series de funpoes 383 e Beg. 

Series de x 319 

Series de potencies com t&rmos comple- 

xos 410 e seg. 

Series de potencies das funpoes hiper- 

boiicas 328 

Series de potSneia* das funpoes trigo- 

nometricas 327, 328, 411 

Series de potencias da tangente ..... 423 

Series de potdncias dos logaritmos . 316, 318 
Series de potencies. Integrapao das ... 401 

Series de potdncias. Integrapao e deri- 

vapdo das 401, 402 

Series de potdncias. Maltiplicapao e di- 

visao das 416, 417 

Series de potSncias para funpSes dadas 404. 

410 

Series de potencies. Unicidade daa. 403, 404 
Series de Taylor para polinoraios . . 320. 321 

Series do seno 327, 323. 411 

Series geometricaa . . 34, 315. 392, 400, 407 

Series infinitas 366, 417. 422. 456 

Series infinitaa absolutamente conver- 

gentes -369 e seg. 

Series infinitas. Definipao da conver- 
gence daa 366, 367 

Series infinitas. Derivapao das , . 396, 397 
Seres infinitas 6 integrals imprdpriae 417. 

419 

Series infinitaa. Integrapao das . . S04, 396 
Series infinitas. MultiplicapSo da* . 408, 

415. 417 

Series infinitas, Operapoes com ..... 376 

Series. Reagrupamento das 372, 375 

Series uniformemente convergente* . 389. 392 

Simpson, Regra da 344, 345 

Sinai das derivadas daa funpSes mon6- 

tons* 106 

Stirling. Formula de 361, 364 

Somapde trigonometries. Formula da. 436 

Soma* parciaia 366 

Soma* superiores e inferiorea 78 

Substituipao. M§todo de .... 207, 218, 253 

Su/perffcie de nival 462 

Superficie de revolupao 286 

Superficies, Represen tapae analitica 

das 460 e Beg. 

Super posipic As vibrapSes .... 428 e seg,, 

435, 518, 517 


Taylor. Serie de, Ver Sirit it Taylor. 

Taylor. Teorema de 320, 

Tempo como par&metro 

Teorema da adipao das funpOea biper- 

bolicas 185. 

Teorema da adipao dos logaritmos . . - 
Teorema da multiplicapao da* funpoea 

esponenciais 

Teorema de aproximapao de Weierstrass 


Teorema de lie Moivre 74, 

Teorema de Rolle 104, 

Teorema de Taylor 320, 

Teorema do binomio 

Teorema do valor interroedi&rio . . 66, 

Teorema do valor medio do c&lculo di- 

ferencial 102, 105, 

Teorema do valor mddio do c&lculo di- 

ferencial, generalizado 135, 

Teorema do valor mgdio do c&lculo in- 
tegral 126 e 

Teorema do valor mgdio do c&lculo in- 
tegral, generalizado 


Teorema fundamental da Algebra .... 
Teorema fundamental do c&lculo dife- 


rencial e integral 

Toro 

Trabalho 304, 

Transeendentais. FnnpOes 24, 

Trapezoidal. Fdrmula 

Tractriz . 


Tngoaom4tricas. FunpSes 24, 

U 

Unicidade das series de potencias . 403. 
Unicidade de sotupao das equapoes dife- 
renciais 


32S 

260 

189 

169 

171 

423 

411 

105 

323 

201 

67 

134 

203 

seg. 

127 

73 

114 

291 

307 

485 

343 

291 

48 


404 

508 


V 


VaJor absolnto 6. 74 

Valor dos logaritmos 171 

Valnree extremos, 160. Ver, tambSm, 
Maxima* t minimos. 

Valor intermedi&rio. Teorema do . 66, 67 

Variapao de par&metros 522 

Variaveis complexes 410, 414 

Variaveia. Separapao de 523 

Vari&vel 15 

VariSvel. Ifudanpa de 477, 479 

Velocidade 93, 192 

VibrapSo amortecida 507 

Vibrapao fundamental 429 

Vibrapfio. Feriodo de. . 296, 301, 426, 427 

Vibrapao senoidal livre 503. 607 

Vibrapao senoidal forpada 510. 616 

Vibrapoes 295 e seg., 426 e seg.. 502 e seg. 
Vibrapoes el&sticas . . 295, 298. 502 e seg. 

Vibrapoes forpadas . 510, 518 

Vibrapoes harmonicas simple*. Ver Vv 
brnpoei ttnoidait. 

Vibrapoes Hvres 503, 507 

Vibrapoes senoidais .... 296, 427 e Beg., 507 
Vibrapdes. Superposipao de 


Vizinbanpa 159. 160 

Volume 486 e seg. 

Volume da esfera 495 

Volume do edipsdide 493, 494 


T&bu* de derivadas 206 

T&hnt de integrals 206 

Tangente a uma curva. Equapfio da . 263 

Tangente. Derivada da 141 

Tangente. Formula da 344 

Tangente Integral da . 208, 214 

Tangente Series de potencias da .... 423 
Tangente (trigonometrical, 24, 25. Ver, 
lambda) , Funpoe* Iriponomitricas. 


W 

Wallis. Produto* de... 223, 225, 363, 445 

Weieratra6* Principio de 58 

Weierstrass. Teorema de aproximapfio de 423 

Z 

zeta. Funp&o 380, 382. 420, 421, 422 
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